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Casopis pro péstoviani matematiky, rot. 97 (1972), Praha

LJAPUNOVSKE FUNKCE V TEORII OMEZENOSTI
ABSTRAKTNICH RESTRINGOVANYCH PROCESU

FRANTISEK TUMAJER, Liberec

(Doslo dne 21. srpna 1970)

UvoD

V praci [1] zavadi J. NAGY pojem abstraktniho regulovaného procesu, ktery je
bezprostiedn& spjat s pojmem abstraktniho procesu uvedeného O. HAJKEM na
symposiu EQUADIFF 1I. Abstraktni regulovany proces neni sice abstraktnim pro-
cesem, ale ukazuje se, Z¢ ma s nim mnoho spole¢nych vlastnosti. V praci [2] jsou
studovany pomoci ljapunovskych funkci vlastnosti omezenosti abstraktnich procesii.
V piedloZené praci uZivame podobnych metod ke studiu silné a slabé omezenosti
tzv. abstraktnich restringovanych procesi; jejichZ specialnim pfipadem jsou regulo-
vané procesy z prace [1] Piipomeneme si proto nejprve zakladni definice a oznadeni
z praci [1] a [2].

Symboly R', R% R* budou znalit po fad¥ nasledujici mnoziny: (—oo, + o0),
{0, + ), (0, + ). R znati danou neprazdnou podmnozinu mnoZiny R', P a W
dané abstraktni mnoZiny. V textu budeme pouZivat zobrazeni projekce, které defi-
nujeme nasledujicim zpisobem. Necht je dan systém mnoZin X; proj = 1,2,..., n.
Pro kazdou kombinaci (iy, i,, ..., i) pfirozenych &isel takovych, 7e 1 < i, < iz, < n
prol £ s £ k — 1, definujeme

Proj;, it X1 X X X oo x X, =2 X, x Xy, x oo x X,
pfedpisem

pro'j,-h,-z,m,.k(al, a ..., a,) = (a;,a,,...,a,).

Dale se budeme zabyvat jistou relaci t na mnoZiné P x W x R. Pfedpokladame, Ze
relace t ma vzdycky nasledujici vlastnost:

(1) jeli (y,wy, B),(x,w,@)e P x Wx R, (y,wy, B)t(x, w,0), pak B2 .
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KaZda takova relace uréuje systém relaci

) - {st.:B=avR} na PxW
definovanych vztahem

3) (s w1) pto(x, w) <> (v, wy, B) t(x, w, )

a také obracen& kazdy systém relaci (2) definuje pomoci vztahu (3) relaci t na P x
x W x R. Je-li t relace na mnozin& P x W x R, pak oznacime

= domain ¢,

D={3x,wa)eR x P x Wx R:(y,w,9) tx,w,a)
pro n&jaké (y,w)eP x W},

st w) = {(y, w)) €P x W:(y, wy,9)t(x, w,a)}

a zobrazeni

e:E— (-0, +0) :&(x,w,a) =sup {BeR:(B, x,w, a)e D}.

1. DEFINICE ABSTRAKTNfHO RESTRINGOVANEHO PROCESU

1.1. V této &asti pfipomeneme nejdiive definici abstraktniho procesu z prace [2]
a zavedeme pojem abstraktniho restringovaného procesu. Budeme pfitom bez dalsich
poznamek pouZivat oznadeni a konvenci zavedenych v uvodni ¢asti. Identickou relaci
na P x W oznadime 1p, y.

1.2. Definice. Rikame, ¢ t je proces na P x W nad R, pravé kdyZ P, W jsou mno-
Ziny, R = R, t je relace na P x W x R vyhovujici podmince

(§)) pte = B = « pro viechna «,feR
a majici nésledujici dv& vlastnosti:

(i) ot = Ipxw pro viechna a € R,
(ii) 425 © pt, = ,t, pro viechna e (a, y) v R.

Rikame, %e proces t je lokdlni, tesp. globdlni, pravé kdyZ pro kazdé (x, w, a)€E
plati &(x, w, «) > a, resp. &(x, w, @) = + co.

1.3. Definice. Necht ¢ je proces na P x Wnad R. Rikame, Ze t pFipousti periodu
T € R!, pravé kdyZ pro viechna B = a v R plati

ﬁ-—tta—t = ﬁta = ﬂ+rt¢+r'
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1.4. Definice. Necht ¢ je proces na P x Wnad R. Rikame, Ze o je FeSenim procesu t,
pravé kdyz

(i) o je parcialni zobrazeni R » P x W,
(ii) domain o je interval v R,
(ii1) (a(9), 9) t(o(), ) plati pro viechna § > « v domain o.

Rikame, Ze t je uplny vzhledem k FeSenim, prav& kdyZ ke kazdé dvojici (x, w, o),
(v, wy, B) € E, (¥, wy, B) t(x, w, o) existuje feleni o takové, Ze o(a) = (x, w), o(B) =
= (y9 wl)‘ .

1.5. Pozndmka. Je-li ¢ feSenim procesu ¢, « € domain o, pak fikime, Ze ¢ prochazi
bodem (x, w, o), pravé kdyz o(x) = (x, w).

1.6. Definice. Necht ¢ je proces na P x W nad R. Restringovanym procesem p
na P nad R nazyvime relaci p mezi P x W x R a P x R definovanou takto:

(z,9) p(x, w, ) , pravé kdyZ existuje w, € W takové, Ze plati (z, w,, 9) 1(x, w, o) .
Rikame, Ze restringovany proces p je lokdlni (globdlni), resp. pFipousti periodu

1€ R', prdvé kdyZ t je lokalni (globalni), resp. pfipousti periodu t.

1.7. Lemma. Necht p je restringovany proces procesu t. Pak plati

(z, 9) p(xy, wy, 04), (X1, wy, ) t(x, w, @) = (2, 9) p(x, w, a) .

Dikaz plyne pfimo z definice 1.6.

1.8. Definice. Necht p je restringovany proces procesu t. Zobrazeni V: E — R°
nazyvame ljapunovskou funkci restringovaného procesu p, pravé kdyZ je V nerostouci
podél p, tj. pravé kdyZ ze vztahti

(xj’ Wj, aj) € E H .] = 1: 2 ’ (x29 W2, aZ) t(xb W], al) plyne
V(xz, W2, 0‘z) < V(xl’ Wi, al) .
1.9. Definice. Necht p je restringovany proces procesu t. Rikame, Ze parcidlni
zobrazeni s : R — P je FeSenim restringovaného procesu p, pravé kdyzZ existuje fe-

Seni ¢ procesu t takové, Ze s = proj, o o.
Rikame, Ze p je itplny vzhledem k FeSenim, pravé kdy# t je Uplny vzhledem k feSenim.

1.10. Definice. Necht p je restringovany proces procesu t. Rikame, Ze zobrazeni
V:E - R° je slabé ljapunovskou funkci restringovaného procesu p, pravé kdy? ke
kazdému (x, w, a) € E existuje feSeni o procesu ¢ takové, Ze domain ¢ > (a, &(x, w, a))
a V je nerostouci podél o, tj.

V(5(3), 9) < V(a(B), B) pro viechna o« < B < 9 < e(x,w,a) v R.
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2. SILNA OMEZENOST RESTRINGOVANYCH PROCESU

2.1. Oznaéeni. V této Casti pfedpokladame, Ze jsou dany restringovany proces p
procesu t, neprazdna mnozina

(1) mc P xR

a zobrazeni

(2) g:PxR->R°
tak, Ze plati

(3) g(x, ) = 0<=(x,0)em.

2.2. Definice. Rikame, Z¢ p je silné omezeny vzhledem k m, pravé kdyZ existuje
zobrazeni

1) " @ :proj; s E—» R*
takové, Ze plati
(2 (8, x,w,0)e D, (z,9)p(x, w,a)=g(z,9) < o(x, a).
2.3. Véta. p je silné omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji zobrazeni
(1) V:E-R% ¢q:proj; s E—R*, a:R* - R* a jerostouci, a(v)—> +x
pro v— 400,

majici ndsledujici vlastnosti:
(i) V je liapunouvskd funkce,
(i) (x, w,0) € E = V(x, w, &) £ @o(x, a),
(iii) (x, w, a) € E, g(x, ®) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, ).

Diikaz. Necht p je silné omezeny. Definujme zobrazeni
(2 V:E > R®:V(x,w, a) = sup {g(z, 9) : (z, 9) p(x, w, @)},
(3) @o : Proj; 3 E = R* : @o(x, a) = o(x, a),
(4) a:R* > R* :a(v) = v.
Nyni dokaZeme, Ze zobrazeni (2), (3) a (4) maji vlastnosti (i) aZ (ii).

Ad (i): Necht (x,w,x)eE a necht (x,, w;, a;)t(x, w, ). Pak pro kazdé
(2, 8) p (x(, wy, a,) plati podle 1.7 také (z, 9) p (x, w, @), a tedy

V(xy, wi, ay) = sup {g(z, 9) : (z, 9) p (x5, wy, #))} <
< sup{9(z,9) : (2, 9) p (x, w, @)} = V(x, w, a),
takZe V je ljapunovskou funkci.
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Ad (ii): Necht (x, w, a) € E. Pak pro kazdé (z, 9) p (x, w, a) plati podle 2.2 (2) vztah
4(z, 9) < o(x, a), takZe V(x, w, «) je pfedpisem (2) skutetn& definovano a mé vlast-
nost (ii).
Ad (iii): Zfejmé& plati
g(x, ) e {g(z, 9) : (z, 9) p (x, w, @)},
a tedy
g(x, o) S V(x, w,a).

Necht existuji zobrazeni (1) majici vlastnosti (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, a) € E.
Definujme zobrazeni ¢ z 2.2(1) tak, aby byl spln&n vztah

a(p(x, a)) = @o(x, a) .

Nyni se snadno ukaZe, Ze pro kazdé (9, x, w, a) € D, (z, wy, 9) t (x, w, a), g(z, §) € R*
plati '

a(g(z, 9)) S V(z, wy, 9) S V(x, w, 1) £ @o(x, @) < a(o(x, @) ,
odkud plyne g(z, 9) < ¢(x, «). Je tedy p siln& omezeny vzhledem k m.
2.4. Pozndmka. Podminku (iii) ve v&t& 2.3 lze zam&nit podminkou:
(iil)’ existuje zobrazeni {; : R* — R* takové, Ze plati

V(x, w,0) £ o= g(x,a) < { (o).

2.5. Definice. Rikame, 7e p je silné asymptoticky omezeny vzhledem k m, pravé
kdyz p je siln€ omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1 x€R*
a zobrazeni
2 T:proj; ; E—> R*

takové, Ze plati

(3) %, x,w,)eD, 3za+ T(x,a), (z9)p(x,wa)=>g(z,9) < x.

2.6. Véta. Restringovany proces p procesu t je silné asymptoticky omezeny
vzhledem k m, prdvé kdy# existuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) a# 2.3 (iii)
a zobrazeni T, : proj, 3 E > R*, »g € R* takové, %e plati

(iv) (8, x, w,@) e D, § = o + To(x, @), (z, wy, 9) t (x, w, @) = V(z, wy, 9) < .

Diakaz. Necht p je silné asymptoticky omezeny. Pak podle prvni &asti diikazu véty
2.3 existuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) aZ 2.3 (iii). Zvolme v (iv) za x, € R*
konstantu x z 2.5 a definujme zobrazeni T, : proj, 3 E - R* : Ty(x, o) = T{(x, o), kde
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T je zobrazeni z 2.5. Pak podle 2.5 (3) pro kazdé (9, x, w, @) € D, (z, w,, 9) t (x, w, a),
9 2 a + Tox, a) plati g(z, 9) < o, a tedy vzhledem k 2.3 (2) je také V(z, wy, 9) < x,.

Necht exiStuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) aZ 2.3 (iii), %, € R* a zobraze-
ni T, majici vlastnost (iv). Z vlastnosti 2.3 (i) aZ 2.3 (iii) vyplyvéa podle véty 2.3, 7e
p je siln& omezeny vzhledem k m. Definujme konstantu x z 2.5 (1) tak, aby byl splnén
vztah

a(x) = %,

a za zobrazeni Tz 2.5 (2) zvolme zobrazeni T, z (iv). Pak pro kazdé (9, x, w, «) € D,
9 2 a+ T(x,a), (z, wy, 9) t (x, w, a), g(z, 9) € R* plati

a(g(z, 9)) S V(z, wy, 9 £ %, < a(x),

odkud plyne g(z, 9) < x. Je tedy p siln& asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.7. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces procesu t, uplny vzhledem
k Fesenim. Necht existuji zobrazeni 2.3 (1) s vlastnostmi 2.3 (i) az 2.3 (iii), konstanty
%o, %, € R* a zobrazeni ¢ : {x,, + 0) > R* zdola omezené na kazdém kompaktnim
podintervalu intervalu (%, + o) kladnym cislem a majici ndsledujici vlastnosti:

(iv) (x, w,2) € E, g(x, 0) < 3, = V(x, w, #) < xo,

(v) pro kaZdé FeSeni o procesu t a vSechna o, 3 € domaino, « < 9 plati
V(a(9), 9) — V(a(a), ) < — 2 c(g(proj; - a(v), v)) dv, kdykoliv je c(g(proj; -
o 6(v), v)) definovdno pro viechna v € {a, 8>, ve R.

Potom je p silné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dukaz. Z vlastnosti 2.3 (i) aZ 2.3 (iii) zobrazeni 2.3 (1) vyplyva podle véty 2.3,
Ze p je siln& omezeny vzhledem k m. Volme x z 2.5 (1) tak, aby platil vztah

a(x) = %, .

Necht je dano (x, w, a) € E, g(x, a) < x, a pfedpokladejme, Ze existuji (B, x, w, @) € D,
(y> w1, B) t (x, w, @) takové, Ze g(y, B) > x. Pak je

a(x) < a(g(y, B)) S V(y, wy, B) S V(x, w, a) < %,
odkud plyne a(x) < %o, coZ je spor s volbou konstanty x. Plati tedy
(1 % x,w,0)eD, g(x,0) <xy, (z9)p(x,w,a)=>g(z,9) < x.
Necht je nyni (x, w, ) € E, g(x, «) 2 x,. Polozme
Mx, &) = inf {c(v) : %, < v < @(x, @)},
kde ¢ je zobrazeni z definice 2.2.
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Definujme zobrazeni T'z 2.5 (2) pfedpisem

(Po(x’ 0‘)

T(x,0) =1 + (%)

a ukaZme, %¢ x a T vyhovuji definici 2.5. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké
(v, wy, B) t (x, w, @), B = o + T(x, o) plati vztah g(y, ) > x. Necht o je feSeni pro-
cesu t prochazejici body (x, w, a) a (y, wy, ). Je-li x; < g(proj; o a(9), 9) pro viechna
9e <o, B), 9€R, pak pomoci 2.3 (i) a 2.7 (v) dostavame vztah V(a(B), f) <
< V(o(a), @) — [ c(g(proj, o 6(v), v) dv < @o(x, a) — A(x, @) T(x, &) < 0, coZ je ve
sporu s definici zobrazeni V. Existuje-li y € <&, B) takové, Ze g(proj, o a(7), ¥) < x,,
plyne z (y, B) p (o(y), v) a ze vztahu (1) nerovnost g(y, B) £ x, coZ je spor s nasim
ptedpokladem. Odtud dostavame, Ze pro kazdé (9, x,w,a)e D, 3 = a + T(x, a),
(z,9) p(x, w, a) plati 9(z, 9) < x. Je tedy p siln& asymptoticky omezeny vzhle-
dem k m.

2.8. Poznamka. Zfejmé& v obou ptedchézejicich v&tach 1ze podminku 2.3 (iii) nahra-
dit podminkou 2.4 (iii) .

2.9. Definice. Rikame, Ze p je silné stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdyz
existuje zobrazeni

(1) {:R x R* > R*
takové, Ze plati
(2) 9, x,w,0)eD, g(x,0) Sw, (z,9)p(x,w,a)=>g(z,9) < {(a, ®).
2.10. Véta. p je silné stejné omezeny vzhledem k m, prdvé kdyZ existuji zobrazeni
(1) V:E->R®, {,:RxR*->R*, a:R*->R*, arostouci,
alw) > +0 pro w— +o0,
majici ndsledujici vlastnosti:

(i) V je liapunovskd funkce,
(i) (x,w,a) € E, g(x,a) £ 0 = V(x, w, @) £ {,(, ®),
(iii) (x, w, @) € E, g(x, @) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, a).

Diikaz. Nechf p je silné stejn€ omezeny. Definujme zobrazeni V : E — R° vztahem
2.3 (2), zobrazeni

) {o:R x R* 5 R* : {o(x, 0) = {(a, ®),
(3) a:R* > R":a(0) = .
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Nyni dokaZeme, Ze zobrazeni V, (2) a (3) maji vlastnosti (i) aZ (iii). Zobrazeni V a (3)
maji zfejm& podle 2.3 ad (i) a 2.3 ad (iii) vlastnosti (i) a (iii). Podle 2.9 (2) ze vztahii
(9, x,w,2)e D, (z,9) p(x,w, ), g(x,a)e R* plyne g(z,9) < {(, g(x, ), takze
V(x, w, a) je pfedpisem 2.3 (2) skuten& definovano a ma vlastnost (ii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Definujme zobrazeni { z 2.9 (1)
tak, aby byl splnén vztah

alt(or @) 2 ol ).
Pak ze vztahd (9, x, w, @) € D, g(x, a) < o, (z, w, 9) t (x, w, @), g(z, 9) € R* dosta-
vame

Ca(g(z, 9)) S V(z, wy, 9) S V(x, w, 0) £ Lo, ©) < a(l(e, ),

odkud plyne g(z, 9) < {(«, ). Je tedy p siln& stejn& omezeny vzhledem k m.
2.11. Poznimka. Podminku (iii) ve v&t& 2.10 Ize zamé&nit podminkou 2.4 (iii)'.

2.12. Definice. Rikame, Ze p je silné stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m,
pravé kdyz p je siln& stejné omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1) xeR*
a zobrazeni
(2) T:R x R* > R
takové, Ze plati
(3) 9, x,w,0)eD, g(x,0) Sw, 2o+ T(r, 0,
(z9p(x,wa)=>g(z,9) < x.
2.13. Véta. Restringovany proces p procesu t je silné stejné asymptoticky omezeny

vzhledem k m, prdvé kdy? existuji zobrazeni 2.10(1) s vlastnostmi 2.10 (i) aZ 2.10 (iii)
a zobrazeni

(1) To:R x R* > R*, x,eR*
takové, Ze plati
(iv) 8 x,w,a)eD, g(x,0) <0, 92a+ Ty, w), (zw,t(x,w a)=
= V(Z, Wi, 19) é Ko ’

Dukaz. Necht p je siln& stejné asymptoticky omezeny. Pak podle prvni &sti di-
kazu véty 2.10 existuji zobrazeni 2.10 (1) s vlastnostmi 2.10 (i) az 2.10 (iii). Zvolme
v (1) za %, € R* konstantu x z definice 2.12 a zobrazeni Tp : R x R* — R™* defi-
nujme pfedpisem

To(e, w) = T(2, w),
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kde T je zobrazeni z 2.12. Pak podle 2.12 (3) pro kazdé (9, x, w, a) € D, g(x, @) < o,
(z,w, N t(x, w,0) a 9 = a + To(o, w) plati g(z, 9) < x,, a tedy vzhledem k 2.3 (2)
je V(z, wy, 8) < xo. Odtud plyne, Ze zobrazeni V ma také vlastnost (iv).

Necht existuji zobrazeni 2.10 (1) s vlastnostmi 2.10 (i) aZ 2.10 (iii) a (1) majici
vlastnost (iv). Z vlastnosti 2.10 (i) aZ 2.10 (iii) vyplyva podle véty 2.10, Ze p je siln&
stejn& omezeny vzhledem k m. Definujme konstantu s z 2.12 (1) tak, aby byl spln&n
vztah

a(x) = x,

a za zobrazeni Tz 2.12 (2) zvolme zobrazeni T, z (1). Pak pro kazdé (9, x, w, «) € D,
g(x,0) < @, 3 2 a + T(x, ), (z, wy, 9) £ (x, w, @), g(z, 9) e R* plati

a(g(z, 9)) < V(z, wy, 8) < %0 < a(x),

odkud plyne g(z, ) < x. Je tedy p siln& stejn& asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.14. Véta. Necht p je globdini restringovany proces procesu t, uplny vzhledem
k FeSenim. Necht existuji zobrazeni 2.10 (1) s vlastnostmi 2.10 (i) a# 2.10 (iii),
konstanty x4, %, € R* a zobrazeni c : (s, + ) — R* zdola omezené na kazdém
kompaktnim podintervalu intervalu {(x,, + ) kladnym &islem a majici ndsledujici
vlastnosti:

(iv) (x, w, @) € E, g(x, a) < 2, = V(x, w, &) < %o,
(V) pro kaZdé reseni o procesu t a vSechna «, 9 € domain g, « < 9 plati
) V(5(3), 9) — V(o(a), o) < — [2e(g(proj, o o(v), v)) dv,
_kdykoliv je c(g(proj,  o(v), v)) definovdno pro vsechna v € (&, 3), v € R.
Potom je p silné stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Diikaz. Z vlastnosti 2.10 (i) aZ 2.10 (iii) zobrazeni 2.10 (1) vyplyva podle véty 2.10,
Ze p je silng stejné omezeny vzhledem k m. Nechf { je zobrazeni z definice 2.9. Po-
lozme Ao, w) = inf {c(v) : #; < v < {(o, w)}. Definujeme-li zobrazeni T z 2.12 (2)
pfedpisem

T o) =1 + %)
Mo, @)

konstantu x € R* tak, aby platilo a(x) 2 %o, ukdZeme podobn& jako v diikazu véty
21, ze pro (9, x,w,0)eD, g(x,a0) Sw, 32a+ T(x, ), (z,9)p(x,w, ) je
9(z, 9) < x. Je tedy p siln& stejn& asymptoticky omezeny vzhledem k m.

2.15. Poznimka. Zfejm& v obou pfedchazejicich vétach Ize podminku 2.10 (iii)
nahradit podminkou 2.4 (iii)'.
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2.16. Definice. Rikame, 7e p je silné stejnomérné omezeny vzhledem k m, pravé
kdyZ existuje zobrazeni

(1) E:R* > R*
takové, Ze plati

(2 (9 x,w,a)eD, gx,a) <y, (z,9)p(x,w,a)=>g(z,9) L EWY).

2.17. Véta. p je silné stejnomérné omezeny vzhledem k m, prdavé kdy? existuji
zobrazeni

(1) V:E-R° rostouci a:R* - R*, a(y) > + pro ¥ - o, neklesajici
'b:R°— R,

s ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) V je liapunovskd funkce,

(i) (x, w, @) € E, g(x, a) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, a),
(iii) (x, w, @) € E = V(x, w, @) < b(g(x, a)).

Dukaz. Necht p je siln& stejnomérné omezeny. Bez Ujmy na obecnosti miZeme
ptedpokladat, 7e zobrazeni ¢ z 2.16 je rostouci. Definujme zobrazeni V: E — R®
predpisem 2.3 (2). Odtud a z 2.16 (2) plyne, Ze zobrazeni V' je timto pfedpisem skuteén&
definovano a ma vlastnost (i). Definujme zobrazeni a, b z (1) vztahy

ay) =y ; by)=¢&W) pro Yy =1, by)=2¢1) pro Y e<0,1>.

Ze vztaht (9, x, w, a) € D, g(x, «) € R*, (z, 9) p (x, w, &) plyne g(z, 9) < &(g(x, «)),
takZe také V(x, w, ) < &(g(x, o). ZFejme plati g(x, «) < V(x, w, «), a tedy zobrazeni
(1) maji vlastnosti (ii) a (iii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Definujme zobrazeni & z 12 (1)
tak, aby platilo

a(¢(V)) 2 b(¥) -

Pak ze vztaht (9, x, w, @) € D, g(x, ®) < ¥, (z, wy, 9) t (x, w, @), g(z, 9) € R* dosta-
vame

a(g(z, 9)) = V(z, wi, 9) S V(x, w, @) < b(¥) = al¢(y)),

odkud plyne g(z, §) < &(y). Je tedy p siln& stejnom&rn& omezeny vzhledem k m.

2.18. Poznémka. Podminku (iii) ve v&t& 2.17 mbZeme zaménit nasledujici pod-
minkou:
(il existuje zobrazeni &y : R* — R* takové, %e plati (x, w, a) € E, g(x, a) < ¢ =
= V(X, w, a) é fo(l/’)-
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2.19. Poznimka. Podminku (ii), resp. (iii), ve v&t& 2.17 miZeme zfejm& zaménit
podminkou 2.4 (iii)’, resp. 2.18 (iii)'.

2.20. Poznamka. Necht restringovany proces p pripousti periodu t > 0 a nech!
zobrazeni g z 2.1 (2) je periodické v druhé proménné s periodou t. Je-li p silné
stejné omezeny vzhledem k m a existuje-li zobrazeni p:R* — R*Y takové, %e
ww) 2 {(o, ) pro vsechna x € {0, 1), o € R, w € R* a néjaké { vyhovujici definici
2.9, pak plati:

(i) p je silné& stejnomérné omezeny vzhledem k m,
(i) existuje ljapunouvskd funkce V periodickd v posledni proménné s periodou t
a majici vlastnosti 2.17 (ii), 2.17 (iii), 2.4 (iii)’ a 2.18 (iii)'.

Duakaz je zfejmy.
2.21. Definice. Rikame, Z p je silné stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem

k m, pravé kdyZ p je siln& stejnomé&rné omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

.

(1 x€R*

a zobrazeni

(2) T:R* - R*

takové, Ze plati

3) (9, x,w,0)eD, g(x,0)Sy, $=2a+ TW),

(z9)p(x,w,a)=>g(z,9) S x.

2.22. Véta. Restringovany proces p procesu t je silné stejnomérné asymptoticky
omezeny vzhledem k m, prdvé kdy? existuji zobrazeni 2.17 (1) s vlastnostmi 2.17 (i)
a% 2.17 (iii) a zobrazeni
(1) To:R* - R, x,eR*
takové, Ze plati

(V) (8, x,w,a0)e D, g(x,0) S Y, %2 a+ To¥), (z, wy, 9)t(x, w, ) =
= V(z, wy, 9) £ %,.

Dukaz je zfejmy, nebot v&ta 2.22 je stejnomérnou modifikaci vty 2.13.

2.23. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces procesu t, uiplny vzhledem
k Fesenim. Necht existuji zobrazeni 2.17 (1) s vlastnostmi 2.17 (i) a# 2.17 (iii),
konstanta %, € R* a zobrazeni c: (%, +oo) — R* zdola omezené na kazdém
kompaktnim podintervalu intervalu {x,, + ) kladnym &islem a majici ndsledujici
vlastnost:
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(iv) pro kazdé Feseni 6 procesu t a vSechna «, 3 € domain ¢, o < 9 platiV(o(9), 9) =

— V(o(a), @)) £ — [2 c(g(proj; - o(v), v)) dv, kdykoliv je c(g(proj, o a(v),v))
definovdno pro vSechna v e {a, 3), ve R.

Potom je p silné stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Diikaz. Z vlastnosti 2.17 (i) az 2.17 (iii) zobrazeni 2.17 (1) vyplyva podle véty 2.17,
Ze p je siln& stejnomérn€ omezeny vzhledem k m. Necht ¢ je zobrazeni z definice 2.16.
Polozme A(y) = inf {c(v) : ¢, < v < &(Y)}. Definujeme-li konstantu x z 2.16 (1)
piedpisem

X = f(“ 1)
a zobrazeni Tz 2.16 (2) pfedpisem

by)
| M) |
ukaZeme podobn& jako v dikazu véty 2.7, ze pro (9, x, w,a)e D, g(x, a) <y,

9= o+ TW), (z. 9) n(x, w, o) je g(z, 9) < x. Je tedy p siln& stejnomérné asympto-
ticky omezeny vzhledem k m.

() =1+

2.24. Poznimka. Zfejm& v obou pfedchazejicich vétach 1ze podminku 2.17 (i),
resp. 2.17 (iii), nahradit podminkou 2.4 (iii)’, resp. 2.18 (iii)'.

3. SLABA OMEZENOST RESTRINGOVANYCH PROCESU

3.1. Oznadeni. V celé této &asti pouzivime i nadale oznadeni zavedenych v pfedcha-
zejicim textu. Specialn& bude ¢ znagit lokalni proces na P x Wnad R, p jemu odpo-
vidajici lokalni restringovany proces. Podobn& jako v piedchozi &asti je dana mnoZina
m < P x R a zobrazeni 2.1 (2) vyhovujici vztahu 2.1 (3). Krom& toho pro dané
(x, w, @) € E oznalime symbolem X(x, w, o) mnoZinu viech feSeni o procesu ¢ tako-
vych, Ze o(a) = (x, w) a domain ¢ > (2, &(x, w, «)); symbolem S(x, w, &) pak mno-
Zinu viech feleni s restringovaného procesu p takovych, Ze existuje o € Z(x, w, o),
pro které s = proj, o o.

3.2. Definice. Rikame, 7e p Je slabe omezeny vzhledem k m, pravé kdyzZ existuje
zobrazeni '
(1) , ¢ :proj; 3 E—> R*
takové %e plati ' '

(2) (x,w,0)e E= g(s(S) .9) < qa(x, ®) pro n&jaké seS(x,w,a) a vsechna e
€ <a, &(x, w, ®)) v R.
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3.3. Véta. p je slabé omezeny vzhledem k m, prdvé kdyZ existuji zobrazeni
(1) V:E—->R® ¢¢:proj; ; E—>R*, a:R* > R*, a je rostouci, a(v) —» +
pro v — + 00,
majici ndsledujici vlastnosti:

(i) V je slabé ljapunovskd funkce,
(i) (x, w, a) € E = V(x, w, #) < @ox, a),
(iii) (x, w, ®) € E, g(x, ) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, a).

Dukaz. Necht p je slabé omezeny. Podle definice 3.2 k danému (x, w, oz)eE
existuje feSeni o € Z(x, w, «) takové, Ze pro s = proj, o o plati 3.2 (2). Definujme
zobrazeni
(2) V:E - R®:V(x, w,a) = sup {g(s(9), 9) : 9 € <o, &(x, w, @)) v R},

(3) @0 1 Proj; 3 E > RY @ go(x, a) = ¢(x, @),
(4) a:R* > R*:a(v) =v
a ukaZme, Ze (2), (3), (4) maji vlastnosti (i), (ii) a (iii). Podle 3.2 (2) je vidé&t, Ze V(x, w, o)

je pfedpisem (2) skute¢n& definovano a ma vlastnost (ii). Zfejmé pro kazdé (x, w, a) €
€ E plati

g(x, @) € {g(s(9), 9) : 9 e <o, &(x, w, ®)) v R}, .

takZe podle (2) je také g(x, @) < V(x, w, a), coZ je vlastnost (iii). Zbyva jest& dokazat,
Ze V je slab& ljapunovskou funkci restringovaného procesu p. Jsou-li f, y € R takova,
Zea < B <y <e(x,w, a), pak je

{(a(9), 9) : 9 € v, &(x, w, @) v R} = {(6(9), 9) : 9 € <B, ex, w, a)) V R} .
Odtud snadno plyne 4

V(o(y), v) = sup {g(s(9), 9) : $ €<y, &(x, w,a)) v R} <
< sup {g(s(9), 9) : 3 € (B, &(x, w, a)) v R} = V(o(p), B),
takZe zobrazeni V z (2) je slab& ljapunovskou funkci.
Necht nyni existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, @) €
€ E. Definujme zobrazeni ¢ z 3.2 (1) tak, aby byl splnén vztah
a(o(x, a)) Z @o(x, ) .

Podle (i) existuje o € Z(x, w, a) takové, Ze V je nerostouci podél o. Nyni se snadno
ukéze, 7e feSeni s = proj, o ¢ vyhovuje definici 3.2 (2). Plati totiz pro kazdé e
e<a &(x, w,a)), 9 v R, g(s(9),9)eR*, a(g(s(9), 9)) < V(a(9), ) S V(x,w,a) <
< 9o(x, a) £ a(¢p(x, «)), odkud vzhledem k tomu, Ze a je rostouci, plyne g(s(9), 9) <
< o(x, a). Je tedy p slab& omezeny vzhledem k m.
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3.4. Definice. Rikame, %¢ p je slabé asymptoticky omezeny vzhledem k m, pravé
kdyZ p je slab& omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(l) x€R*
a zobrazeni
0 T:proj, 3 E > R*

takové, Ze plati

(3) (x,w,x)e E=g(s(9),9) < x pro n&aké s z3.2(2)a viechna 9= a +
+ T(x, @) v domain s.

3.5. Viéta. Necht p je globdini restringovany proces. Necht existuji zobrazeni
3.3 (1) s vlastnostmi 3.3 (ii) a 3.3 (iii), zobrazeni ¢ : R® - R* zdola omezené na
ka*dém kompaktnim podintervalu intervalu R* kladnou konstantou a konstanty
%o, %1 € R™ s ndsledujicimi vlastnostmi:

(iv) (x, w, @) € E, g(x, o) < 2%, = V(x, w, &) £ %o,

(v) (x, w, a) € E = V(a(y), 7) — V(a(B), B) < — [} c(g(proj, o 6(v), v)) dv pro néja-
ké o€ X(x,w,a) a kazdé a < B <y e domain o.

Potom je p slabé asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dukaz. Necht je dano (x, w, a) e E. Podle vlastnosti (v) existuje o € Z(x, w, )
takové, Ze V je nerostouci podél g. Odtud a z v&ty 3.3 vyplyva, Ze p je slab& omezeny
vzhledem k m. Volme x z 3.4 (1) tak, aby byl spln&n vztah

a(x) = o .

Necht g(x, a) < x», a ptedpokladejme, Ze existuje B = « takové, Ze plati g(proj; °

o o(B), B) > . Pak je
a(x) < a(g(proj, ° o(B), B)) < V(a(B). B) < V(x, w, 2) < ,,
odkud plyne a(x) < 3,, coZ je spor s volbou konstanty x. Plati tedy

(1) (x,w,a)€E, g(x,a) < %, = g(proj; c 6(3), 9) < » pro viechna o < J€
€ domain o.

Nechf je nyni (x, w, a) € E, g(x, @) 2 x,. PoloZme
Ax, o) = inf {c(v) : %, < v £ o(x, a)},
kde ¢ je zobrazeni z definice 3.2. Definujme zobrazeni Tz 3.4 (2) pfedpisem

T(x,a)=l+w

Ax,a)
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feSeni s restringovaného procesu p vztahem
§ = proj, oo

a ukaZme, Ze %, T a s vyhovuji definici 3.4. Pfedpokladejme, Ze pro néjaké f = a +
+ T(x, «) plati vztah g(s(B), B) > x. Je-li x; < g(s(3), 9) pro viechna 9 € {a, B> V R,
pak pomoci 3.3 (ii) a (v) dostavame vztah

V(a(B), B) < V(x, w,a) — [Be(g(s(v), v)) dv < @olx, @) — A(x, @) T(x, a) < O,
coZ je ve sporu s definici zobrazeni V.

Existuje-li y € <o, B) takové, Ze g(s(y), y) < x,, plyne z (s(8), B) p (o(y), y) a vztahu
(1) nerovnost g(s(B), B) < x, coz je spor s nasim pfedpokladem. Odtud dostavame,
Ze plati (x, w, @) € E = g(s(9), 9) < x pro vSechna $ = « + T(x, @) v R. Je tedy p
slabé asymptoticky omezeny vzhledem k m.

3.6. Pozndamka. Ziejm& v obou pfedchazejicich vétach lze podminku 3.3 (iii)
nahradit podminkou 2.4 (iii) .

3.7. Definice. Rikame, Ze p je slabé stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdyz
existuje zobrazeni

(1 {:R x R* > R*

takové, Ze plati

(2 (x,w,a)eE, g(x,a) £ o=g(s(9),9) < (e, w) pro n&aké se S(x,w,a)
a viechna 9 € (a, &(x, w, a)) v R.

3.8. Véta. p je slabé stejné omezeny vzhledem k m, pravé kdyZ existuji zobrazeni

(1) V:E->R% {,:R x R* > R*, a:R* > R*, a rostouci, a(w) > +o0 pro
@ > + 00, s ndsledujicimi vlastnostmi:

(i) Vje slabé ljapunovskd funkce,
(i) (x, w, a) € E, g(x, a) < 0 = V(x, w, &) < {o(a, ),
(iii) (x, w, @) € E, g(x, a) € R* = a(g(x, ®)) < V(x, w, a).

Diikaz. Necht p je slab& stejn& omezeny. Podle definice 3.7 k danému (x, w, a) € E,
g9(x, «) £ w existuje feSeni o € Z(x, w, ) takové, Ze pro s = proj, - o plati 3.7 (2).
Definujme zobrazeni V: E — R° vztahem 3.3 (2), zobrazeni
() \ {o:R x R* » R* : {o(a, ®) = {(o, ),

(3) a:R* >R :aw)=w.

Nyni dokéaZeme, Ze zobrazeni V, (2) a (3) maji vlastnosti (i) aZ (iii). Stejnym zpiisobem
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jako v diikazu vé&ty 3.3 se ukaZe, Ze zobrazeni V a (3) maji vlastnosti (i) a (iii). Podle
3.7 (2) ze vztaht 9 € <o, &(x, w, @)) v R, g(x, ) € R* plyne g(s(9), 9) = {(a g(x, a)),
takZe V(x, w, @) je pfedpisem 3.3 (2) skuten& definovano a ma vlastnost (ii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, @) € E,
d(x, @) £ . Definujme zobrazeni z 3.7 (1) tak, aby byl splnén vztah

a(l(a, @) = Lo, ) -

Podle vlastnosti (i) existuje feSeni ¢ € Z(x, w, «) takové, Ze zobrazeni V' je nerostouci
podél 6. Nyni se snadno ukaZe, Ze feSeni s = proj, o ¢ a zobrazeni { vyhovuji
definici 3.7. Plati totiZ pro g(s(%), 9) e R*, 9 € (a, &(x, w, @)) v R vztah

a(g(s(9), 9)) = V(a(9), 9) < V(x, w, a) < Lo, w) = a({(o, @),
odkud plyne g(s(9), 9) < {(«, ). Je tedy p slabg stejn& omezeny vzhledem k m.

3.9. Definice. Rikame, Ze p je slabé stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m,
pravé kdyZ p je slabé stejné omezeny vzhledem k m a existuji konstanta

(1) xeR*
a zobrazeni
2 T:R x Rt - R*

takové, Ze plati

(3) (x,w,0)€E, g(x,a) < o= g(s(9),9) < x pro n&aké s z 3.7 (2) a viechna
9 2 a + T(«, w) v domain s.

3.10. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces. Necht existuji zobrazeni
3.8 (1) s vlastnostmi 3.8 (ii) a 3.8 (iii), zobrazeni ¢ : R® » R* zdola omezené na
kaZdém kompaktnim podintervalu intervalu R* kladnou konstantou a konstanty
%o, %1 € R™ s ndsledujicimi vlastnostmi:

(@iv) (x, w, ) € E, g(x, @) < %y = V(x, w, &) < %o,

() (s, w0 € E = ¥{o(2),7) — V{o(B). ) S ~ 3 elg(preis < o(s), ) dv pro né-
jaké o € Z(x, w, o) a ka¥dé « < B < y e domain o.

Potom je p slabé stejné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dukaz. Necht je dano (x, w,a) e E, g(x, a) < w. Podle vlastnosti (v) existuje
o € X(x, w, @) takové, Ze V je nerostouci podél ¢. Odtud a z vlastnosti 3.8 (ii), 3.8 (i)
dostdvame podle véty 3.8, Ze p je slab€ stejn€ omezeny vzhledem k m. Nechf ( je
zobrazeni z definice 3.7. PoloZme

Mo, w) = inf {c(v) 1 %, £ v £ {(o, w)} .
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Definujeme-li zobrazeni Tz 3.9 (2) pfedpisem

“ ) = {o(a, @)
T w) =1+ Mo, @)

feSeni s restringovaného procesu p vztahem

S = proj; oo
a konstantu x z 3.9 (1) tak, aby platilo

a(x) = %o,

ukazeme podobné jako u ditkazu véty 3.5, Ze pro (x, w, a) € E, g(x, ) < w a viechna
9 2 a + T(x, w) v domain s plati g(s(9), 9) < x. Je tedy p slabg stejn& asymptoticky
omezeny vzhledem k m.

3.11. Poznimka. V obou predchazejicich vétach lze podminku 3.8 (iii) nahradit
podminkou 2.4 (iii) .

3.12. Definice. Rikame, 7e p je slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m, pravé
kdyZ existuje zobrazeni

(1) £:R* > R*
takové, Ze plati

(2) (x,w, @) €E, g(x,a) < ¢ = g(s(9), 9) < &(y) pro n&jaké s € S(x, w, «) a viechna
9e<a, g(x, w,®)) v R.

3.13. Véta. p je slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m, pravé kdyZ existuji
zobrazeni

(1) V:E - R° rostouci a:R* - R*, a(y) > +o0 pro Y - +oo, neklesajici
b:R° - R,

s ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) V je slabé ljapunovskd funkce,

(ii) (x, w, a) € E, g(x, ) € R* = a(g(x, a)) < V(x, w, ),
(iii) (x, w, @) € E = V(x, w, a) < b(g(x, a)).

Duikaz. Necht p je slab& stejnomé&rné omezeny. Podle definice 3.12 k danému
(x, w,a) € E, g(x, @) < ¥ existuje feSeni o € Z(x, w, @) takové, Ze pro s = proj, o &
plati 3.12 (2). Bez ijmy na obecnosti miizeme pfedpokladat, Ze zobrazeni ¢ z 3.12 je
rostouci. Definujme zobrazeni V: E — R° pfedpisem 3.3 (2). Odtud a z 3.12 (2) plyne,
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Ze zobrazeni V je timto vztahem skute¢né definovano a ma vlastnost (i). Definujme
zobrazeni a, b z (1) vztahy

a(y) vy b(y) = &) pro ¥ =1, by)=2¢1) pro ¥ e<0,1).

Ze vztahd 9 € (a, &(x, w, a)) v R, g(x,a) € R* plyne g(s(9), 9) < &(g(x, a)), takze
také V(x, w, @) < &(g(x, @)). Ztejmé& plati g(x, «) < V(x, w, «), a tedy zobrazeni (1)
maji vlastnosti (ii) a (ii).

Necht existuji zobrazeni (1) s vlastnostmi (i) aZ (iii). Necht je dano (x, w, «) € E,
g(x, «) < . Definujme zobrazeni & z 3.12 (1) tak, aby platilo

a(¢(V)) 2 b(¥) -

Podle vlastnosti (1) existuje feSeni o € Z(x, w, a) takové, Ze zobrazeni V je nerostouci
podél ¢. Oznaéme s = proj,  o. Pak ze vztahii 9 € {a, &(x, w, @) v R, g(s(9), ) e R*
dostavame

a(g(s(9, 9) = V(o(9), 9) < V(x, w, o) < b(Y) < a(¢(¥)) »
odkud plyne g(s(9), 9) < &(y). Je tedy p slabé stejnomérn& omezeny vzhledem k m.

3.14. Pozndmka. Podminku (ii), resp. (iii), ve v&t& 3.13 mtZeme ziejm& zam&nit
podminkou 2.4 (iii)’, resp. 2.18 (iii)".

3.15. Poznamka. Necht restringovany proces p pFipousti periodu T > 0 a necht
zobrazeni g z 2.1 (2) je periodické v druhé proménné s periodou t. Je-li p slabé
stejné omezeny vzhledem k m a existuje-li zobrazeni p: R* — R* takové, %e
m(w) = (o, w) pro viechna a €0, 1), xe R, we R* a néjaké { vyhovujici definici
3.7, pak plati:

(i) pje slabé stejnomérné omezeny vzhledem k m,
(i1) existuje slabé liapunovskd funkce V periodickd v posledni proménné s perio-
dou t a majici vlastnosti 3.13 (ii), 3.13 (iii), 2.4 (iii)’ a 2.18 (iii)'.

Dikaz je zfejmy.

3.16. Definice. Rikame, ¥e p je slabé stejnomérné asymptoticky omezeny vzhle-
dem k m, pravé kdyZ p je slab& stejnomérn€ omezeny vzhledem k m a existuji kon-

stanta .
(1) x€R*

a zobrazeni

2 T:R* - R*

takové, Ze plati
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(3) (x,w,a)€E, g(x,a) £ ¢ = g(s(9), 9) < x pro n&aké s z 3.12 (2) a viechna
9 2 a + T(y) v domain s.

3.17. Véta. Necht p je globdlni restringovany proces. Necht existuji zobrazeni
3.13 (1) s vlastnostmi 3.13 (ii) a 3.13 (iii), zobrazeni ¢ : R® - R* zdola omezené na
kazdém kompaktnim podintervalu intervalu R* kladnou konstantou a majici
ndsledujici vlastnost:

(iv) (x, w, )€ E=V(a(y), ) — V(o(B), B) < — [} c(g(proj, o o(v), v)) dv pro néjaké
o€X(x,w, a) a kazdé a < B < y e domain .

Potom je p slabé stejnomérné asymptoticky omezeny vzhledem k m.

Dukaz. Necht je dano (x, w, ) € E. Podle vlastnosti (iv) existuje o € Z(x, w, @)
takové, Ze V je nerostouci podél ¢. Odtud a z vlastnosti 3.13 (ii) a 3.13 (iii) dostavame
podle véty 3.13, Ze p je slabé€ stejnomérné omezeny vzhledem k m. Necht ¢ je zobrazeni
z definice 3.12. PoloZme A(Y) = inf {c(v) : 1 £ v < &(¥)}. Definujeme-li konstantu x
z3.16 (1) pfedpisem

x =¢(1),

zobrazeni T z 3.16 (2) pfedpisem

_ 142
T(Y) =1+ 3)

a feSeni s restringovaného procesu p vztahem
s = projl °ag,

ukazeme podobné jako v diikazu véty 3.5, Ze pro (x, w, o) € E, g(x, ) < ¢ a viechna
9 > a + T(y) v domain s plati g(s(9), 9) < x. Je tedy p slab& stejnom&rné& asympto-
ticky omezeny vzhledem k m.

3.18. Poznidmka. Ztejmé v pfedchazejici v&t& Ize podminku 3.13 (ii), resp. 3.13 (iii),
nahradit podminkou 2.4 (iii)’, resp. 2.18 (iii)".
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Summary

LIAPUNOV’S FUNCTIONS IN THE THEORY OF BOUNDEDNESS
OF ABSTRACT RESTRICTED PROCESSES

FrRANTISEK TUMAJER, Liberec

The notions of strong boundedness, strong asymptotical boundedness, strong
equiboundedness, strong asymptotical equiboundedness and their uniform and weak
modifications for abstract restricted processes are introduced. By means of Liapunov’s
functions theorems are proved which give sufficient and in most cases also necessary
conditions for the above-mentioned types of boundedness.
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