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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha
SVAZEK 95 * PRAHA 18.2.1970 * C[sLO 1

ROZKLADY SIMPLEXOVITYCH GRAFU A ZOBECNENYCH
SUDYCH GRAFU

BOHDAN ZELINKA, Liberec
(Doslo dne 16. listopadu 1967)

Préce [5], [6], [7], [8] a [9] se zabyvaji rozklady grafti na dva navzdjem isomorfni
podgrafy. Zde budeme zkoumat rozklady urditych specidlnich grafi, a to jednak tak
zvanych simplexovitych grafl, a ddle zobecnénych grafii. Budeme vidy uvaZovat
grafy bez smycek a vicendsobnych hran.

Neorientovanym simplexovitym grafem [ 3] nazgvdme graf G, jehoZ mnoZinu uzld U
Ize rozloZit na tfidy U, ..., U,, po dvou disjunktni tak, Ze dva uzly jsou v G spojeny
hranou prdvé tehdy, ndlezi-li riznym tfiddm tohoto rozkladu. Jinymi slovy, simple-
xovity graf je dopln&k grafu, jehoZ komponenty jsou Gplné grafy. Simplexovity graf
pfi m = 2 je uplny sudy graf. Jsou-li vSechny tfidy Uj, ..., U, jednoprvkové, je to
tiplny graf, je-li m = 1, jde o graf sloZeny z isolovanych uzli (tedy bez hran).

Nejdfive budeme zkoumat rozklad simplexovitého grafu na dva navzdjem isomorfni
podgrafy.

Lemma 1. Budi? G neorientovany simplexovity graf, budi? % = {U},; pFislusny
rozklad jeho mnoZiny uzli. Budif ¢ automorfismus grafu G. Pak existuje per-
mutace n, mnoZiny I takovd, Ze pro vSechna v plati (p(U,) = Up,y)-

Dikaz je jednoduchy. M&jme t¥idu U, € % a vezm&me dva jeji uzly u, v. Uzly u, v
nejsou (podle definice simplexovitého grafu) spojeny hranou, tedy ani @(u), ¢(v)
nejsou spojeny hranou. Kdyby ¢(u), ¢(v) ndleZely riznym t¥iddm z %, musely by byt
spojeny hranou; ndleZeji tedy téZe tfidé U,, kde x €I, a tedy, pon&vadZ u a v byly
zcela libovolng zvoleny, ¢(U,) = U,. PonévadZ viak ¢ je automorfismus, existuje
inversni automorfismus ¢! a je ¢ ~}(U,) o U,. Aviak stejné& jako pro ¢ jsme dokdzali
(p(U‘) < U,,dokdZemepro o™, Ze ¢~ (U,) € U, kde lel. Potom U, qo'l(U,,) <
< U, a pondvad? U,, U, jsou t¥idy rozkladu %, musi byt U, = ¢~ *(U,) = U, a tedy
¢(U,) = U,. Pro ¢ + x samoziejmé& o(U,) *+ ¢(U,), pon&vad? jde o automorfismus
aU,+U,.



Lemma 2, Budi? G jako v lemmatu 1. Jsou-li U,, U, tFidy rozkladu ¥ o riznych
poétech proki, pak ¢(U,) + U, (pFicems ¢(U,) € %).

Toto tvrzeni je bezprostfednim diisledkem lemmatu 1 a definice automorfismu.

V prici [8] je definovdn R,-graf jako graf, ktery lze rozloZit na dva navzdjem iso-
morfni a hranové disjunktni podgrafy, z nichz kazdy obsahuje viechny uzly piivod-
niho grafu, tak, Ze isomorfni zobrazeni jednoho z téchto podgrafii na druhy je auto-
morfismem plivodniho grafu. V pracich [9] a [10] se obdobn& zavad&ji pojmy orien-
tovaného R,-grafu a R,-d-grafu. Definice d-grafu je uvedena zde niZe. Téchto pojmii
budeme v dalim pouZivat.

Véta 1. Budi¥ G neorientovany simplexovity graf, budiZ U jeho mnofina uzli
a % = {U.},e; (I je urcitd mnoZina indexi) pfislusny rozklad této mnoZiny. Nutnou
a postacujici podminkou toho, aby G byl R,-grafem, je, aby nejvyse pro jedno liché k
byl pocet tFid rozkladu U obsahujicich pravé po k prucich kongruentni s 1 modulo 4
a pro viechna ostatni lichd k aby byl délitelny ¢tyFmi nebo nekonecny.

Dikaz. DokdZeme nejprve nutnost podminky. Nechf G je R,-graf, pfislusné
isomorfni zobrazeni oznalime ¢. Ozna¥me p permutaci mnoZiny U indukovanou
zobrazenim ¢. Podle [8], je-li % cyklus permutace p o lichém po&tu uzld, pak Zddné
dva jeho uzly nejsou spojeny hranou. Znamend to, Ze kazdy takovy cyklus, pokud
existuje, se sklddd pouze z uzld jedné t¥idy rozkladu %. Dile je v [8] dokdzdno, Ze
jsou-li €, €, dva takové cykly, pak Zddny uzel cyklu ¥, neni spojen hranou se
Z4dnym uzlem cyklu €,. Z toho vyplyvd, Ze existuje nejvySe jedna t¥ida rozkladu %,
jejiz prvky tvofi takovéto cykly. Oznaéme tuto tfidu W. VSechny cykly permutace p
obsahujici uzly z U = W museji mit tedy sudy podet prvki. Budiz k liché &islo
a nechf g je poet t¥id rozkladu # obsahujicich prdavé po k prvcich. JestliZe W neobsa-
huje prdvé k prvki, pak tedy vzhledem k lemmatu 2 ¢islo kg, coZ je celkovy pocet uzli
néleZejicich tfiddm o k prvcich, musi byt sudé. Je-li k liché, musi byt tedy g sudé.
Oznaéme V, ..., V, tfidy rozkladu % obsahujici prdv€ po k prvcich. Ponévadz k je
liché, musi byt ¢(V;) + V,, tedy také p(V;) + V; pro kaZdé i = 1,..., q, protoZe
v opatném pfipad& by tfida V; musela byt sjednocenim cykli permutace p o sudych
po&tech prvki a tedy mit sama sudy pocet prvki. Budiz € cyklus permutace p slo-

q
Zeny z prvkd mnoziny U V; a obsahujici 2r uzll, kde r je liché &islo. BudiZ u jeden
i=1

jeho uzel; pfedpoklddejme bez ujmy na obecnosti, Ze u € V;. Pak uzel p'(u) nemiZe
byt podle lemmatu 3 z [8] spojen s u hranou tedy musi byt p'(u) e V;, z &ehoZ plyne

podle lemmatu 1, Ze (V) = V;. Je-li V = U #'(V,), pak @(V) = V. Poet 7 navzdjem

riiznych mnoZin mezi mnoZinami ¢'(V1), i=0,...,r— 1, musi byt déhtelem r. Poné-
vadZ? rje liché, je i ¥ liché. MnoZina V obsahuje prdv€ k¥ prvki, coZ je &islo liché. Na
druhé stran& viak ¥ musf byt sjednocenim uréitych cykld permutace p, tyto cykly maji
sudé podty prvkd, proto podet prvkid mnoZiny V je sudy, coZ je spor. Tedy polet
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prvkl kaZdého cyklu permutace p sklddajiciho se z vzl mnozmy U V; musi byt
délitelny &tyfmi. Pak i mnoZina U V; md pocet prvki délitelny étyi‘mx tedy kq =
= 0 (mod 4), z &hoZ plyne (protoie k je liché) g = 0 (mod 4).

Nyni ptedpoklddejme, Ze existuje W a obsahuje k prvki. Pak ¢(W) = Wa pro ostat-
ni tfidy o k prvcich lze analogicky vySe uvedenému dokdzat, Ze jejich podet je déli-
telny Ctyfmi. Tedy podet vSech tfid o k prvcich je kongruentni s 1 modulo 4. ProtoZe
mnoZina W je nejvyse jedna, plati toto nejvyse pro jedno k.

DokdzZeme nyni, Ze podminka je postacujici. M&me ddn graf G a na jeho mnoZiné&
uzlt U rozklad % spliiujici podminku. Je-li U, t¥ida rozkladu % o sudém podtu uzli s,
oznatime jeji prvky uy,...,u, a definujeme ¢(u;) = u;y; pro i=1,...,5s -1,
o(us) = uy. Je-li U, tiida rozkladu % o nekoneiném spodetném po&tu prvki, ozna-
&ime jeji uzly v; pro viechna celd i a definujeme ¢(v;) = v;4,. Je-li U, t¥ida rozkladu %
o nespodetném podtu uzld a, rozloZime ji na a spodetnych podmnozin po dvou
disjunktnich a s kazdou provedeme toteZ, co v pfedeslém pfipad€. Je-li k liché a pocet
tfid rozkladu % o k prvcich je kongruentni s 1 modulo 4, vybereme jednu tfidu W
z té&chto tfid a poloZime ¢(u) = u pro viechny uzly u € W. Jsou-li Vj, ..., V, ostatni
tfidy o k prvcich, pak uzly tfidy V; ozna&ime u{’, ..., u{” a polozime ¢(u{’) = u{?,
proj=1,...k — lag(u) = u(') Totéz (kromé uvahy o W) provedeme v pfipadg,
Ze k je liché a pocet ttid rozkladu % o k prvcich je délitelny &tyfmi. Nyni postupujeme
podobng jako v [6] a [7]. Zvolime vZdy jednu hranu h = x,x, a zafadime ji do G,.
Pak viechny hrany p'(x,) p'(x,), kde r je sudé (resp. liché), zatadime do G, (resp.
do G,). Pak vybereme opét jednu dosud nezafazenou hranu a provddime s ni totéZ.
Takto pokradujeme, dokud neni kaZdd hrana zafazena bud do G,, nebo do G,.
KazZdy cyklus permutace p bud md podet prvkid délitelny &tyfmi, nebo md podet
prvki sudy a Zddné dva jeho uzly nejsou spojeny hranou, nebo se sklddd z jediného
uzlu patfictho do W. Podle lemmatu 4 z [ 8] tedy podet prvkil kaZdého cyklu permuta-
ce indukované zobrazenim ¢ na mnoZin& hran grafu G (to jest vlastn& na mnoZing
neuspofddanych dvojic uzli, které jsou spojeny hranami) je sudy. Tedy v ptipad¥, Ze
by pro né&jakou hranu h = x,x, platilo ¢"(h) = p"(x,) p"(x,) = p"(x,) p"*(x,) =
= @"(h) kde 1, je sudé, I, je liché, bylo by h = xyx, = p"27"(x,) p"*~H(x,) =

@27 "(h), coZ by vedlo ke sporu, nebot I, — I, je liché a po&et hran cyklu obsahu-
31c1ho h musi byt délitelem I, — I, tedy také lichy.

Disledek 1. Budi¥ G uplny sudy graf, budiZ % = {U,, U,} pFislusny rozklad jeho
mnoZiny uzli. Graf G je R,-grafem prdvé tehdy, jestliZe alespori jedna z mnoZin
U,, U, md sudy nebo nekoneény pocet uzli.

Nyni jesté dokdZeme vétu pro orientované simplexovité grafy. Orientovanym sim-
plexovitym grafem budeme nazyvat graf, ktery dostaneme z neorientovaného sim-
plexovitého grafu tim, Ze kaZdou neorieniovanou hranu uju, nahradime dvojici
orientovanych hran u u,, uu,.



Véta 2. Budi# G orientovany simplexovity graf, budi? U jeho mno%ina uzliia % =
= {U,}‘E, DFislusny rozklad této mnoZiny. Nutnou a postacujici podminkou toho,
aby G byl orientovanym R,-grafem je, aby nejvyse pro jedno liché k byl pocet
tFid obsahujicich prdvé po k prucich lichy a pro vSechna ostatni lichd k aby byl sudy
nebo nekonecny.

z wxr

Dikaz. Stejnym zpisobem jako ve vété€ 1 dokdZeme, Ze je-li k liché &islo, pak
podet tfid rozkladu % o k prvcich musi byt sudy, s vyjimkou nejvySe jednoho k.
ProtoZe lemma 3 z [8] plati pouze pro neorientované grafy, pro orientované nikoliv,
nenfi nutnou podminkou, aby tento pocet byl délitelny ¢tyfmi. Postadujici podminku
dokdZeme rovnéZ analogicky dikazu véty 1; zobrazeni ¢ definujeme stejnym zpiiso-
bem (oviem aZ na to, Ze misto kongruence modulo 4 bereme vSude kongruenci
modulo 2). Potom kaZdy cyklus permutace p bud m4 sudy po&et prvki, nebo je jedno-
prvkovy a patfi do W. Potom z lemmatu 3 z [9] plyne, Ze pti konstrukei grafii G,, G,
analogické konstrukci popsané v dikkazu v&ty 1 Zddnd hrana nenf zafazena soudasng
do G, i do G,, coZ se mé&lo dokdzat.

Disledek 2. Budi G uplny orientovany sudy graf, budiZ U = {Ul, Uz} pFislusny
rozklad jeho mnoZiny uzli. Graf G je orientovanym R,-grafem prdvé tehdy, jestliZe
bud mnofiny U, a U, maji stejny pocet uzli, nebo jestliZe alespori jedna z nich md
podet uzli sudy nebo nekonecny.

(ijln)" orientovany sudy graf je graf, jehoZ mnozinu uzld U lze rozloZit na dv&
disjunktni podmnoZiny Uy, U, tak, Ze z uzlu u jde orientovand hrana do uzlu v pravé
tehdy, jestliZe uzly u, v ndleZeji riznym mnoZindm z mnoZin U,, U,.)

Nyni budeme zkoumat tak zvané zobecnéné grafy (viz [1], [2], [4] a [10]).

Zobecn¥nym grafem dimense d neboli d-grafem (bez smydek) nazyvdme sjednoceni
dvou mnoZin, a to mnoZiny U, jejiZ prvky nazyvdme uzly, a mnoZiny H, jejiZ prvky
nazyvdme hranami dimense d, pfi€emZ mezi uzly a hranami je ddn vztah incidence,
a to tak, Ze kaZd4 hrana je incidentni pravé s d riiznymi uzly a kaZzdych d rtiznych uzld
je incidentnich souéasné nejvyse s jednou hranou.

Je-li d = 2, dostdvdme graf v obvyklém smyslu.

Zobecnénym uplnym sudym grafem dimense d budeme nazyvat d-graf G takovy,
Ze existuje takovy rozklad % = {Uy, ..., U} jeho mnoZiny uzla U, e libovolnych d
riznych uzll je spojeno hranou prdvé tehdy, jestlize 4dné dva z nich nendleZi téZe
tHd& U, (i = 1, ..., d).

Véta 3. BudiZ G zobecnény dplny sudy graf dimense d, budiz % = {U,, ..., U;}
pFislusny rozklad jeho mnofiny uzlit U. Nutnou a postacujici podminkou toho,
aby G byl R,—d-grafem je, aby alespori jedna z mnoZin U,,...,U; méla pocet
uzlii sudy nebo nekoneény.
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Dikaz. Oznaéme a; pocet uzli mnoZiny U; pro i = 1, ..., d. Pak polet hran
grafu G je zfejmé H a;. Jsou-li viechna a; lich4, je i soudin H a, lichy. Pon&vad? pfi

rozkladu grafu G na dva navzdjem isomorfni podgrafy museji zfejmé& oba tyto pod-

grafy mit stejny poet hran a Zddnou hranu nemohou mit spole¢nou, podet hran
celého grafu G musi byt dvojndsobkem poétu hran kteréhokoliv z téchto podgrafi
d

a musi byt tedy sudy. Je-li tedy &islo [ | a; liché, takovyto rozklad neexistuje.
i=1

Necht bez Gjmy na obecnosti mnoZina U; md sudy (resp. nekone&ny) po&et uzld.
Oznadme jeji uzly u; pro i = 1,..., k, kde k je polet uzld mnoziny U, (resp. pro
viechna celd i) a poloZime ¢(u;) = u;,, pro i =1,....,k — 1, o(u,) = u, (resp.
¢(u;) = u;, pro viechna celd i). Pro kazdy uzel v ¢ U, poloZime ¢(v) = v.Je-linyni h
hrana d-grafu G, pak h spojuje uzly vy, ...,v; kde v; e U; pro i = 1,...,d. Je tedy
‘v, € Uy, tedy v; = u,pron&jaké [, 1 £ I £ k. KaZdd hrana, kterd je obrazem hrany h
v zobrazeni ¢, kde r je sudé (resp. liché), spojuje uzly u,, v,, ..., vy, kde m je téZe
(resp. opa&né) parity jako . Zafadime-li tedy hrany ¢"(h) p¥i r sudém do G, a pfi r
lichém do G,, nemiiZe se stdt, Ze by tatdZ hrana byla zafazena souéasné do G, i do G,.
Hledany rozklad tedy lze sestrojit podobné jako v dikaze véty 1 a v citovanych
pracich.

Literatura

[1] P. Erdés: On extremal problems of graphs and generalized graphs. Israel J. Math. 2 (1964),
183—190.

[2] P. Erdis: A problem of independent r-tuples. Ann. Univ. Scient. Budapest, Ser. Math. 8
(1965), 93—95.

[3] H. A. Jung: Uber simplexartige Graphen. Lecture at the Colloquium on the Graph
Theory held in Tihany in September 1966.

(4] G. Katona: On a problem concerning the generalized graphs. Lecture at the Colloquium
on the Graph held in Tihany in September 1966.

[5] R. C. Read: On the number of self-complememary graphs and digraphs. J. London Math.
Soc. 38 (1963), 99— 104.

[6] G. Ringel: Selbstkomplementire Graphen. Arch. Math. 14 (1963), 354— 358.
[7] H. Sachs: Uber selbstkomplementire Graphen. Publ. Math. Debrecen 9 (1962), 270— 288.
[8] B. Zelinka: Rozklad grafu na isomorfni podgrafy. Cas. pést. mat. 90 (1965), 147—152.

[9]1 R. Zelinka: The decomposition of a digraph into isomorphic subgraphs. Mat. ¢as. SAV
(v tisku).

[10] B. Zelinka: The decomposition of a generalized graph into isomorphic subgraphs. Cas. pést.
mat. 93 (1968), 278 —283.

Adresa autora: Liberec, Studentskd 5 (Vysokd $kola strojni a textilni).



Summary

DECOMPOSITIONS OF SIMPLEX-LIKE GRAPHS AND GENERALIZED
BIPARTITE GRAPHS

BOHDAN ZELINKA, Liberec

-

An undirected simplex-like graph is a graph G whose vertex set U can be parti-
tioned into mutually disjoint classes Uy, ..., U,, such that two vertices in G are joined
by an edge if and only if they belong to different classes of this partition. If we sub-
stitute each edge u,u, of an undirected simplex-like graph by the pair of directed

— e

edges u,u,, u,u, we obtain a directed simplex-like graph.

A generalized graph of the dimension d.or a d-graph (without loops) is the union.
of two sets, the set U whose elements are called vertices and the set H whose elements
are called edges of the dimension d, while a relation of incidence between vertices and
edges is given so that each edge is incident exactly with d different vertices and any d
different vertices are incident together at most with one edge.

An R,-graph is a graph (directed or undirected) which can be decomposed into two
edge-disjoint subgraphs isomorphic to each other, each of which contains all vertices
of the original graph, so that the isomorphic mapping of one subgraph onto the
other is an automorphism of the original graph. Analogously an R,-d-graph is
defined. '

The following three theorems are proved in the paper.

Theorem 1. Let G be an undirected simplex-like graph, let U be its vertex set and
U = {U,}.e1 (I is a certain subscript set) the corresponding partition of this set.
A necessary and sufficient condition for G to be an R,-graph is that at most for one
odd k the number of classes of the partition % containing exactly k elements each
is congruent with 1 modulo 4 and for all other k it is divisible by four or infinite.

Theorem 2. Let G be a directed simplex-like graph, let U be its vertex set and U =
= {U,} .1 the corresponding partition of this set. A necessary and sufficient condition
for G to be a directed R,-graph is that at most for one odd k the number of classes of
the partition ¥ containing exactly k elements each is odd and for all other odd k
it is even or infinite.

Theorem 3. Let G be a complete bipartite generalized graph of the dimension d,
let = {Uy, ..., U,} be the corresponding partition of its vertex set U. A necessary
and sufficient condition for G to be an R,-d-graph is that at least one of the sets
Uy, ..., U, has an even or infinite number of vertices.
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