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Casopis pro péstovani matematiky, rot. 93 (1968), Praha

EUKLIDOVE VETY V PRAVOUHLYCH SIMPLEXOCH

PAVEL BARTOS, Bratislava
(Doslo diia 20. oktobra 1966)

Autor venuje tito prdcu pamiatke svojho otca PAVLA BARTOSA (1858—1937) a svojej matky
ALZBETY r:ad. MIKLASOVES (1877—1948).

V tomto &dnku zovieobecnime Euklidove vety o pravouhlych trojuholnikoch pre
pravouhlé simplexy n-rozmerného euklidovského priestoru (n = 2).

Definicie. Simplex S = S,S,, ..., S,+; n-rozmerného euklidovského priestoru E,,
n = 2, nazveme pravouhlym vo vrchole S, , ak vonkajsie normdly jeho (n — 1)-
rozmernych stien') obsahujicich tento vrchol tvoria ortonormdlnu bdzu ey, e,, ..., e,
priestoru E,. Tieto steny nazyvame odvesnami a zvySujicu stenu preponou pravouhlé-
ho simplexu S.%)

Rovinou ¢, ktord prechddza priesetnicou rovin dvoch odvesien (takZe je kolmd
k ostatnym odvesndm) a je kolm4 k prepone, rozreZeme simplex S na dva simplexy S’
a S”. Spole¢nti stenu oboch simplexov S’ a S” leZiacu v rovine ¢ nazveme vyskovou

’ . Ie n LAY r -
stenou simplexu S. Pravouhly simplex S md (2> vyskovych stien.
V priestore E, si zvolime kartézsku sustavu stiradnic so zaciatkom v bode S,

a zdkladnymi vektormi —e,, —e,,..., —e,. Simplex S je potom prienikom pol-
priestorov '

(1) x,20, x,20, ...,x,20, —ax+b20 (laf=1)

kde a = (ay, a,, ..., a,) md kladné zlozky a tieZ b > 0.
Rovinu ¢ vySkovej steny vedieme prieseénicou rovin x, = 0, x, = 0, ¢o nie je na
jmu vieobecnosti ivah. Jej rovnica v normovanom tvare znie

aAr Xy — Ay X
2 . 2V 12=0
@ NEET)

HK pojmu vonkajiej normdly pozri [1] § 1. .
2) Tato definicia je v podstate totoZnd s definiciou pravouhlého simplexu prvého typu v [3]
str. 183.
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Simplex S’ je prienikom polpriestorov

axX; — 44X
(3) Wéo, xlg(), x3;0’ x4;0’~~-’xngoa

—ax +b=0

a simplex S” je prienikom polpriestorov

Xy — G1Xy
4 —= 20
G e
Rovnice (1), (3) a (4) dovolujii urdit n-rozmerné obsahy simplexov S, S, 5"3)
a (n — 1)-rozmerné obsahy ich stien.“) Bez podrobného vypoctu uvedieme obsahy
(n - 1)-rozmernych stien simplexov S, S, S” rozliSené pomocou &arok a uvedené
v tom poriadku, ako sii rovnice ich rovin uvedené pod (1), (3) a (4). Ak ozna&ime

, X, 20, x320,...,x,20, —ax+b=0.

bn—l
®) =4
(n -'1)! alaz, voey a”
madme
Vi=ad (i=1,2,...,n), V=
A 234
(6) V;.:——a';il_z—'T’ V’2=01A; V‘;:'%l'g‘j_zs J=3’4’ y s
J(ai + ad) ai + a3
. _ _aid
1 7= 5 40
T2 4 a2
A 20,4
V’{=—aiaz—2, V, =a,4; V}=%—i, j=34...,n;
J(at + a3) ai + a3
" — a%A
" at v ad

Tu je V] = V{ obsah vyskovej steny spolo¢nej simplexom S’ a S”. V; = ¥, je obsah
odvesny simplexu S v rovine x; = 0, ktord je aj stenou simplexu S’. V, = V,’ je
obsah odvesny simplexu S v rovine x, = 0, ktord je aj stenou simplexu S”. Pre
ostatné odvesny (j = 3,4, ...,n) a preponu (j = n + 1) plati

’ ”
(7) Vi=Vi+V;j
¢o znadi, Ze prislu$nd stena simplexu S je rovinou ¢ rozdelend na dve asti, z ktorych

jedna je stenou simplexu S’ a druhd stenou simplexu S”.

3) Pomocou vzorca (12) v praci [4] pripadne pomocou suradnic vrcholov, ktoré sa snadno
urdia.

4) Pomocou vzorca V= V;/n, kde V je n-rozmerny obsah simplexu, V; (n — 1)-rozmerny
obsah jeho steny a v; velkost prisluinej vysky.
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Veta 1. (Euklidova veta o odvesne.) V pravouhlom simplexe S rozdelenom vysko-
vou stenou prechddzajiicou prieseCnicou roviny prvej a druhej odvesny (podla po-
radia v (1)) na simplexy S’ a S” plati

(®) V%"*‘jZSVjV} =VosiViers V3 +.ZstV}' = Var1Va+1
< i=

kde V, (V,) je obsah odvesny, ktord je celd obsaZend v simplexe S’ (S"), V' (V}) je
obsah k nej prilahlého tiseku odvesny obsahu V;, tj. obsah Casti tejto odvesny obsaZe-
nej v simplexe S’ (S") a V.1 (Vn+1) je obsah prilahlého tiseku prepony obsahu V,..,.
Pozndmka. Pre n = 2 sa stéty v (8) redukuju na nulu. KedZe simplex md (:)
stenovych vySok, moZno napisat (;) vztahov (8).
Dékaz. Podla (6) je
atalA®>  alalA? ata?A?

2 2 2 2 2
ay + a3 ay + a3 ay + a3

Vit LVVi=ai+
p:

_aif@l+ai+...+a))A>  aiA?

=VV
2 n" n+1
al + a2 al + a3
a obdobne
n 2 242 2 242 2.2 42
V2 4 ZVV” = a24? + azazA aza;A aza, A —
2T ivi 2 2 2 2 2 o 2 2
Jj=3 al + az al + az al + a2

_aj(al +al+ ... +a})A®>  a3A?

2
ai + a3 al + a3

"
n+1" n+1

Tym je veta dokdzand.

Daésledok. (Veta Pytagorova.) V pravouhlom simplexe S plati

©) '

i

IngE

2 _ 2
vi=V2i,,.
1

(Sucet Stvorcov obsahov vietkjch odvesien sa rovnd Stvorcu obsahu prepony.)

Dokaz. Stitanim oboch rovnosti (8) vzhladom na (7) vyplyva (9).

Veta 2. (Euklidova veta o vyike.) V pravouhlom simplexe S rozdelenom vyskovou
stenou prechddzajiucou prieseCnicou rovin prvej a druhej odvesny (podl'a poradia

v (1)) plati

n
(10) Vf,z +‘23V;'V’j, =Vie1Vasr-
j=
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Tu V, , je obsah vyskovej steny, V', V'; sit oba tseky ostatnych odvesien (tretej,
Stvrtej, ..., n-tej podla poradia v (1)) a V,,,, Vy+y sit oba tiseky prepony na ktoré
ich deli vyskovd stena.

Pozndmka. Rovnost (10) plati pre kazdi z (’21) vyskovych stien, pri¢om st oviem

tak rozdelené odvesny, ako aj obsahy tisekov na nich a na prepone iné.

Dokaz. Podla 6) je

n 2.2 42 2.2 2 42 2.2 2 42
2 A ajazA ajazazA ajazazA
t2+t LViVi= 57— 2, 2 2, 22
i=3 ai + a5 (a} +a3)* (a} + aj)
ajabald*  alaiA? atalA? , .

(@l+al+...+a)=

= _— & = V
(a2 + a2 (a2 + a2)? (a2 +a3> "M

¢im je veta dokdzana.
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Summary

THE THEOREMS OF EUCLID ON ORTHOGONAL SIMPLEXES

PAVEL BARTOS, Bratislava

In the paper the generalized theorems of Euclid on orthogonal simplexes in the
space E, are proved together with the theorem of Pythagoras as their consequence.
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