Casopis pro péstovani matematiky

Miroslav Sisler
O jedné iterac¢ni metod€ reSeni soustav nelinearnich rovnic. I

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 86 (1961), No. 4, 439--461

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117393

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1961

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117393
http://project.dml.cz

Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 86 (1961), Praha

O JEDNE ITERACNI METODE RESENI SOUSTAV
NELINEARNICH ROVNIC, I

MIROSLAV SISLER, Praha

(Doslo dne 1. Eervence 1960)

V této prvé Casti ¢ldnku jsou zKoumany podminky konvergence a odhad
chyby pro jistou iteradni metodu pro vypo&et redlného feSeni soustavy ne-
linedrnich rovnic. Je nazna&en té# zpisob pouZiti této metody k vypoitu
extrémil funkci vice proménnych. Nékterymi dal§imi vlastnostmi této metody
a jeji numerickou 1ucinnosti se bude zabyvat ¢ast II.

I

Mgjme danu soustavu n nelinedrnich rovnic o n neznamych

1) Filegs o X)) =0, folx, e x) =0, o, filxy, e x,) =0.

O realnych funkcich n redlnych prom&nnych f;, i = 1,2, ..., n, ptedpokladame, Ze
maji spojité prvni a druhé parcidlni derivace v okoli re4lného feSeni soustavy (1).
Oznadime-li x sloupcovy vektor o redlnych sloZkich x4, x,, ..., x,,') miZeme sou-
stavu (1) zapsat ve tvaru fi(x) = 0,i = 1,2,...,n.

Zavedeme tato oznadeni:

0*f,
axiéxj (x) = fk,ij(x) >

s () = fi,d2),
ox;

Fix) = S5 102 Fuf) = EFial)f1).

Matice F(x) = (F;;(x)) je pak symetrick4 a positivng semidefinitni, nebot je souginem
transponované matice k funké&ni matici soustavy (1) a matice funk&ni.

Definujme déle matice D(x), H(x) takto: D(x) = (d,(x)), kde d;(x) = O pro i = j,
di(x) = Fy(x)proi = 1,2, ..., n, H(x) = (h;j(x)),kde h;(x) = Oproi < j, hy(x) =
= — F,(x) pro i > j. Zfejm& je F(x) = D(x) — H(x) — H'(x).?)

1) Neékdy budeme misto slova vektor fikat téZ bod.
2) H’(x) zna& matici transponovanou k matici H(x).
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Oznadme jesté z(x) = (F,(x)\ azvolme bod x, = /x,;

F 2(%) Xy,2
F,(x) Xon
Je-li det (D(xv) — H(x,)) # 0, definujme x,,, takto: .

@ xer = (D(x) — H(x)* Hx) x, + (B(x) — H(x)™" y(x),
kde ‘ ’
) y(x,) = F(x,) x, — z(x,) .
Zjednodusenim rovnosti (2) dosazenim z (2') dostavime zfejm& rovnost
(2 ' X,+1 = %, = (D(x,) — H(x,)™ " z(x,) .
Poznadmka 1. Ze vztahu F(x,) x = y(x,) plyne (D(x,) — H(x,) — H'(x,)) x =
= y(x,) a tedy x = (D(x,) — H(x,))"* H'(x,) x + (D(x,) — H(x,))™* y(x,). Ite-
ratni metoda definovana pomoci (2) a (2') odpovida tedy znamé Seidlové metod€ pro

feSeni soustav line4rnich rovnic (vztah F(x,) x = y(x,) znamen4 soustavu line4rnich
rovnic).

Definice 1. Pro bod x = (x;) a matici A = (a;;) poloZme

Ix[l = max [x;], |A] = max l|a,.
i=1,2,..., n i=1,..., n
J=1,..., n

Definice 2. Chybou aproximace x, nazyvame &islo
5\- = "xv - a” 9

kde a je fefenim soustavy (1). '

Definice 3. Opravou aproximace x, nazyvame &islo

dv = Hxv+1 - v" .

Zavedme jest& toto oznadeni: K[y, u] zna& mnoZinu viech (realnych) bodd x, pro
které je [Ix — yll < p/2. |

Dile zvolme body 4y, 93, --., 9, a ozna¥me F(qy, ..., q,), D(qy, ..., 9,), H(qy, ...,
v @), H(qy, ..., 9.). Z(qy, .-, q,), matice takto definované:

F(qla ey qn = Fll(ql)a Flz(q1)5 LRt Fln(ql)
F21(‘72)‘,' F32(92)s ---» F2,(q5)

Fnl(qn)’ F n2(qn)’ cees Fm(qn) >

H(qy, .. 9) = [/ 0O, 0, vy 0, 0
~‘F:ll(qZ)’ 0’ LR 09 0

NF"I(qn)’ - —Fnz(qn): ceey _Fn,n—l(qn)5 0 s



D(ql: MR qn) = {Fll(ql)s Fzz(‘lz), L] Enn(qn)} ,3)
F(qb LR qn) = D(ql’ LR qn) - H(qla (AR Y] q,.) - H’(ql, ooy qn) >

Z(qy, ..., q,) = (&), kde ¢;= _Zlfi,kj(qk)fi(qk) .
Nejprve dokaZeme nekteré pomocné véty:

Lemma 1. Z rovnosti (2) a (2’) plyne

(3) Xy42 — X4y = D_l(xvﬂ) H(_"v+1)(xv+2 - xv+1) + D-l(xv+1) Hl(xv+1) .
. (xv+1 - xv) + D_l(xv+1) .
[(B(x) = H(x.) = (B(Poss - Pm) = H(Pvss - P (X001 = x,) +
+ D—l(xv+1)[H,(Pv19 LERES Pvn) - Hl(xv+1)](xv+1 - XV) —
- D~ 1(x\:+ 1) Z(Pvl: te Pvn)(xv+1 - Xv) .

PFitom ka = évkxv-f-l - (1 - évk) Xys 0< évk < 1’ k= 13 29 veey N

Diikaz. Rovnosti (2) a (2') jsou ekvivalentni s (2").

Z (2") plyne _
(4) | z(x,) = — (D(x,) = H(x,))(x,+1 = x,).

Podle véty o prirtstku funkce plati

- & OF,
(5) Fk(xv+1) = Fk(xv) + Z —* (ka)(xvﬂ,j - xv.j) >
=1 0x; '
kde
Pu=EaXyer — (L =&)X, 0<&,<1, k=1,2,....n.

Je v8ak . )

‘ oF, o " N
(6) ('3;’ (x) ='Z1f LX) f i(x) + fo (%) f Li(%) =

J 1= = .

= Ful) + 3 il -

~ Dosadime-li (6) do (5), dostaneme

Filtyss) = Fix) + T Fulbadvens = %) +
3 S Fiap Spa s = %)

ZapiSeme-li tuto rovnost pomoci matic, dostaneme

(7) Z(Xv+1) = Z(Xv) + F(pvl’ veey P\m)(xv"'l - xv) + Z(Pvl: LR Pvn)(xv+1 - xv) .

3) Symbol {d;, ..., d,} znaéi jako obvykle diagonalni matici.
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Z (2) plyne

(D(xy4+1) — H(X,41)) Xy42 = H'(x,.y) X,41 + y(%y+1) 5 v
D(xys1) Xy4z = H(X,41) X,00 + H(%,41) Xys1 + ¥Y(Xy41)

a po dosazeni z (2') obdrzime

» D(X, 4 1)(Xy42 = Xy11) = H(X,11)(Xy42 — Xy41) — z(xv+1)"
(8) Xy4z — Xyry = D7 (Xypq) HOG 4 1)(Xys2 — X,+1) = D7H(x,11) Z(Xy41) -

Postupnym pouZitim (7) a (4) dostavame z (8) rovnost

Xyt — Xypy = D—l(xv+1) H(xv+1)(xv+2 - xv+l) - D_l(xv+1) z(xv) -
= DXy q) F(Pyts o ooy Pon)(Xus1 — X,) — .
- D_l(xv+1) Z(Pus oo pvn)(xv+1 - x,) =
= D'l(xv“) H(xv+1)(xv+2 - xv+l) + D—l(xv+1)(D(Xv) - H(xv)) .
- (X¥ve1 = %) = D74 ) (D(Pris -+ os Pon) — H(Prss -0 Pra) —
— H(pygs eoes Pon)) (X410 — X,) — D—x(va) Z(pyysees Pvn)(xv+1 - x,) =
=D~ 1(Xv+1) H(xv+1)(xv+2 - xv+1) + D_l(xv-l-l) Hl(xv+1)(xv+1 - xv) +
+ D7 (x4 )[(D(x,) = H(x,)) = (D(Py1, - s Pun) = H(Py15 - Pur)] -
c(Xya1 = %) + DT, ) [H Pyt s Pon) — H (4 1)] (%041 — X,) —
‘ = D%y 41) Z(Py1s - os Pu)(Xyr1 — X,) 5
coZ je (3).
Lemma 2. Je-li a FeSenim soustavy (1), plyne z (2) a (2') rovnost

) Xors — @ = D7) HOu)(6,e1 — @) + D=Hx) Hx)x, — @) +

+ D—l(xv)(F(xv) - F(Pvl, ceey Pvn))(xv - d) '— D_l(xv) Z(Pvls ceey Pvu)(xv - a) L
kde ka = Evkxv - (1 - évk)d: 0< lévk < 1: k= 1: 2: cees N )

Dikaz. Z (2") plyne |

(10) Xyp1 = X, + D-l(xv) H(xv)(x,v-l-l - xv) - D_l(xv) Z(Xv) .
ProtoZe z(a) = 0, plati podle véty o piiristku funkce
(11) z(x,) = F(P,1, .-, Py)(X, — @) + Z(Pyy, - Po)(X, — @),

kde poy = Eux, — (1 — &)@, 0 <&y <1, k=1,2,...,n
Dosazenim (11) do (10) dostaneme

(12) Xy4; = X, + D7 I(Xv)H(xv)fva - x,) — D_l(xv) Fp,s, .- Pvn)(xv - d) -
— D7Y(x,) Z(pygs - Poa)(X, — @) .
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Upravou rovnosti (12) dostdvime postupng .

X,.; —a=x,—a+ D (x)H(x,)(x,+; — d) — D~ !(x,) H(x,)(x, — a) +

+ D7 (x,)(F(x,) — F(Pys, ---» Pom))(X, — @) = D7 *(x,) F(x,)(x, — a) —
= D7(x,) Z(Pyis - os Po)(X0 — @) =
= D~ Y(x,) H(x,)(x,+; — @) + D(x,) H'(x,)(x, — @) +

+ D7 (x,)(F(x,) = F(Pyss -y Pu))(X, — @) — D7H(x,) Z(py1, .., Pun)(X, — @),
coZ je (9).

Véta 1. Bud 1 kladné &islo. Pro vSechna x € K[Xo, 24] nech? plati

(13) 0<m5F4@ i=1,2..,n
- y i = i1 Fz X)) =42, _23 1’
( ; J( )l q ,1 F”( )J %1[ J( )l 'FR) i
1
=0, 0 F X = ’
911 Fu( )JZ.‘ 1;( )I d1,2
ZIFnJ(x)l=qn1a qn,2=0a

F,m( ) i=

abud g, +q;, <1, i=1,2,...,n Pro libovolné x e K[x,, 24], y € K[xo, 24]
ak,j=1,2,...,nnechtddle plati

Iij(x) - ij(Y)l =M, ,4) lélfi,kj(x)fi(x)l =M,.

Bud dad
ud ddle - n(M1 + Mz)
. AN T 2
R = max — m <1, .do <1
i=1,..., n 1 - qil 1“‘

Potom existuje bod a e K[x,, 24] takovy, %e posloupnost {x,};>, definovand po-
moci(2) a (2') konverguje a jelim x, = a. Bod a je pak jedinym Fesentm soustavy (1)

y—*co

v K[xo, 24]. Pro chybu pak platf odhad
(14) S,,1 SRS, v=0,1,2,...

Dikaz.I. Protozeje d, <

do = < 2, je x; € K[xo, 2] a tedy i po; € K[xo, 2],
i=1,2,...,n, plati podle lemmatu 1
[x2,0 = %13l £ gi1l1% — %]l + g;50% — X0l +

i M ol (= )My — o) + 0 M2, = x] =
m m m

n(M; + M . ,
= g1l %2 = x| + (Qi,z + "("—I"J) lxy — X -
m
4) Stadi, aby |F, ;0 — F;(y)| £ M, pro k £ j, nebot matice F(x) je symetrickd.
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Bud i, to pfirozené &islo, pro které je |x,,;, — X1 3| = max |x,; —x, 4.
- i=1,2,...,n

Potom je

PR nM, +M ,
lIx, — x,fl qio,lux2 - x| + (%o,z + —(—!7—2)) llx, — Xl »

¢ili -

. ‘ nM;, + M

di £ ‘1i0,1d1 + (Qio,z + _(__1m_2_)) do ,
a tedy '
' - n(M;+ M
Qio,l + _L_lrn___?.).
dy = do = Rd, .
1 - qio,l

Pritom e [x; — Xoll < 1% = xul[ + Ix, = Xoll S Rdy + do < - o <1 T

tedy x, € K[x,, 24]. Pbkraéujnie .dale tplnou indukci. Pfedpokladdejme, Ze X;e€
e K[x,,24],i =0, 1,2,...,v. Potom je t&% p,_, ;€ K[xo, 24], i = 1,2, ..., n, takZe
je podle lemmatu 1 d, < Rd,_,. Prdtoze jetedy d; £ Rd;_,, i=1,2,...,v, plati

11 = Xoll S 1%y 01 = X0 + 1%, = Xymsll + oo+ x5 = Xl =

=dv+dv_1+..-+doéRvdo+Rv_ldo+..-+do‘< dO él{,

takZe X,.; € K[xo, 24]. Pro kazdé v je tedy x,e K[x,,24] a plati d,.; < Rd,.
ProtoZe mnoZina K[x,, 2] je omezend a uzaviend, méa posloupnost {x,},%, hro-
- madny bod a € K[x,, 24]. ’

II. DokéaZeme, Ze bod a je feSenim soustavy (1): Z (2”) plyne

| 2(x) = — (D(x) — H(x)x,s1 - ).
Oznatime-liS = sup [|D(x) — H(x)|, plati [ z(x,)| < nS|x,+; — x,| a vdisledku -

xeK[x0,22]
spojitosti funkcf Fy(x) je pak ||z(a)|| = lim ||z(x,)|| = O. Plati tedy

Fy(a) = Fy(a) = ... = F,(a) = 0.
ProtoZe hodnost funk&ni matice soustavy (1) v bod€ a je rovna n (z (13) totiZ plyne,
Ze det F(a) + 0,%) takZe ozna&ime-li funk&ni matici G(x), je det F(a) = det (G'(a).
.G(a)) = (det G(a))? a tedy det G(a) = 0), m4 homogenni soustava line4rnich rovnic

Fy(a) = f1,1(@) f1(a) + ... + f,,1(a) fi(@) = O,
F,(a) = f; 5(a) f1(a) _‘+ f"fn,z(a)fn(a) =0,

.........................................

Fi(a) = £1.() £(@) 4 .. + fyp,@) fi{a) = 0

jediné feSeni f,(a) = f,(a) = ... = f,(a) = 0, takZe a je feSenim soustavy (1).

5) Diikaz tohoto tvrzeni viz napf. [4], str. 148.
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IIl. ProtoZe x,€ K[xy,24], v=0,1,2,..., a¢ K[xo, 21], platf podle lemmatu 2
‘ M. M
[Xye1.0~ ail £ gl X610 — all + gi,llx, — aff + n—|lx, — a|| + n;% flx, — a.
m

Je-li io takOVé, ze va+1,io - aiol = ) max |xv+ 1,i — ai', je

n(M, + M
[xy+1 — all = giallxyey —all + (‘Jio,z + i—‘lTn"—z—)) [x, — af,
Gili
n(M; + M
qio,Z + _(_17_22
(14) Sye1 < 5, < RS, .
1 - qio 1

Je tedy lim 6, = 0, takZe posloupnost {x,}v>0 konverguje aje lim x, = a. '

IV. DokéZeme, Ze a je jediné FeSeni soustavy (1) v K[x,, 24]. Kdyby @’ % a bylo
feSeni, platilo by. 5v+1 = Hxv+1 — d'| £ RS, atedy limx, = a’ # a, cof je spor.

11

Nyni budeme zkoumat konvergenci itera¢ni metody, kterd je zobecnénim iteradni
metody vySetfované v Gasti I. Budeme se opét zabyvat vypoctem realného feSeni sou-
stavy (1). Nejprve dokaZeme nékteré pomocné véty.

Lemma 3. Matice M, P budte positivné definitni, P hermztovska a necht M =
=P — Q — Q*.°) Je-li J; koFenem rovnice det (AP — AQ — Q*) =0, pak |4 < 1.

Dikaz. Bud A; kofenem rovnice det (AP — AQ — Q*) = 0 a x; + o vektor, pro
ktery A;Px; — 1,Qx; — Q*x; = o. Potom je |
Q*x; = A;Px; — A,Qx;,

(15) (Q@*x;, x;) = 4(Px;, x;) — 4(Qx;, x;) .
ProtoZe je P hermitovska (tj. P = P¥), plati postupné

(xes Qx3) = A(xi, Px,) — Ai(x Q%))

(xi’ Qxi) ='/1i(xia Pxi) — }»i(xb Q*xi) s
(16) (@x;, x;) = A(Px;, x;) — 2(Q*x;, x,) .
Z rovnic (15) a (16) plyne

(@*x;, x;) = 2{Px;, x;) — l,-Z(Pxi, x;) + li}:(Q*xi, x;),

an (1 = I5(Q*x:, x)) = A1 — A)(Px;, x;) -

6) Q* zna&i transponovanou matici k matici komplexn& sdruZené.
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Odtud je

(1 = 1242 Q% x)) = A1 — )Py, x7) »

(1 = [245)(x;, Q*x;) = A1 — A)(x5 Pxy),
(18) (1 = [42)(@x x;) = A(1 — 2)(Px;, x;) .
Protoze (Mx;, x;) = (Px;, x;) — (Qx;, x;) — (Q*x;, x,), je podle (17) a (18)
(19) (1= 1243 (Mx; x) = (1 = 12)3)(Px,, x) — (1 — 12/7)(@x,, x)) —

— (1 = [A2(Q*xi x)) = [1 — |4* = A(1 = 2) — 4(1 — 1)](Px;, x;)) =
= [1 = & = 4 + [4P](Px;, x;) = (1 = 2)(1 — 1)(Px;, x;) =
= 11 — 4J%(Px;, x,).

ProtoZe je x; * o a M je positivn& definitni, je (Mx;, x;) > 0, takZe podle (19) plati
" 11 — 4J%(Px, x,)

1—-14)% =
(Mx;, x;)

Déle musi platit A; + 1. Kdyby totiZ A; = 1, bylo by det (P — Q — Q*) = det M =
= 0, coZ je spor. ProtoZe (Px;, x;) > 0, je 1 — [4,]*> > 0, &imZ je lemma 3 dok4z4no.

Poznamka 2. Lemma 3 pouZijeme za predpokladu, Ze matice M, P, Q budou
redlné. V tomto pfipadé je matice P symetrickia M =P — Q — Q.

Lemma 4. Matice F a P budte positivné definitni, P hermitovskd a necht plati
F=P — Q — Q*. Potom je matice P — Q reguldrni.

Dtkaz. Predpokladejme, Ze matice P — Q je singuldrni. Potom existuje véktor
x + o, 7e plati (P — Q) x = o. Z rovnosti F + Q* = P — Q plyne, Ze je téZ (F +
+ Q*) x = o. Plati tedy x*(P — Q) x = 0, x*(F + Q*) x = 0, takZe
(20) x*Px — x*Qx = 0, x*Fx +x*Q*x =0.

ProtoZe je P hermitovska a positivné definitni, je Cislo x*Px a tedy i &islo x*Qx
realné. Plati tedy

x*Qx = x*Qx = x*Qx = (x Qx) = x*Q*x.

Settenim rovnosti (20) dostaneme x*Px + x*Fx = 0. V dusledku positivni dcﬁmt-
nosti matice P je x*Px > 0, takZe x*Fx < 0, coZ je spor, nebot F je positivné definitni
hermitovsk4 matice (plati totiz F* = P* — Q* — Q=P — Q — Q* = F).

Budte nyni P(x), Q(x) realné matice takové, Ze plati F(x) = P(x) — Q(x) — Q'(x)
(matice F(x) je definovana v &asti I). Plati nyni nasledujici lemma:

Lemma 5. Bud u kladné &islo. Pro kaZdé x e K[z, u], kde z je néjaky bod, bud
* det F(x) + 0, P(x) symetrickd, positivné definitni. Potom existuje unitdrni matice
U(x)a éislaK,q,2,0 <K,0<q<1,a0< 1< ptak, Ze pro libovolné pfirozené
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Cislo v plati
U~ *(y) A(x,) A(x,) ... A(x,) U(y)l < Kq",

kde A(x) = (P(x) — Q(x))"' Q'(x) a yeK[z,1], x;eK[z, 4], i = 1,2,...,v jsou
libovolné redlné vektory.

Dtkaz. V K[z, u] je matice F(x) podle definice symetrick4 a positivné semidefi-
nitni. ProtoZe je viak pro viechna x e K[z, x] det F(x) + 0, je matice F(x) positivng
definitni. ProtoZe je podle pfedpokladu matice P(x) positivng definitni v K[z, u], plati
podle lemma 3 pro kofeny 1,(x) rovnice det (A(x) P(x) — A(x) Q(x) — Q'(x)) = 0
nerovnost |1{x)| < 1.ProtoZe A,x) jsou v disledku lemmatu 4 zfejm& i kofeny rovnice
det (A(x) E — (P(x) — Q(x))™* Q'(x)) = 0, tj. rovnice det (4(x) E — A(x)) = 0, jsou
A4(x) vlastnimi &sly matice A(x). ProtoZe je mnoZina K[z, u] uzaviens a omezeni, je
moZno zvolit {isla wy, @, ..., w,, g tak, Ze ; F w; proi *+j, i,j=1,...,n,a Ze
plati 0 < Mi(x)| <w;<qg<l1,i=12,..,n V disledku uzavienosti a omeze-
nosti mnoZiny K|z, ] existuje dale &islo ¢ > 0 tak, Ze plati

OSAX) S —e<o;<w;,+e<g<l, i=12..,n
a N<w; —¢,0;+ & =0.
i=1

Existuje nyni unitdrni matice U(x) a trojihelnikova matice 4(x), Ze plati U~*(x) .
. A(x) U(x) = A(x). Pro xeK[z,u], yeK[z, 1] definujme matici A(x, y) takto:
A(x, y) = U™*(y) A(x) U(y). Bud B kladné &islo, Ze plati || 4(x, y)}l < B pro libo-
volné x e K[z, 4], ye K[z, p].

Definujme nyni pro § > 0 matici T() = (1,(5)) takto:

(21) t{6) =w; pro i=1,2..,n
tj6)=B pro i<j.

ProtoZe lim T(8) = T(0), je t;{0) = 0 pro i > j, takZe isla w,, w,, ."., ®, jsou vlast-
6—0

nimi &isly matice T(0). Oznadime-li Q,(8), 2,(), ..., 2,(5) vlastni &isla matice T(5),
plati lim Q,(6) = w;, i =1,2,...,n. Existuje tedy &slo 6, >0, 0 <y < ¢, Ze
-0 n
19/80) — wi] <& i=1,2,...,n ProtoZe N<w; —& w; + & =0, je Q(5,) *
i=1
+ Q(8), i #Jj, i,j =1,...,n. Matice T(6;) ma tedy vz4jemn& riznd nezdporni
vlastni ¢isla mensi neZ 1.

Nyni dokaZeme, Ze existuje &islo 0 < 1 < u takové, Ze A(x, y) < T(5,)") pro
viechna x e K[z, 1], yeK[z, 1]. Oznaéme A(x, y) = (dy(x, y)), 4(X) = (d;}(x)).
Ztejmé je A(x, x) = A(x). Existuje tedy 0 < A < g, Ze [|4(x, y) — 4(X)| < 8, pro
xeK[z, 1], yeK[z, 4], takZe |d;(x, y) — d;{(x)| < &,. ProtoZe dyx) =0 pro

7) Jeli A = (a;;), B=(b;), b;; = 0. pak definujeme A € B<> |a;;| < b;; (viz napf. [2)).

Ziejmé plati a) (A< B,C< D): AC< BD; b) A< B= ||A|| < ||B].
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i >j, je pro i >j |dy(x, y)l < 6o. Dile je di(x) = 2(x), i =1,2,...,n, takZe
Idi(x, y) — 2{%)] < 8. Plati tedy
|di(x, Y)I < 1A(x)] + 8 < |A{x)| + ¢ < ;.

ProtoZe 0 < 4 < p, je |d;(x, y)| £ B pro i < j. Je tedy A(x, y) < T(5,), coZ jsme
méli dokazat.

Nyni jiZ miZeme dokazat tvrzeni nasSeho lemmatu: ProtoZe vlastni &sla matice
T(8,) jsou vzajemn¥ riizna, existuje matice S a diagonalni matice 4 tak, Ze T(50) =
= §714S. Zvolme nyni libovoln& body y € K[z, ,1] x; € K[z, 1], x, e K[z, A]

x, € K[z, 1]. Protoze A(x;, y) < T(3o), i = 1,2,...,v,je

A(xy, y) A(xy, y) ... A(x,, ¥) < T%(5,) ,
takZe :

14(x1, ) A(%3, ¥) .. A(x,, Y < 1T @)l =
= IS714"S| < n?|S™Y [S] 4°] -
Plati tedy
U~ *(y) A(x;) U(y) U™ (y) A(xz) U(y) ... U™ (y) A(x,) U(y)ll =
= [U™(y) A(x,) A(x;) ... A(x,) U(y)ll < n2[S™ ] [IS] [4°] <
<Kg', K=n?S"Y|S],

nebot 4 = {Q;(8o), ..., 2u(80)}, ale w; — ¢ < Q) < w; + & < ¢. Tim je lemma §
dokézéano. .

Nyni budeme definovat iterani metodu takto: Je-li det (P(x,) — Q(x,)) * 0, je
(22) a1 =(P(x) = Q) 7H Q%) x, + (P(x,) — Q(x)) ™" y(x,),
kde
(22) ' y(x,) = F(xv) x, — z(x,) .

Matice P(x,), Q(x,) a vektory X, ;, X, jsou opét jako v &asti I redlné.
Z rovnic (22) a (22') dostaneme dosazenim rovnost

(22) X,e1 =X, = (P(x,) — Q(x,))™" z(x,) .

Poznamka 3. Metoda takto definovani je zfejm& zobecnénim iteraéni metody
definované pomoci vztaht (2) a (2°).

Zavedme jest€ oznaleni B(x) = (P(x) — Q(x))™*. Plati nasledujici lemma:
Lemma 6. Je-li a Feseni soustavy (1), pak z (22) a (22') plyne

(23) ) Xy31 — @ = A(x,)(x, — @) — B)(F(Pys - Pun) — F(x))(x, — a) —
— B(x,) Z(p,1, - .., Pm)(x, — a),

kde Pu = Evl;xv - (1 - évk)a’ 0< évk <1, k= 1:2a'--: n;

4438



(24) b) x, — a = A(x,_,) ... A(xo)(xo — @) —
_:goA(xv—l) o A(X 4 1) BOX)F(Piss oo Pin) — F(x))(x; — @) —
=T A o A1) BO) (P s~ ),

kde py = Eyx; — (1 — Ex)a, 0 < ép <1, k=12,..,n

Dikaz. Z (22") plyne

(25) X,.1 = X, — B(x,) z(x,) .
ProtoZe a je feSenim soustavy (1), plyne z véty o p¥iriistku funkce
(26) Z(xv) = F(Pvlﬁ LR Pvn)(xv - d) + Z(Pvla CEXTY Pvn)(xv - G) s

kde p =&ux, — (1 — &)@, 0< &y <1, k=1,2,...,n
Z (25) a (26) plyne ' _
Xy43 —ad =X, —a— B(xv) F(Pvls seey Pvn)(xv - d) -
- B(xv) Z(Pvl’ s Pvn)(xv - d) =
= x, — a — B(x,) F(x,)(x, — a) + B(xv)(F(xy) — F(py1s s Pun)) -
(%, — a) = B(x,) Z(p,q, ..., Pu)(x, — @) = A(x,)(x, — a) —
- B(xv)(F(Pvl’ LERE) Pvn) - F(xv))(xv - a) - B(xv) Z(va DEE) Pvn)(*v - d) ’
coZ je (23). ’ .
b) Plati
(27 B(x;) y(x;) = B(x;) F(x;) x; — B(x;) z(x;) = x; — A(x;) x; — B(x;) z(x;) .
_Podle véty o prirtistku funkce dostaneme

(28)  B(x;) z(x;) = B(x;))[F(pis, ---» Pin)(_xi —a) + Z(py, Pu)x: — 9],
kde pu = Eux; — (1 — &)@, 0 <& <1, k=1,2,..,n
Podle (28) je tedy
(29) B(x;) z(x;) = B(x,)) F(x;)(x; — @) + B(x;)(F(Piss ---» Pin) — F(x;))(x; — @) +
+ B(x) Z(Pigs --or Pun)(x; — @) = (x; — @) — A(x;)(x; — a) +
+ BOx)(F(Piss ---s Pun) — F(x;))(x; — @) +
+ B(x;)) Z(piy, .- s Pin)(x; — 9) .

Z (22) plyne ziejmé

(30)  x= A(x,_,) ... A(x) x, +:§:A(xv_1) o A(x 4 q) B(x) y(x;) .

449



Z (30), (27) a (29) postupng plyne

X, —a= A(xv_l) . A(x,) x, +"z A(X 1) - 'A(xi+1) B(xi) Y(xi) —a=
= A(x,_,) ... A(xo) x, + ZA(x 1) CA(x; H)(x — A(x) x; —
- B(x)z(x))_"—A(x 1) A(XO)XO"‘ZA(X 1) - AlXig) X —
=T A o ) = S Al ) Bl 2) — @ =
= i;oA(xv—l) v A(Xpyq) X — i;()A()fv_l) v A(Xp ) Xy —
—:;:A(xv_l) o Ax;s1) B(x) 2(x;) — a = |
=x,_,—a +:=i:A(xv_ 1) e AL g ) (X — Xi4q) —:g:A(x‘,_l) e A(Xp4q) -
.B(x)z(x)=x,_, — a +:—21A(xv_1) e A(Xpp)(x; — @) —
—VZZA(X\,_l) e A(X )Xy — @) —-:glA(x‘,_l) o A(x1q) B(x) z(x;) =
=x,_;—a +:;§ZA(xv_1) o A(xpyq)(x; — @) —
=S AGe ) o Ak )i = @)
_:ng(xv_l) e A )X — @ — AG)(x; — @) + B (F(Prss s 1) —
— F(x;))(x; — ")_:" B(x) Z(Piss - Pun)(Xi — ")] =
=x,_,—a +i;0A(xv_1) A(x; +1)(x —a) — ZA(X _1) - Alxpey)
(Xir1 — a) —:gsA(xv_l)...A(xiH)(xi —a) +i;0A( ) AG)(xi - a) _
—-:g)A(xv_ D) e A1 1) BN F(Prss - Pi) — F(x))(x; — @) —
=S ACe ) o Axier) BOR) Z(pus B Yok — ) =
= l_\(x‘,_l) o A(xp)(x — @) —

=T AG) A1) BOFPs - ) — FOx) s = ) —

—:g)A(xv_l) o A1) B() Z(Prss s )i — 4) .

Tim je lemma 6 dokazéano.
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Lemma 7. Bud U(y) unitdrni matice, IB(x,)| £ b. Potom plats
(31) a) %y — a < n*|U-(y) A(%) U] 1%, = all + n2p]| F(Pis - Pon) =
' — F(x,)]l Ix, — a]| + n*BIZ(pys, - Pl Ix, — a] »
kde P =Cux, — (1 = &p)a, 0< &y <1, k=1,2,...,n;
(32) b) % — all < n*UY(y) A(x,-1) --- Alxo) U(y)ll X0 — af +
+ nsbg” U=(y) A(%,-1) - A(xix 1) YD IF(Piss - Pi) — FOxI 1% — all +

v~-1
+ ”sb_ZO”U’l(Y) A(xv—l) A(xi+1) U(Y)“ ”Z(Pib cens Pin)” llx; — all ,

kde Pik = fikxv - (1 - éik) a, 0 < fik < 1’ k = 1’ 2"-': n.
Diikaz. a) Z lemmatu 6 (rovnice (23)) plyne
xv+1 —a= U(Y) U_ 1(Y) A(Xv) U(Y) U_ l(yxxv - a) - B(xv)(F(th et Pvn) -
- F(X‘,))(X‘, - d) - B(Xv) Z(Pvl’ vees Pvn)(xv - a) )
kde py = Eux, —(1 = &p)a, 0< &, <1, k=1,2,..,n
ProtoZe matice U(y) je unitarni, plati |U(y)ll < 1, [U-*(y)| < 1, a tedy
”xv+1 - a” é nBHU- 1()’) A(xv) U(Y)” ”xv - d” + nzb”F(Pvl, seey Pvn) - F(xv)” .
v ”xv - a” + nzb"Z(Pvla ceey Pvn)” Hxv - a” »
coZ je (31).

b) Nerovnost (32) dokdZeme obdobnym zpiisobem z (24).

Véta 2. Bud a Fefeni soustavy (1) a p kladné &islo. Pro kazdé x e K[a,u], ue
eK[a,u] nechtjedet F(x) = 0, matice P(x) positivné definitni symetrickd, | B(x)|| < b
a necht |Fy(x) — Fi(u)] £ M,.B) |3 firi(X) fx)] < M, pro kazdé i = 1,2, ..., n,

i=1

j=1,2,...,n. Potom existuji &isla 4, K,q,0 < A=y, 0<K, 0<q<1auni-
tdrni matice U(x), Ze pro libovolné body yeK[a, 2], x;e K[a, 1], i = 1,2,...,v,

plati nerovnost U~ (y) A(x,) A(x) ... A(x,) U(y)ll £ Kq". Je-li bn® (1 + I_K_(i_) .
-4
(M + M,) < 1, bud v, pFirozené éislo takové, Ze plati
3 v S Kq
(33) n’Kq* + bn <1+—1———>(M1+M2)<1
- q

a x,€K[a, X], pro né*
A

< .
~ 2(nKq + bn* (M, + M,))°7?

xo — af

8) ProtoZe F(x) je symetrick4, sta&i predpokladat |Fj(0) — Fjw)] = M pro k £ J.
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Posloupnost {x,}s%, definovand vztahy (22), (22’) pak konverguje a je lim x, = a.

v=oo

Pro chybu plati tyto odhady:
K
(33/) a) 5kvo < [nquvo + bn® (1 + ﬁ) (Ml + Mz):l 51 ,

kde 6, = max 8, k=1,2,..;

i=(k—1)vo,..., kvo—1

Kq

(33") b) Okye = [nqu“’ + bn® <1 + —2
' —4q

)(M1 + Mz)]k 5

kde 6, = max 6, k=1,2,....
i 1

Dikaz. PoloZime-li z = a, existuje podle lemmatu 5 &islo A, 0 < 1 < p a &isla
K, g, 0<K, 0<gq <1, Ze pro libovolné body yeK[a, 1], x;eK[a, 1], i =
= 1,2, ...,v plati nerovnost

1U=(y) A(x,) A(x;) ... A(x,) Uy)ll < Kq",
kde U(x) je jista unitarni matice. ‘

I. Bud v, pfirozené &islo, pro néZ plati

K
P = n®Kq™ + bn’® (1 + i’—‘q*‘)(Mx + M,;)<1.
-4

(Takové &islo v, vZdy existuje, pokud p zvolime dostatetn& malé.)
Zvolme nyni x, € K[a, 1] takovs, Ze
= A .
2(n*Kq + bn*(M, + M,))*?
DokaZeme, %e¢ x;eK[a,1], i =0,1,2,...,v, — 1. ProtoZe x,€K[a, 1] a tedy

i pox € K[a, A, k=1,..,n, ”F(Pon ey Po:-) - F(xo)” < M,, | Z(poys --- POn)” <
< M,, plati podle (31) (lemma 7)

[xo — a

(34) Ix, — al £ (n3Kq + bn*M, + bn*M,)||x, — a|,
takZe
5, < (n°Kq + bn*(My + M,)) 6, <
A
< (n3Kq + bn?* (M, + M =
(n*Kq (M, 2)) 2(n3Kq + bn*(M, + M)y~

A
B 2(n3Kq + bn*(M; + M,))*~2"

Je-li

n’Kq + bn* (M, + M,) 2 1, je 4 : 5%,

2(n®Kq + bn*(M,; + M,))°2 =
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takZe 8, < 1. Je tedy x, € K[a, 1]. Je-li n®Kq + bn*(M; + M,) < 1, je podle (34)
8, £ b, a tedy x, € K[a, 1]. Pfitom je

A
< .
1= 2nPKq + bnA(My + M,))*°2

Stejnym zpiisobem postupujeme déle. Pfedpoklédejme, Ze jsme jiz dokazali, Ze

A
x;eKla,A], i=0,1,2,..,vg—2, = — .
[, 2] ° 2(nKg + bn* (M, + M,)y° !
Podle lemmatu 7 plati :

Ix,,-1 — a|| £ (n®Kq + bn*(M, + M,))|x,,—5 — all,
&ili :
Oy-1 = (n°Kq + bn*(My + M,)) 8,,_, <

) A
< (n®Kq + bn3(M, + M =z,
(n°Kq (M, 2)) 2An’Kq + bn® (M, + M,)) 2

2

Je tedy x,,_, € K[a, 2]. Tim jsme dokazali, 7e x, € K[a, 1], v = 0,1,2,

vo — 1.

II. Nyni dokdZeme uplnou indukci, Ze x, € K[a, 1], v = v,. Proto¥e x; € K[a, 4],
i=0,1,...,v0 — 1, plati podle pfedpokladu a (32) (lemma 7)

vo—2

d,, = [n°Kg™ + bn*(1 + ZKq‘"’—l M, + Mz)] <

< [nqu"" + bn® (1 + l—ISq——>(M1 + Mz)]i < %
-4

2
Je tedy x,, € K[a, 1].

Pfedpokladejme nyni, e x, e K[a, 1] pro v =, vo+ 1,...,v + i — 1. Podle
lemmatu 7 pak plati

Oyt = [n:"Kq”““ + bn (1 + qu )(M1 + Mz)] ’21

nebot q“°+i < g®proi> 1. Timj Jsme dokazali, Ze x, € Kla,1],v=10,1,2,.

I11. Nym dokéZeme, Ze lim x,

(35) B x, —a = A(x,_,)... A(x,)(x, — a) —
- i;uA(xv—l) coe A(Xp44) B(_xi) Fbir, s pun)(x; — @) —

= a. Pro v > y ziejmé plati (viz lemma 6)

"‘éiA(xv—l) A(*i-n) B(x)) Z(pis, - Pin)(X; — @),

kde py = Cux; — (1 - ¢wa, 0 < ¢ <L k=1,2,...,n
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Protoze x, € K[a, 2], v=0,1,2,...; plati podle (35), poloZime-li v = kv, u =
= (k - 1) Vo

Sty S [n3va° + bn® <1 + 1_Kg_> (M; + Mz)] §,=P5,, 0<P<1,

kde §,, = max 8, (odhad a)). Stejng dokazeme podle (35)
i=(k—1)vo,....kvo—1
0, = P6,,, kde 9, = max  J;,
i=l1—vo,..., I1—1
512 é P513 P kde 513 = max 5i s atd.
i=Il2=v0,...,l2—1

Nejvyse po kv, krocich dosp&jeme k nerovnosti §,,_, £ P4;,, kde I; je jedno z &isel
0,1,...,vo —latedy §,, < ,, kde 6,, = max 0§, Plati tedy
i=0,...,v0—1

B, < Py, < P%,, < ... < P15, < P'6y, < PS,,.

ProtoZe je viak ziejmd i > k, tak¥e P' < P*, dostivame &y, < P*6,, k= 1,2, ...
(odhad b)), a tedy lim &,,, = O, tj. lim x,,, = a. Vybrana posloupnost {x,, }x= o tedy
k=0

k=
konverguje k a. Nyni dokaZeme, Ze posloupnost {x,};>, nema krom€ bodu a zadny
jiny hromadny bod. Bud @’ + a hromadnym bodem posloupnosti {x,}*,. Zvolme
nyni &slo A’ tak, aby 0 < 2’ < 1 a aby a’ ¢ K[a, 1']. ProtoZe lim x,, = a, existuje

' k— 0
Cislo k,, Ze
ll

2(n®Kq + bn*(M; + M,))

Stejnym zplisobem jako v &asti I a II tohoto dikazu lze nyni dokazat, Ze x, €
eK[a, 2], v = kovo, kovo + 1, kovo + 2, .... ProtoZe a’ ¢ K[a, ], nemiZe byt o'
hromadnym bodem posloupnosti {x,};%,, coZ je spor. Je tedy lim x, = a. -

V= co

a X, €Kla, 1].

51{0\‘0 g

fr—p—————T——— =) Pozndmka4. Z véty 2 zvlasts vyplyvé, Ze je-li

/ / a, II v jistém okoli feSeni a soustavy (1) det F(x) + 0 a

l{-——-—-{--——’; (e 'I P(x) positivn& definitni, pak posloupnost {x,},

| L_ _{_ I definovand vztahy (22) a (22') viZdy konverguje,

ll ! i : je-li [xo — a| < p, kde p je dostaten& malé klad-

| Qu \‘ Pw | {‘ né dcislo.

\ . I Poznamka 5. PoloZime-li v (22) a (22') P(x) =
\ O = D(x), Q(x) = H(x), obdr#ime itera¢ni metodu
—— -2 Zkoumanou v ¢astil. Pozadavek, aby P(x) byla posi-

Obr. 1. tivné€ definitni je v dbsledku positivni definitnosti

matice F(x) splndn automaticky. Podobné situace
nastane, jestliZe matici F(x) rozloZime na bloky. Pfitom matice P(x) je p¥islusna blo-
kov& diagondlni matice a matice Q(x) je p¥islusna ,,blokove trojihelnikova‘‘ matice
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tvofena bloky, leZicimi pod diagonalou (viz obr. 1). Z positivni definitnosti matice
F(x) i v tomto p¥ipadg jiZ plyne, Ze matice P(x) je positivng definitni (nebot je sloZena
pouze z hlavnich minoré matice F(x).

- IO

Nyni se jesté zminime o jisté modifikaci iteraéni metody deﬁnovane pomocx (22)
a (22'), ktera v n&kterych p¥ipadech usnadiiuje vypodet. :

Matice F(x) vznikla jako sougin transponované matice k funkéni matici soustavy (1)
a této funkéni matice, takZe je symetrick4 a positivné semidefinitni. Symetrie a posi-
tivni definitnost matice F(x) m&ly podstatny vyznam p¥i dikazu konvergence iteradni
metody definované pomoci (22) a (22). N&kdy se viak miiZe stat, 7e sama funkéni
matice soustavy (1) se jiz symetrick4 a positivn definitni. To nastane napf. p¥i vy-
poctu extrémib funkci n realnych proménnych. V tomto pfipadé miZeme postupovat
jednoduseji. M&me totiZz danu funkci v(xl,.x‘,_, .-+ X,). P vypodtu extrém hleddme

ty body [ay, a,, ..., a,], ve kterych je Ea—v—(al, v @y) =0
- X1

Oznadime-li nyni

—(?z(xl,. ,x)—-——(x)—v(x)

0x;

(xl""v’ x,,)= azvx.(x) = Uij(*)’ .

dx; 0x; ax; 0

vidime, Ze se jednd o vypodlet redlnych feSeni soustavy nelinedrnich rovnic n nezna-
mych
(36) V(%15 eees Xp) = 0, 05(%1, 00y X)) = 0, ..oy D(3Xg, .y X,) =0
Funk¢ni matici této soustavy je matice
V(X) = vll(x)! D12(x)s ooy uln(x)

025(X), 035(X), ..., v,(X)

Upr(X), 0n2(%), ..., v(X)

Jsou-li funkce v;; v okoli ¥eSeni a = [ay, a,, ..., a,| spojité, jsou parcidlni derivace
zaménné a matice V(a) je symetricka. Plati pfitom, Ze je-li matice V(a) positivng defi-

nitni, ma funkce v v bod€ a lokélni minimum. D4 se tedy odekavat, Ze matice V(x)
bude mit vlastnosti jako méla matice F(x)

Polozime-li V(x) = §(x) — T(x) — T'(x), miZeme definovat iteraci rovnostmi
obdobnymi vztahfim (22) a (22): Je-li det (S(x,) — T(x,)) =+ 0, je

(7)) xa=(S(x) = T(x,))7 ! T'(x,) x, + (8(x,) ~ T(x,))"* y(x,),
kde

(37’) y(XV) = V(XV) x, — z(XV) .
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~ Pfitom zna¥ .
z(x,) = /v4(x,)

vy(x,)

Snadno se dokaZe, Ze takto definovana iterace konverguje, jsou-li matice V(x), $(x)
positivn€ definitni symetrické v okoli feSeni a. Diikaz se provadi form4ln€ stejné jako
dikaz v&ty 2 pomoci lemmat 3, 4,5, 6 a 7, klademe-li v§ude F(x) = V(x), P(x) =
= §(x), Q(x) = T(x). ProtoZe viak podle véty o p¥irfistku funkce nyni plati z(x,) =
= V(Pvl’ AR Pvn)(xv - d) (ViZ 26)’ ka = évkxv - (l - évk) a, 0< évk < 13 k=

=1,2,...,n (nebot v(x,) =3 v,(pu)(x,,; — a;)), musime viude v lemmatu 6 a 7
i=1
klast Z(qy, ..., q,) = 0. V&ta 2 pak zni takto:

Véta 2'. Bud a FeSeni soustavy (36) a p kladné &islo. Pro kaZdé x e K[a, ], u e K[a, ]
necht je matice V(x) positivné definitni, matice S(x) positivné definitni symetrickd,
IB(x)Il < b°) a necht v, (x) — v(u)] < My pro kazdé k = 1,...,n, j=1,...,n,
k < j. Potom existuji éisla A, K, q,0 < A £ 4,0 < K.0 < q <1 a unitdrni matice
U(x), Ze pro libovolné body y € K[a, 1], x;€ K[a, 1], i = 1, 2, ..., v, plati nerovnost
1U=1(y) A(x,Y A(x,) ... A(x,) U(y)l| < Kq". Je-li bn°M, (1 + 15‘1_> <1, bud v

1 =9
pFirozené ¢islo takové, Ze plati

(38) ‘ n3Kq™ + bn’M, (1 + — Kq ) <1
-4
a x, € K[a, 1], pro néz
A
2(nKq + bn?M,)°" 1’

Ixo — all =

Posloupnost {x,}> o definovand vztahy (37) a (37') pak konverguje a je lim x, = a.

Pro chybu plati odhady:

(38) a) B < I:n3Kq”° + bn’M, (1 + l_ﬁ_ﬂ 5.,
-q
kde 6, = max 6, k=1,2,...;
i=(k—1)vo,..., kvo—1
k
(38") b 5oy < [n3Kq"° + bn*M, (1 + I—K—‘Lﬂ 5
| ~q

kde 6, = max ¢

i=0,...,v0—1

k=12 ...

%) B(x) = (S(x) — T(x)) 1.
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Pe3rome

Ob OJHOM MTEPAIITMOHHOM METOAE PENIEHUA
CHUCTEM HEJIMHEWHBIX YPABHEHUM, I

MUPOCJIAB IIACJEP, (Miroslav Sisler), Ipara

B 5Tol mepBoii YacTH paboTH OKAa3BIBAIOTCS HEKOTOPHE JOCTATOYHEIE YCIOBHS
17151 CXOAMMOCTH OJJHOIO HTEPAMOHHOr0 METOA [JIsl BEIYUCIICHHS AEHCTBUTENLHOTO
PeIIEHNs CHCTEM n HeJIMHEHHBIX YpaBHEHUH C n HeM3BecTHRIME. ITycTh 3a/1aHa CHCTe-
Ma ( 1), roe GyHKI@H f; NEHCTBHTENLHBIX NIEPEMEHHBIX, HMEIOLIUE HeIIpePLIBHbIE Ep-
BBl ¥ BTOpHIe YacTHEIe mpoussomasie (f; j(X), fi x(X)) B oxpecHOCTH Kakoro-HEGY b
JIEACTBUTEJILHOIO PELICHHUS. (v + 1)-2151 anpoKCHMAaIMs IIPA MCCIeNOBAHHOM HTEpa-
LHOHHOM MeToze ompenensiercs Gopmynoit x, ., = (P(x,) — Q(x,))™* Q'(x,) x, +
+ (P(x,) — Q(x,))" y(x,) , rme y(x,) = F(x,) x, — z(x,). IIpn sTom EMeeT MecTo
pasercTBo F(x) = P(x) — Q(x) — Q’(x), [Q'(x) ecTs TpancnornposanHas MaTpHIA
x MaTpuue Q(x)], rae cummeTprieckas MaTpuna F(x) = (F,(x)) onpenensercs Takum

obpasom: Fi(x) = Y f, {X) fi, j(x). Hanee, 3mawmT,
k=1

2(x) = [Fy(x)\, rme F{x) =2 ) fx), x= /x, .
Fy(x) K=1 .
F,(x) } wl
Ecnu B wactHOCTE P(X) = (p;{(x)), rme pi(%) =0 (i #j), pi(x).= Fu(x) (i =
= 1,2,..., n), maree Q(x) = (g,(x)), Te 4;(x) = — Fy(x) (i>), 4,() = 0 (1 < J)
H ecnu MbI 0603HaunM vepes K[z, u] MHOXECTBO TeX TOYek X = (%), Amst kOTOPEIX

u
max lzi - xil é —(Z = (zi)) u> 0):

i=1,...,n 2
TO onpeJeNeHbli TaKHM 0O6pa3oM METOJ COOTBETCTBYET M3BECTHOMY MUTEPAlMOHHO-
My MeTony 3efimestst AJIs pEIIEHAS CHCTEM JIMHEHHEIX YPaBHEHHMIA M MMeeT MECTO Clie-
IOyromas Teopema: '
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Teopema 1. ITycmy . > 0. Jna ecex x € K[x,, 24] nycmo umeem mecmo nepasen-
cmeo 0 < m < Fy(x), i =1,2,...,n, dasee ycaosua (13), u nyems q; 1 + q;, < 1,
i=1,2,..,n Jua mobux xeK[x,, 21], yeK[xo,24] u k, j=1,2,...,n nycme
dasee umerom mecmo OYeHKU ‘ o

Fuf) = Fuly)l < My (£ 1), | Bfealo) 091 = M.

IIycmb 3amem

nM; + M
qi’z—}-_(__l_’n___z) d
R = max <1, ° <
i=1,2,...,n 1 --q;, 1—-R

Tozda cywecmgyem mouxa a € K[x,, 24| makas, umo nocaedosamenvrocms annpo-
Keumayuii {x,}3%, onpedesennas ceepxy, cxooumca u lim x, = a. Touka a sganaemca

V=0
moz2da edurcmeennsim pewenuem cucmemvl (1) 6 K[xo, 21]. Jas nozpewnocmu useem
mecmo oyerka 8,y < R6,, v =0,1,2,.... (ITpu smom 6, = max %, ; — ai[.)

i=1,...,n
B cayuae o61uero pasioxeHus :ManHIILI F(x) BBuny F(x) = P(x) — Q(x) — Q’(x)
HMeET MECTO ClIeyIollas TeopeMa: ’

Teopema 2. ITycms a — pewenue cucmemsi (1) u p — nonoxcumenvroe uucno. Jia
kaxncoozo x € K[a, u], ueK[a, yu] nycme det F(x) & 0, mampuya P(x) nonooscu-
mesnwHo onpedesena, |(P(x) — Q(x))™*| £ b u nycms

lej(x) - ij(")l =M, (k éj)a lzfi,kj(x)f}(x)| =M, .
=1
014 Kaxmdozo i = 1,2,..,n j=1,2,...,n. Tozda cywecmsyrom uucsa 1, K, q,
0<12=p0<K 0<gq <1 uynumapnas mampuya U(X), umo 011 aobb1x moyex
yeK[a, 1], x;eK[a, 1], i=1,2..,v
uMeem Mecmo Hepasencmeo '

‘ [U™*(y) A(x1) A(xs) ... A(x,) U(y)l| = Kq" .

K
bn® (1 +~—-‘1——>(M1 + M) <1,
l—¢q -
nycmq Vo — HamypaavHoe 4ucs10 maxkoe, 4mo umeem mecmo 'Hepaseucmeo
K
n*Kg* + bn’® (1 + 1—9—> (M, + M) <1
— q/
u mouxa X, € K[a, ], 011 xomopoii

A
2An*Kq + bnd(M, + M)t

Ixo — af| <
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Hocaedosamenvrocms {x,}y=o mozda cxodumea u limx, = a. ijzﬂ noepeumocmu
V= o
umeiom mecmo oyerxu (33') u (33").
B a63ane III moxazana omHa MOAUGUKALKI CBEPXY OIPENEICHOIO HTEPAHOHHOIO
METONa IS BBIYKCIEHWS SKCTPeMOB (YHKUHM 1 IEHCTBUTENBHBIX NEPEMEHHBIX
(X4, X, ..., X,). VIIYTCS IIPH 3TOM NEHCTBHTENBHbIE PELIEHHS CACTEMSBI ypaBHEHMI

2
Bn)la—a—z(xl, X3y -0 %) = 0,0 =1,2,..., n. Ecyu M1 0603ma9mM V(X) = 0y (x)
0x 0x,;0x;

i .
u monoxiM V(x) = §(x) — T(x) — T'(x), onpenensercs ATePALEOBHEIL MeTOX pop-
MyJIOH

X1 = (S(x,) _ T(xv))“..T’('xlv) x, +.(S(x,) — T(xv)_)fl y(x,)

rae y(x,) = V(x,) x, — z(x,). IIpu sToM 3Ha9HT

=12 ()

axl

v)'

T OmpeJIeNieno# TAKMM CITOCOBOM HTepamym ZlokasaHa TeopeMa AHATIOTHYECKAS
Teopeme 2 (Teopema 2).

I[am;uenmne CBOMCTBa paCCManPIBaeMOF (0} I’ITCpaHl{OHHOI‘O METOoOa H €ro BBI-
YACIIATECIIbHAA SQ)Q)CKTHBHOCTB 6yIIyT HCCJICIOBAHBI BO BTOPOH YaCTH 3TOH CTaThH.

Zusammenfassung

UBER EIN ITERATIONSVERFAHREN FUR DIE LOSUNG
DER SYSTEME NICHTLINEARER GLEICHUNGEN, I

MIrosLAV SISLER, Praha

In diesem ersten Teil der Arbeit sind ausreichende Bedingungen fiir die Konver-
genz eines Iterationsverfahrens fiir die Berechnung der reellen Losung der Systeme
nichtlinearer Gleichungen mit n Unbekannten bewiesen.

Sei das System (1) gegeben. Hier f; sind die reellen Funktionen der n Unbekannten
X1, X3, - .5 Xy, Welche in der Umgebung einer gewissen reellen Losung stetige partlelle
Ablextungen erster und zweiter Ordnung f; (x), f; x/(x) haben.

Die (v + 1)—te Approximation bei unserem Tterationsverfahren wird mifc Hilfe der
Formel

X101 = (P(x) — Q(x,)~* Q(x,) x, + (P(x;) — Q(x,)~* ¥(x,)
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definiert, wo y(x,) = F(x,)x, — z(x,) gilt. Dabei gilt die Gleichung F(x) = P(x) —
— Q(x) — Q'(x), [ Q'(x) bezeichnet die transponierte Matrix zur Matrix Q(x)], wobei

die symmetrische Matrix F(x) = (F,;(x)) so definiert wird: F;(x) = ¥ fi,{*) fi. /(X)-
Ferner ist k=1

() = (Fi(9\ . wo Fi(x) = Pfil0f(x). x=

\

X1
F_ z(x) sz
1‘: (%) ) ' J.C,,

Falls speziell P(x) = (p;(x)), wo p(x) = 0 (i * j), p:(x) = Fy(x) (i = 1,2,...,n)
gilt, ferner Q(x) = (g;(x)), wo g(x) = — Fifx) (i > j), g;(x) = 0 (i = J) gilt, und
falls wir mit K[z, 4] die Menge der Punkte x = (x;), fiir die

max |z; — x| gfz-‘. (z=(z3), p>0)
i=1,...,n
gilt, bezeichnen, dann entspricht das so definierte Verfahren dem bekannten Seidel-

Iterationsverfahren fiir die Losung der Systeme linearer Gleichungen und es gilt fol-
gender Satz:

Satz 1. Sei A > 0. Fiir alle x € K[x,, 21] sollen die Ungleichung 0 < m < F;(x),
i =1,2,..., n, ferner die Bedingungen (13) und die Ungleichungen q; ; + q;, < 1,
i=1,2,...,n gelten. Fiir beliebige xeK[x,,21], yeK[xy,21] und k,j =
= 1,2, ..., n sollen ferner die Abschétzungen

Iij(x) - ij()')| =M, (k = j) s l.zlfi,kj(x)fi(x)l M,
gelten. Sei ferner
n(M; + M
qi,Z + _(—l_i) d
R = max m <1 ) 0
i=1,2,...,n 1—gq;, 1—-R
Dann existiert der Punkt a € K[x,, 21], dass die oben definierte Folge der Approxi-

mationen {x,}y_, konvergiert und lim x, = a ist. Der Punkt a ist dann die einzige

v—=>o0

Lgsung des Systems (1) in K[x,, 21]. Es gilt dann die Fehlerabschitzung 6,,, <
S Ré,v=0,1,2,... (Dabei ist 5, = max |x,; — a;.)
i=1,..., n .
Im Falle der allgemeinen Zerlegung der Matrix F(x) = P(x) — Q(x) — Q'(x) gilt
dieser Satz:

<.

Satz 2. Sei a die Lb‘sung des Systems (1) und p eine positive Zahl. Fiir jeden
xeK[a, p] und jeden ueK[a,u] seien: det F(x) + 0, die Matrix P(x) positiv
definit, |(P(x) — Q(x)~*| < b und

|ij(x) ~ ij(")l =M, (k = j) s |i§1fi,kj(x)fi(x)| =M,
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fiir jedes i =1,2,...,n,j=1,2,...,n. Dann existieren die Zahlen 1,K, q, 0 <
<A =10 <K,0< g < lund dieunitare Matrix U(x), dass fiir beliebige Punkte
yeK[a, 1], x;eK[a, 1], i = 1,2, ...,v die Ungleichung

1U=*(y) A(x,) A(xy) ... A(x,) U(y)ll < Kq"
gilt. Falls

bn <1 + 1Kq )(M1 + M) <1,
sei v, eine solche natiirliche Zahl, so dass die Unglelchung
3pr v s Kq
n*Kg™ + bn <1+1 )(M1+M2)<1

gilt, und sei x, € K[a, 1] der Punkt, fiir den
' | A
2(n°Kq + bn* (M, + M,)y°!
gilt. Dann konvergiert die Folge {x,}}"., und ist lim x, = a. Es gelten die Fehler-
abschdtzungen (33') und (33"). v
Im Absatz III wird eine Modifikation des oben definierten Iteratlonsverfahrens fiir

die Berechnung der Extremen der Funktionen der n reellen Verinderlichen v(xy, x,,
, X,) gezeigt. Dabei sucht man die reellen Losungen des Systems der Gleichungen

e
Fo (x)) bezeichnen

Ixo — all <

av —(Xgs X3 -e0s %) =0, i =1,2,...,n. Falls wir V(x) = (
X; i 0X;

und ¥(x) = S(x) — T(x) — T'(x) setzen, so definieren wir das Iterationsverfahren mit
Hilfe der Formel ‘

Xyeq = (S(Xv) - T(x,)=" T'(X)X + (8(x) = ()~ (%),
wo y(x) = ¥(x,) x, — z(x,) ist. Dabei ist

) = 20 ()

a Xy

61)
xV
6x,,( ) .

Fiir die so definierte Iteration ist der mit dem-Satz 2 analoge Satz bewiesen (Sa'tz 2.
Weitere Eigenschaften unseres Iterationsverfahrens und seine numerische Wirk-
samkeit werden im zweiten Teil dieser Arbeit untersucht werden.
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