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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 86 (1961), Praha 

O JEDNÉ ITERAČNÍ METODĚ ŘEŠENÍ SOUSTAV 
NELINEÁRNÍCH ROVNIC, I 

MIROSLAV ŠISLER, Praha 

(Došlo dne 1. Července 1960) 

V této prvé části článku jsou zkoumány podmínky konvergence a odhad 
chyby pro jistou iterační metodu pro výpočet reálného řešení soustavy ne­
lineárních rovnic. Je naznačen též způsob použiti této metody k výpočtu 
extrémů funkcí více proměnných. Některými dalšími vlastnostmi této metody 
a její numerickou účinností se bude zabývat část II. 

I 

Mějme dánu soustavu n nelineárních rovnic o n neznámých 

(1) /i(*i,.•-,*») = 0, f2(xl9...9xn).= 0, . . . , fn(xl9...9xn) = 0. 

O reálných funkcích n reálných proměnných fř, i = 1, 2,..., n, předpokládáme, že 
mají spojité první a druhé parciální derivace v okolí reálného řešení soustavy (1). 
Označíme-li x sloupcový vektor o reálných složkách xl9 x2,..., xn9

l) můžeme sou­
stavu (1) zapsat ve tvaru fix) = 0, i = 1, 2, . . . ,# . 

Zavedeme tato označení: 

dXi OXÍ 0Xj 

H*) = ÍfiÁ*)fí*) ,' FkJ(x) = ifU*)fi,Á*) • 

Matice F(x) = (Fř/(x)) je pak symetrická a positivně semidefinitní, neboť je součinem 
transponované matice k funkční matici soustavy (1) a matice funkční. 

Definujme dále matice D(x), H(x) takto: D(x) = (dy(x)), kde d^x) -= 0 pro i 4= j , 
dn(x) = Fu(x)pw i = 1, 2,..., n9 H(x) = (h^x^kdeh^x) = Opro i á U h(x) = 
= - Fři(x) pro i > j . Zřejmě je F(x) = D(x) - H(x) - H'(x).2) 

1 ) Někdy budeme místo slova vektor říkat též bod. 
2 ) H'(x) značí matici transponovanou k matici H(x). 
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Označme ještě *(x) — (Ft(x)\ a zvolme bod xv = /xV)i\ . 
->(*) I I *v,2 

^Fn(x)J \xv>.. 

Je-li det (D(xv) - H(xv)) #= 0, definujme x v + 1 takto: 

(2) x v + . _ (D(xv) - H(xv)Y» H'(xv) xv + (D(xv) - H(xv))~ * y(xv) , 

kde 

(2') y(xv) = F (x v )x v -z(x v ) . 

Zjednodušením rovnosti (2) dosazením z (2') dostáváme zřejmě rovnost 

(2") x v + x - xv - (D(xv) - H(xv))~1 z(xv) . 

Poznámka 1. Ze vztahu F(xv) x = y(xv) plyne (0(xv) ~- H(xv) - H'(xv)) x = 
= y(xv) a tedy x = (D(xv) - Hfo))- 1 H'(xv)x + (D(xv) - H ^ ) ) " 1 y(xv). Ite-
rační metoda definovaná pomocí (2) a (2') odpovídá tedy známé Seidlově metodě pro 
řešení soustav lineárních rovnic (vztah F(xv) x = y(xv) znamená soustavu lineárních 
rovnic). 

Definice 1. Pro bod x = (x£) a matici A = (atJ) položme 

||x|| = max |jcf|, ||A|| = max |ay | . 
i = l , 2 , . . . , » £ = l , . . . , n 

.7=1,....n 

Definice 2. Chybou aproximace xv nazýváme číslo 

Sv = II xv - a | | , 

kde a je řešením soustavy (l). k 

Definice 3- Opravou aproximace xv nazýváme číslo 
dv = ||XV + 1 - X j . 

Zaveďme ještě toto označení: K[y, /i] značí množinu všech (reálných) bodů x, pro 
které je | | x - y|| á M/2. 

Dále zvolme body ql9 q2, . . . } q„a označme F(ql9..., qn)9 D(ql9..., qn)9 H(ql9..., 
..., <jn), Hr(ql9 ..., <jQ? Z(ql9 ..., qn), matice takto definované: 

F(qu...yqn) = / F n ( q i ) } F12(9l), ..., Fln(qt)\ 
F21(q2)\ F22(q2)9 ..., F2n(q2) 

^ Щ - Fn2(Яn), ~; FnÁЯnV , 

H(qu...,qn) = / 0, 0, ..., 0, 
~F21(q2), 0, ..., 0, 

-Fnl(qn),--Fn2(qn), ..., -/Vи-jtø,,), 0/ , 
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->(<h, .... 1.) = {*" nfai)> F22(q2), ..., Fnn(qn)} ,3) 
% i , - - , 9„) = 0 ( 9 ! , . . . , q„) - H ( 9 l , ..., g„) - H ' ( 9 l , . . . , , , ) , 

n 

z(<íi, •••,<*„) = (<%), kde ekJ = ^fUkj(qk)fi(qk). 
« = i 

Nejprve dokážeme některé pomocné věty: 

Lemma 1. Z rovností (2) a (2') plyne 

(3) x v + 2 - x v + 1 = D - 1 (x v + 1 ) H(x v + 1 )(x v + 2 - x v + 1) + D~l(xv+1) H'(xv+1) . 
•(*v+i - O + D _ 1 ( x , + i ) . 

• K-K*v) - H(xv)) - ( D ( ř v l , . . . , pvn) -H(pvl,..., ř v B))](x v + 1 - xv) + 
+ D_1(xv+i)[H'(řvi, -.., Pvn) - H'(xv + 1)](xv + 1 - xv) -

- D-X(x v + 1) Z(í>vl,.-., pVB)(xv+1 - xv) . 

Přitom pvk = Čv*xv + 1 - (1 - £vk) xv, O < £vA < 1, k = 1, 2,..., n. 

Důkaz. Rovnosti (2) a (2') jsou ekvivalentní s (2"). 

Z (2") plyne 

(4) z(xv) = - (D(xv) - H(xv)Xxv+1 - x v ) . 

Podle věty o přírůstku funkce platí 
n dF 

(5) ^ ( x v + 1 ) = Fk(xv) + £ —- (f>v*)(*v+i j - x . J , 
j = i dXj-

kde 

f>v* = £**v+i - ( 1 - fv*)*v, 0 < í v f c < l , & = 1, 2,...,n. 

Je však 

(6) —* (x) = ZftJx)fJ(x) + Efiit(x)/i(J.(x) = 
GAj i = l i = l 

= I7*/*) + t /wto/i to--
£ = 1 

Dosadíme-li (6) do (5), dostaneme 
« 

^ v + l) = Fk(*v) + £ ^XPvfe)(^v+lJ ~ *vj) + 
i = l 

n n 

+ Z Z / Í ^ X ^ / Í Í ^ X ^ V + I j - * v j . 

f=li-=l 

Zapíšeme-li tuto rovnost pomocí matic, dostaneme 

(7) z(xv+1) = x(xv) + F(pvU ...,pvn)(xv+l - xv) + Z(pvU.,.,pvn)(xy+í - x v ) . 
3) Symbol {dl9..., dn} značí jako obvykle diagonální matici. 
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Z (2) plyne 

(D(xv + 1) — H(x v + 1 ))x v + 2 = H'(xv + 1 ) x v + 1 + y(x v + 1), 

^ ( x v + i ) x v + 2 = H ( x v + 1 ) x v + 2 + H ' ( x v + 1 ) x v + 1 + y ( x v + 1 ) 

a po dosazení z (2') obdržíme 

^ ( x v + i ) ( x v + 2 "~ x v + i ) = H ( x v + 1 ) ( x v + 2 — x v + 1 ) — z ( x v + 1 ) , 

(8) x v + 2 — x v + 1 = D (x v + 1) H(x v + 1)(x v + 2 — x v + 1) — D (x v + 1) z(xv + 1 ) . 

Postupným použitím (7) a (4) dostáváme z (8) rovnost 
xv+2 " xv+i = D~ (x v + 1) H(x v + 1)(x v + 2 — x v + 1) — D (xv + 1)z(xv) — 

- D-^-^v+i) F(j>vl,..., pv n)(xv + 1 - xv) -
- D - ^ v + i ) Z(pvl,..., Pvn)(xv+1 - xv) = 

= D~\xv+1) H(x v + 1)(x v + 2 - x v + 1) + D-1(xv+1)(D(xv) - H(xv)). 
. (x v + 1 - xv) - D-1(xv+1)(D(pvU ..., pvn) - H(pvU ..., f>vn) -

- H'(f>vl,..., pv„)Xx
v+i - xv) - D"í(xv+1) Z(pvU ..., í>v„)(xv+1 - xv) = 

=-= D-X(x v + 1) H(x v + 1)(x v + 2 - x v + 1) + D-\xv+1) H'(x v + 1)(x v + 1 - xv) + 
+ D"1(xv + 1)[(D(xv) - H(xv)) - (D(p v l,..., pvn) - H(í>vl,..., í>VB)] . 

. (x v + 1 - xv) + D-\xv+1)[H'(pvlf..., pv„) - H'(x v + 1)](x v + 1 - xv) -
- D-\xv+1) Z(pvl,..., í>vn)(xv+1 - xv) , 

což je (3). 

Lemma 2. Jfe-li a řešením soustavy (1), plyne z (2) a (2') rovnost 

(9) x v + 1 - a = D--(x,) H(xv)(xv+1 - a) + D " 1 ^ ) H'(xv)(xy - a) + 

+ D _ 1 ( x v X F ( x v ) - f(í>vi, ••-, P v * ) ) ^ - a) - D _ 1 ( x v ) Z(f> v l , . . . , pVB)(xv - o) ,, 

kde pvk = £vJfcxv - (1 - £„*) a, 0 < £vk < 1, fc = 1, 2 n. 

Důkaz. Z (2") plyne 

(10) x v + 1 = xv + D- \xv) H(xv)(xv+1 - xv) - . D" -(x,) z(xv) . 

Protože z(a) — 0, platí podle věty o přírůstku funkce 

(11) z(xv) = F(pvl,..., pv„)(xv - a) + Z(pvl f>VB)(xv - a) , 

kde pvk = čvjtxv -- (1 - ř v i) a, 0 < £vfc < 1, fc = 1, 2,.. . , n. 

Dosazením (11) do (10) dostaneme 

(12) xv+1 = xv + D~l(xv)H(xv)(xv+1 - xv) - D"x(xv) F(pvl pVB)(xv - a) -

- ->_1(xv) Z(Prt, ••; f>v„)(xv - «) • 
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Úpravou rovnosti (12) dostáváme postupně 

x v + 1 - a = xv-a + D_ 1(x v) H(xv)(xv+1 -a)- D_ 1(xv) H(xv)(xv - o) + 
+ D - ^ X ^ x , ) - F(f>vl,.... ř>vn))(xv - o) - D"i(x,) F(xv)(xv - o) -

- D" *(xv) Z(f>vl,..., f>v„)(xv - o) = 
= D-!(xv) H(xv)(xv + 1 - o) + D-Hxv) H'(xv)(xv - o) + 

+ D - ^ x ^ x , ) - F(f>vl,..., pvn))(xv - o) - D_1(xv) Z(f>vl,..., f>vn)(xv - a), 

což je (9). 

Věta 1. Bud X kladné číslo. Pro všechna x s K[Xo, 21] nechť platí 

(13) 0 < w = F í ((x), ř = l ,2 , . . . , n , 

^ 7 Z \FiA*)\ = 4«.i , ^ Ž l^-Wlší,,, i = 2,3,...,n-l, 
Eif(x) J=i Fu(x) y- í+i 

1 " 
«u = 0, - y r l l F i / x ^ í u , 

^ 7 " . Ě I-7-/*)! = «».i, «»,2=0, 

a buď qiA + íj; 2 < 1, i = 1, 2,..., n. Pro libovolné x e K[x0, 21], y e K[x0, 21] 
a k, j = 1, 2,..., n nechť dále platí 

\FkA*) - F*ÁV)\ = M i >4) I Ífw(*)fi(*)\ = Aí2 • 
í - 1 

Bud dále , r ^, v 
, w(Mt + M 2 ) 

gí,2 "i 
JR = max ^—- < 1, rJS— S * . 

í=l,.. ., ir 1 — q í t 1 — JR 

Potom existuje bod oeK[x 0 , 2A] takový, že posloupnost {xv}JL0 definovaná po­
močili) a (2') konverguje a je lim xv = a. BOd a je pak jediným řešením soustavy (1) 

V-+00 

v K[x0, 2A]. Pro chybu pak platí odhad 
(14) á v + i á ^ v 5 v = 0,1,2,... 

Důkaz. I. Protože je d0 < — - — g A, je xx e K[x0, 2A] a tedy i p 0 i e K[x0, 2A], 
1 — iv 

z" = 1, 2,..., n, platí podle lemmatu 1 

1*2.1 ̂  *l,ll -Š <Zí,lilX2 - Xlll + 4i,2ÍIXl - Xoll + 
. Aíi ., „ / A M-, ., „ M 2 „ „ 

+ i —i llxi - xolI + (n - i ) — 1 HXI - xoll + n~~ llxi - xoil = m m m 

= qř,lllX2 ^ X l l l + (^ííM-iS)),,,. 
4) Stačí, aby |-Fjy(x) — Ffcj(y)| <. Mx pro & ^ y, neboť matice F(x) je symetrická. 
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Buď Í'0 to přirozené číslo, pro které je |x2>ío — x l j í o | = max \x2ti — x l f | . 
i = l , 2 B 

Potom je 

11*2 -Xj.il g g i 0,ll |x2 - Xj| 
/ n{Mi + M2)\ „ 

+ U.0.2 + - L - 1 ^ -\ llxi - xoll . 

čili 
, -^ i , / ' "(Mi + Mz)\ J di = qto.idj. + U í 0 > 2 + ^ J d0 , 

a tedy 
, n(M1 + M2) 

í io . l "> 
dl = do = ^íl0 . 

1 ~ 4.0.1 

Přitom je | |x2 - x0 | | <, | |x2 - Xl\\ + flx,, - x0 | | á Rd0 + d0 < -— g A. Je 
1 — R 

tedy x2 G K[x0, 2X]. Pokračujme dále úplnou indukcí. Předpokládejme, že x ř e 
e K[x0, 2A], i = 0,1, 2,..., v. Potom je též pv_ xti e K[x0, 2A], i = 1, 2,..., n, takže 
je podle lemmatu 1 ďv % .Rdv_j. Protože je tedy dt ^ -Ráj-i, i = 1, 2,..., v, platí 

Il*v+1 ~ Xoll. -=J|xv + 1 - xv[| + ||xv - x v _J + ... + \\xx - x0 | | = 

= dv + dv_i + ... + d0 = _Rvd0 + Rv"1rf0 + ..- + d0 < —-2—á A, 
1 — IV 

takže x v + 1 e K[x0, 2A]. 'Pro každé v je tedy x v e K[x0, 2Ú] a platí -iv + 1 <̂  Rdy. 
Protože množina K[x0, 2A] je omezená a uzavřená, má posloupnost {XJ^-Q hro­
madný bod o e K[x0, 2A]. 

II. Dokážeme, že bod oje řešením soustavy (l): Z (2") plyne 
z ( x v) = ~ (D( xv) - H(x v ))(x v + 1 - xv) . 

Označíme-li S = sup ||D(x) - H(x)||, platí ||z(xv)|[ ^ wS | |xv+1 - xv|| a v důsledku 
xeK[xo,2 . . l] 

spojitosti funkcí F*(x) je pak ||z(o)|| = lim ||z(xv)|| = 0. Platí tedy 
v-+oo 

Fx(o) = F2(o) = ... = Fn(o) = 0. 

Protože hodnost funkční matice soustavy (1) v bodě o je rovna n (z (13) totiž plyne, 
že det F(a) =# O,5) takže označíme-li funkční matici G(x), je det F(a) = det (Gf(a) . 
*G(a)) = (det G(o))2 a tedy det G(o) 4= 0), má homogenní soustava lineárních rovnic 

Fl(*) = /l.l(«)/l00 + ••••+ / » , » / » = 0 , 
Pii") = /1.2W/1W + ... + fnÁa)fn(a) = 0 , 

I») = / l » /l(«) + - + / „ » Ua) = 0 

jediné řešení/i (a) = f2(a) = ... =/„(o) = 0, takže oje řešením soustavy (l). 
5) Důkaz tohoto tvrzení viz např. [4], str. 148. 
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III. Protože xv e K[x0, 2A], v = 0,1, 2,..., a e K[x0, 2A], platí podle lemmatu 2 

|xv + 1 , , - * ť | á«ul l x v+i - a l ! + 4í,2llxv - «ll + n —i||xv-a|| + n —-?• ||xw - a\\. 
m m 

JeAi í0 takové, že | x v + M o - aio\ = max | x v + M - at\9 je 
i - = l , . . . , n 

l|xv+1- . | á ? w l x , + , - -0 + U* + 2 ! ^ L + ^ -
\ m 

čili 
„ , w(Mt + M2) 
qřo,2 "T 

7YÍ 

(14) <SV+1 á - <?v = RK . 
1 - «ío.l 

Je tedy lim Sv = 0, takže posloupnost {xj^o konverguje a je lim xv = o. 
V-+00 ' v-•00 

IV. Dokážeme, že a je jediné řešení soustavy (1) v K[x0,2A]. Kdyby ď #= a bylo 
řešení, platilo by<5v+1 = | |x v + 1 — ď|| g R5V, a tedy limxv = ď #- o, což je spor. 

n 
Nyní budeme zkoumat konvergenci iterační metody, která je zobecněním iterační 

metody vyšetřované v části I. Budeme se opět zabývat výpočtem reálného řešení sou­
stavy (l). Nejprve dokážeme některé pomocné věty. 

Lemma 3. Matice M, P buďte positivně definitní, P hermitovská a nechť M = 
= P - Q - Q*ý) Je-liXi kořenem rovnice det (AP ~ AQ - Q*) = 0, pak |A,| < 1. 

Důkaz. Buď Xt kořenem rovnice det (AP - XQ - Q*) = 0 a x { + o vektor, pro 
který X^Xi — XtQx; — Q*xž = o. Potom je 

Q*x£ = Xfx, - X&x,, 

(15) (Q*xi? x,) = ^(Px., xf) - XlQx^x,) . 

Protože je P hermitovská (tj. P = P*), platí postupně 

(xi9 Qxř) = Af(xí5 Pxt) - A^x,, Q*xř) , 

(x„ Qx,) = J í ( x í , Px,) - A^x,, Q*xř) , 

(16) (Qx„ x,) = A^Px,, x,) - XlQ*xi9 xt) . 

Z rovnic (15) a (16) plyne 

(Q*xř, XJ) = A^Px,, x,) - X^(Pxu x^ + M(Q*x f , xž) , 

(17) ( l» |A i |
2 )(Q*x i ,x i ) = A i(l^AO(Px i,x í). 

6 ) Q* značí transponovanou matici k matici komplexně sdružené. 
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Odtud je 

(i - I^XQ**,,*,) = iř(i - xt)(p^:), 
(1 - l^| 2)(x, Q*xf) = Af(l - Af)(xf, Px f), 

(18) (1 - HJaXQx» **) = Až(l - AfXPxb x f) . 

Protože (Mxf, xf) = (Pxf, xf) - (Qxf, xf) - (Q*xf, xf), je podle (17) a (18) 

(19) (1 - |Aři
2)(-Mxf, xf) = (1 - |Ař|

2)(Pxi, xf) - (i - |Ai|
2)(Qxf, xf) -

- (1 - l*il2XQ*XiLXf) = [1 - |Af|
2 - Af(l - Af) - Af(l - If)](Pxf, xf) = 

= [1 _ A | _ I£ + \Xt\*JPXí9 xř) = (1 - Ař)(l ~~ Í^(Pxf, xf) = 
= | l - A f |

2 ( P x i , x í ) . 

Protože je xf + o a M je positivně definitní, je (Mxh xf) > 0, takže podle (19) platí 

t | ^ | 2 _ U - ^ l 2 ( P x i , x f ) > 

(Mx ř,x ř) 

Dále musí platit Af # 1. Kdyby totiž Af = 1, bylo by det (P - Q - Q*) = det M = 
= 0, což je spor. Protože (Pxf, xf) > 0, je 1 — [A^2 > 0, čímž je lemma 3 dokázáno. 

Poznámka 2. Lemma 3 použijeme za předpokladu, že matice M, P, Q budou 
reálné. V tomto případě je matice P symetrická a M = P — Q - Q'. 

Lemma 4. Matice F a P buďte positivně definitní, P hermitovská a nechť platí 
F = P — Q — Q*. Potom je matice P — Q regulární. 

Důkaz. Předpokládejme, že matice P — Q je singulární. Potom existuje vektor 
x + o, že platí (P — Q) x = o. Z rovnosti F ^ Q* = P ~ Q plyne, že je též (F + 
+ Q*) x = o. Platí tedy x*(P - Q) x = 0, x*(F + Q*) x = 0, takže 

(20) x*Px - x*Qx = 0 , x*Fx + x*Q*x = 0 . 

Protože je P hermitovská a positivně definitní, je číslo x*Px a tedy i číslo x*Qx 
reálné. Platí tedy 

x*Qx = x*Qx = x*Qx = (x'Qx)' = x*Q*x. 

Sečtením rovností (20) dostaneme x*Px + x*Fx = 0. V důsledku positivní definit-
nosti matice P je x*Px > 0, takže x*Fx < 0, což je spor, neboť Fje positivně definitní 
hermitovská matice (platí totiž F* = P* - Q* - Q =* P - Q ~~ Q* = F). 

Buďte nyní P(x), Q(x) reálné matice takové, že platí F(x) = P(x) - Q(x) - Q'(x) 
(matice F(x) je definována v části I). Platí nyní následující lemma: 

Lemma 5. Buď fi kladné číslo. Pro každé xe K[z, #], kde z je nějaký bod, buď 
det F(x) #= 0, P(x) symetrická, positivně definitní. Potom existuje unitární matice 
U(x) a čísla K, q, A, 0 < K, 0 < q < 1, a 0 < A _ \i tak, že pro libovolné přirozené 
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číslo v platí 
\\U~ \y) A(xt) A(x2)... A(xy) U(y)\\ g Kav, 

kde A(x) = (P(x) - Q(x))-1Q,(x) a yeK[z,X], xžeK[z,A], i = 1, 2,..., v jsou 
libovolné reálné vektory. 

Důkaz. V K[z, JI] je matice F(x) podle definice symetrická a positivně semidefi-
nitní. Protože je však pro všechna x e K[z, fji] det F(x) 4= 0, je matice F(x) positivně 
definitní. Protože je podle předpokladu matice P(x) positivně definitní v K[z, JLL], platí 
podle lemma 3 pro kořeny Až(x) ravnice det (X(x) P(x) - X(x) Q(x) — Q'(x)) = 0 
nerovnost \Xt(x)\ < 1. Protože Xt(x) jsou v důsledku lemmatu 4 zřejmě i kořeny rovnice 
det (X(x) E - (P(x) - Q(x))~1 Q'(x)) = 0, tj. rovnice det (X(x) £ - A(x)) = 0, jsou 
Xt(x) vlastními čísly matice A(x). Protože je množina K[z, pt] uzavřená a omezená, je 
možno zvolit čísla cou o2,..., con, q tak, že cot 4= cos pro i #- j , i, j = 1,..., n, a že 
platí 0 <£ |lř(x)| < coř < q < 1, i = 1, 2,..., rc. V důsledku uzavřenosti a omeze­
nosti množiny K[z, /i] existuje dále číslo e > 0 tak, že platí 

0 <* |Ai(x)| S o)i — £ < o)i < C0i + £ < q < 1, i = 1, 2,..., n 
n 

a f| <>i - £, cDí + e> = 0. 

Existuje nyní unitární matice U(x) a trojúhelníková matice A(x), že platí U~ *(x) . 
. -4(x) U(x) = A(x). Pro xeK[z,/ /] , yeK[z,p] definujme matici A(x, y) takto: 
A(x, y) = U~x(y) A(x) U(y). Buď £ kladné číslo, že platí ||A(x, y)|| S B pro libo­
volné x e K[z, /x], y e K[z, fi]. 

Definujme nyní pro S > 0 matici T(*5) = (tis(S)) takto: 

(21) Ul6) = a>t pro i = 1,2,..., n, 
ř.y(c5) = S pro i > j , 
tij(S) = E pro i<j. 

Protože lim T(S) = T(0), je %(()) = 0 pro i > j , takže čísla cou co2,.'.., con jsou vlast-

nimi čísly matice T(0), Označíme-li Oj(5), Í22(c5),..., Qn(S) vlastní čísla matice T(S), 
platí lim Qt(S) = co^ i = 1, 2,..., n. Existuje tedy číslo S0 > 0, 0 < <50 á £, že 

<5-»0 « 

|í2ř(<50) - cot\ < s, i = 1, 2,..., w. Protože f](cOi - s, což + e> = 0, je fí^o) 4= 

=j= Q/S0), i =1= j , i, j = 1,..., n. Matice T(S0) má tedy vzájemně různá nezáporná 
vlastní čísla menší než 1. 

Nyní dokážeme, že existuje číslo 0 < X g \i takové, že A(x, y) 4 T(S0)
7) pro 

všechna x e K[z, X\ y e K[z, X]. Označme A(x, y) = (diS(x, y)), j(x) = (^-(x)). 
Zřejmě je A(x, x) = A(x). Existuje tedy 0 < X <; \i, že ||A(x, y) - j(x)| | < <50 pro 
xeK[z, X], yeK[z, X], takže l^/x, y) - diS(x)\ < S0. Protože dis(x) = 0 pro 

7 ) Je-Ii A = (a l7), B =- (b l7), b0. ^ 0, pak definujeme A <| Bo \aiS\ ^ bl7 (viz např. [2]). 
Zřejmě platí a) 0A<š B, C ^ D)=> AC<Š BD; b) -4<š B=> ||A|| <; | |B| | . 
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i > j , je pro i > j \dij(x9 Y)\ < <5o- Dále je d^x) = Ař(x), i = 1, 2, ..., n, takže 
Id^x, y) - A£(x)| < ,50- Platí tedy 

\du(x, Y)\ < l^(x)| + <50 ž |A,(x)| + 5 á ca,. 

Protože 0 < X <* M> je l^/x, y)l á. -5 pro i < j . Je tedy A(x, y) <̂  T(<50), což jsme 
měli dokázat. 

Nyní již můžeme dokázat tvrzení našeho lemmatu: Protože vlastní čísla matice 
T(50) jsou vzájemně různá, existuje matice S a diagonální matice A tak, že T(<50) = 
= S~ 1AS. Zvolme nyní libovolně body y e K[z, A], xx e K[z, A], x2 e K[z, A], ..., 
xv e K[z, A]. Protože A{xi9 y) <š T(<50), ř = 1, 2,..., v, je 

4 ( x 1 , y ) J ( x a i y ) . . . J ( x , , y ) < r ( a o ) , 
takže 

M(x l 5 y) A(x2, y) ... A(xv, y)|| < ||T"($0)|| = 
= ||S-1XS[| ^n2||S-MM|SD||.41. 

Platí tedy 

\\U~\y) A[xt) U(y) U~\y)A(x2) U(y) ... U~\Y)A(xv) U(y)\\ = 

= ||l/--(y).4(x1)A(x2)....A(x,)U(y)|| < n2\\S-l[\ ||S|| [|A1 < 

<Kq\ K = ^IIS" 1 ! ! ||S|| , 

neboť A = {Pi(<50),..., Q„(S0)}, ale tUj - s < Í2;(<$0) < a); + e < g. Tím je lemma 5 
dokázáno. 

Nyní budeme definovat iteracní metodu takto: Je-li det (P(xv) — Q(xv)) 4= 0, je 

(22) x v + , = (P(xv) - Q(xv))~- Q'(xv) xy + (P(xv) - Q(xv))~ * y(xv) , 

kde 

(22') , y(xv) = F(xv) xv - z(xv) . 

Matice P(xv), Q(xv) a vektory x v + 1, xv jsou opět jako v části I reálné. 
Z rovnic (22) a (22') dostaneme dosazením rovnost 

(22") x v + } =- xv - (P(xv) - Q(xv))~ i z(xv) . 

Poznámka 3. Metoda takto definovaná je zřejmě zobecněním iteracní metody 
definované pomocí vztahů (2) a (2'). 

Zaveďme ještě označení B(x) = (P(x) — Q(x))""1. Platí následující lemma: 

Lemma 6. Je-li a řešení soustavy (l), pak z (22) a (22') pZyne 

(23) a) x v + 1 - a = A(xv)(xv - a) - B(xv)(F(f>vl,... f>vn) - F(xv))(xv - a) -
- B(x v )Z(f> v l 5 . . . ,p v n )(x v -a), 

kde f)vfc == Čvfcxv - (1 - £vfc) a, 0 < £vfc < 1, fc = 1, 2,.. . , w; 
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(24) b) xv - o = A(xv_,) ... A(x0)(x0 - o) -

- V Ž 1 ^v- 1 )--A(x i + 1 )B(x í )(F( í > u ,, . . ,p í „) - F(Xi))(Xi - o) -
i = 0 

v - l 

- E % - i ) ••• * ( * i + 1 ) B ( x i ) Z(PÍU •••» Í>Í„)(*Í - «), 
i = 0 

kde pik = íiJkx,. - (1 - (ik) a, O < 4 - < 1, fc = 1, 2,..., n. 

Důkaz. Z (22") plyne 

(15) x v + . = x v - B(xv) z(xv) . 

Protože o je řešením soustavy (1), plyne z věty o přírůstku funkce 

(26) z(xv) •= F(pvl, ..., pvn)(Xv -a) + Z(pvl,..., />v„)(xv - o ) , 

kde pvk = £vfcxv - (1 - %vk) o, 0 < £vt < 1, k = 1, 2 , . . . , n. 

Z (25) a (26) plyne 

x v + 1 - a *= x, - a - B(xv) F(pvl,..., pvn)(Xy - a) -

- B(xv) Z(pvl, ...,pvn)(Xv - o) = 

= xv - a - B(xv) F(xv)(xv - o) + B(xv)(F(xv) - F(pvl, ..., pvn)) . 

. (xv - a) - B(xv) Z (p v l , . . . , f>v„)(xv - a) = A(xv)(xv - o) -

- B(Xv)(F(pvl, ..., pvn) - F(xv))(xv - a) - B(xv) Z(pvl,...., f>v„)(xv - o) , 

což je (23). . 

b) Platí 

(27) B(X) y(xt) = B(X) F(X) x ř - B(x{) z(x() = x f - A(X) x ; - B(xř) z(x ;) . 

Podle věty o přírůstku funkce dostaneme 

(28) B(X) z(x) = B(X)[F(pn,..., p^xt - o) + Z(pn,..., p^fci - o)] , 

kde pik = íifcX,- - (1 - 4 ) o, 0 < íik < 1, fc = 1, 2, ..., n. 

Podle (28) je tedy 

(29) B(X) z(X) = B(xř) F(xi)(xi - o) + B(X)(F(Pil,..., pin) - F(X))(Xi - a) + 
+ B(x) Z(pn,..., p^x, - o) = (x ; - o) - A(X)(Xi -a) + 
+ B(X)(F(pn, ..., pa) - F(x;))(x£ - o) + 

+ B(x í)Z(p í l , . . . , í > i B ) ( x ř - o ) . 

Z (22) plyne zřejmě 
v - l 

(30) *v = A(xv _ / ) . . . A(x0) x0 + X A(xv _ , ) . . . A(x i + 1) B(xř) y(xf) . 

449 



Z (30), (27) a (29) postupně plyne 
v - l 

x v - o = A(xv__) ... A(x0) x 0 + _>_ A(xv__)... A(x i+1) ß(xř) y(xř) - o = 
І = 0 
v - 1 

= A(xv__) ... A(x0) x0 + _>_ A(xv__)... A ^ x ^ X x , - A(xf) xř -
i = 0 v _ ! 

- ß(xž) z(xt)) - a = A(xv__ _) ... A(x0) x 0 + £ A(xv_ _) ... A(xi+_) xř 
v - l v - l i = 0 

- E A(Xv- l) • • • A(Xг) Xi - Z Д ( X v- l) *'' Д ( X І + l) ß(Xi) Z(Xi) - ° = 
i = 0 i = 0 
v - 1 v - 2 

= E ^ ( X V - I ) . . . Д ( X І + I ) X І - E Л ( x v _ 1 ) . . . A ( x i + 1 ) x i + 1 -
І = 0 i = 0 

v - 1 

- __ * ( X v - l ) • • • A(XІ + l ) ß ( X i ) * ( X i ) ™ ° = 
i = 0 

v ~ 2 v - 1 

= xv__ - a + _£A(xv_1)...A(xi+1)(xi - x i+1) - £ A(xv__) ... A(xi+1) , 
i = 0 i = 0 

v - 2 
. ß(x£) z(xž) = xv__ - a + _Г A(xv__) ... A(xi+1)(xž - o) -

i = 0 
v - 2 v - 1 

- Z д ( x v - i ) . . . д ( x i + i ) ( x i + i - o) - ___.A(xv__)...A(xi+1)ß(xi)z(xi) = 
i = 0 i = 0 

v - 2 

= * v- i - o + £A(xv_1)...A(x i+1)(x i - o) -
i = 0 

v - 2 

- E ^ ( X V - I ) . . . Д ( X І + I ) ( X І + I - в) -
i = 0 
v - 1 

- E^(x v _!).. . A(x i + 1)[x ; - o - A(xi)(xi - o) + B(Xl)(F(pn,..., p^ -
i = 0 

- F(Xi)XXi - fl) + B (*i) ZÍPiX, • • ; PinX*i - °)] = 
v - 2 v - 2 

= x___ - o + _£A(xv_1)...JA(xi+1)(xi - o) - __A(xv_1)...A(xi+1). 
i = 0 i = 0 

v - 1 v - 1 

. (xi+1 ~" *) - Z ^(xv-1) . •. A(xi+ i)(xi - a ) + E A(xv_ x ) . . . A(xi)(xi - o) -
i = 0 i = 0 

- _V*v_i) - ^ í + 1 ) B(xi)(F(f>il,..., ř i n ) - F(x;))(x; - o) -
i = 0 

v - 1 

- Z A(*v_ i) • • - 4 ( x i + x) B(x;) Z(f> ; i,..., p ;„)(x ; - o) = 
i = 0 

= A(xv_x) ... A(x0)(x0 - o) -

- " _ ; 1 A ( x v : i ) . . J ( x , , 1 ) B ( x i ) ( F ( P i l (,.) - F(x;))(x; - o) -
i = 0 

v - 1 
- Z *( xv-1) • •. *( x i+1) B(x£) Z(p i l 5 . . . , ^ ( x , - o) . 

i = 0 

Tím je lemma 6 dokázáno. 
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Lemma 7. BuďU(y) unitární matice, l|B(xv)ll S b. Potom platí 

(31) a) | |xv + 1 - o|| š n3\\U-\Y)Kxv) U(j)W Uxv ~ aU + n2b\\f(Pn> •••> P*») ~ 
- F(xv)|| ||xv - o|| + n2b\\Z(pvl,..., pv„)\\ ||xv _ a | | , 

kde pvk = £vt*v - (1 - U) a, 0< U<!> k = - » 2 > •••> n l 

(32) b) ||xv - o|| g ^HU-^y) Aťx^O ... A(x0) U(y)\\ Jx0 _ a | | + 

+ nsbJ:\\U-í(Y)A(xv_1) ... A(xi+1) U(y)|| llffo., •-, *».„) - F(Xi)ll ll*i - -II + 

+ «5fcX1 | |U-1(y)4(xv_1)...A(x i + 1)U(y)|| ll-Zfo., ...,í>h)|| ||x, - «ll . 
i = 0 

^ e pik = fífcxv - (1 - £.,) a> O < fflk < 1, fc * 1, 2,..., n . 

Důkaz, a) Z lemmatu 6 (rovnice (23)) plyne 
, x v + 1 - a = U(Y) U-I(Y)A(*V) U(Y) U-\Y)(XV - «) - B(xv)(f(řvl, ..., f>v„) -

- F(xv))(xv - a) - B(xv) Z(pvl, ..., pvw)(xv - a ) , 

kde pvk = čvkxv - (1 - £vJt)a, 0 < £vk < 1, k = l,2,...,w. 

Protože matice U(y) je unitární, platí ||U(y)|| á U \\U~X(Y)\\ á 1,"a tedy 

||xv+1 - a\\ £ ^HU-^y) A(xv) U(y)|| ||xv - a|| + n2b\\F(pvU ..., pw) - F(xv)|| . 

. ||xv - a\\ + rc2b||Z(f>vl, ..., pw)\\ ||xv - a\\ , 

což je (31). 

b) Nerovnost (32) dokážeme obdobným způsobem z (24). 

Věta 2. Buď a řešení soustavy (l) a fi kladné číslo. Pro každé x e K[a, jx], u e 
eK[a,/x] nechťjeáttF(x) 4= 0, matice P(x) positivně definitnísymetrická, ||B(x)|| <£ b 

a nechť \Fkj(x) - Ffej.(ci)| ^ M 1 ?
8) |£fi,fc/*)fi(x)| á M2 pro každé i = 1, 2, ..., n, 

j = 1, 2,..., «. Potom existují čísla X, K, g, 0 < k g /z, 0 < K, 0 < g < 1 a um-
tárm matice U(x), £e prO libovolné body y e K[a, A], xf 6 K[a, A], i = 1, 2, ..., v, 

p/tfl/ «m>vnOsl ||U~ *(y) A(Xí) A(x2) ... A(xv) U(y)|| g, Kq\ Je-li bn5 (\ + -^L\ . 

. (M1 + M2) < í> buďv0 přirozené číslo takové, že platí 

(33) /i3K,?V0 + bn? (l + -ŽL-\ (Mt + M2) < 1 

# x0 e K[a, A], prO wěz 

all < 
2(n3Kq + Ь И ^ M І + M2))' V Q - l 

8 ) Protože F(x) je symetrická, stačí předpokládat \FkJ(x) — FkJ(u)\ <. Mx p r o fc <. y. 
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Posloupnost {xv}?L0 definovaná vztahy (22), (22') pak konverguje a je lim xv = o. 
V-+00 

Pro chybu platí tyto odhady-

(330 a) dkvo S ín3KqV0 + bn5 íl + ~ ^ \ (AÍ-. + M2) a, , 

kde 5l = max 5i9 k = 1, 2, ...; 
i=(k-~l)vo,...,fcvo--l 

(33") b) <5tVo á fn3Kqv° + bn5 ( l + --£?-) (Mt + M2)j Sm , 

kde 5m = max Si9 k = 1, 2, — 
i = 0 , . - . , v o ~ l 

Důkaz. Položíme-li z = 0, existuje podle lemmatu 5 číslo A, 0 < A ̂  /x a čísla 
K, q, 0 < K, 0 < q < 1, že pro libovolné body y e K[o, A], xř e K[o, A], í = 
= 1, 2,..., v platí nerovnost 

liU- -(y) A(xx) A(x2) ... A(xv) U(y)|| < K*/, 
kde U(x) je jistá unitární matice. 

I. Buďv0 přirozené číslo, pro něž platí 

P = n3KqV0 + bn5 íl + ^-A(MÍ + M2) < 1 . 

(Takové číslo v0 vždy existuje, pokud fi zvolíme dostatečně malé.) 
Zvolme nyní x 0 e K[o, A] takové, že 

||x0 - o|| < . 
2(n3Kq + bn\Mt + M2))VQ~1 

Dokážeme, že xf e K[o, A], i = 0,1, 2,..., v0 — 1. Protože x0 € K[o, A] a tedy 
i p0keK[a9X}9 k = ! , . . . , « , i|F(#>01,..., p0n) - F(x0)|| š Ml9 \\Z(p0l9..., p0n)\\ á 
= M2, platí podle (31) (lemma 7) 

(34) ||Xl - 0|| g (n3Kg + ř m 2 ] ^ + 5n2M2)| |x0 - o|| , 

takže 
St á (n3Kq + bn2(Mí + M2)) <50 á 

A 
S (n3Kq + bn2(Mt + M2)) 

2(n3Kq + bn2(Mt + M2)У0~l 

X 

2(n3Kq + Ъn2(Mt + M2)У°-2 

Je-li 

n3Kq + bn2(Mг + M2) > 1 , je < -
V V ~ 2(n3Kq + bn^Mi, + M2)У°~2 ~ 2 
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takže <5j <, \X. Je tedy x t e K[a, X\. Je-li n3Kq + bn2(Ml + M2) < 1, je podle (34) 
<5_ g <50 a tedy x_ e K[a, 2]. Přitom je 

d < A 
1 ~ 2(n3í-g + žm2(M_ + M 2))V 0 _ 2 ' 

Stejným způsobem postupujeme dále. Předpokládejme, že jsme již dokázali, že 

X x.eK[a,A], i = 0 , l , 2 , . . . , v 0 - 2 , St _S t 

2(n3Kg + řm2(M_ + M2))vo ' l 

Podle lemmatu 7 platí 

||xvo__ - a\\ á (n3K(_ + bn2(Mx + M2))||xVo_2 - a\\ , . 
čili 

--,_! < (n3£<_ + 6na(Jkf! + M2)) 5T0_2 rg 

g(n 3 Ks + bn2(Mí + M2))-
2(n3Kq + bn2(Mx + M2)) 2 

Je tedy xVo__ e K[a, X\. Tím jsme dokázali, že xv e K[a, X\, v = 0,1, 2,. . . , v0 - 1. 

II. Nyní dokážeme úplnou indukcí, že xv e K[a, X\, v __: v0. Protože x{ e K[a, X\, 
i = 0, 1,..., v0 - 1, platí podle předpokladu a (32) (lemma 7) 

vo-2 •> 

5V0 g \n3Kqv<> + bn5(l + £ J.V°-'-*){*__ + M2)] - < 
t=o 2 

Гn3*..™ + řm5 (i + - Ş - W _ + м2)l A A 
- < - . 
2 2 

Je tedy xvo e K[o, A]. " 

Předpokládejme nyní, že xv e K[a, A] pro v = v0, v0 + 1,..., v0 + i - 1. Podle 
lemmatu 7 pak platí 

A X < -
2 2 

<5V0+i =g rn3i-€
V0+i + fc„5 (í + J Í - _ W + M2)l: 

neboť qv o + i < qvo pro i > 1. Tím jsme dokázali, že xv e K[a, A], v = 0,1, 2,.... 

III. Nyní dokážeme, že lim xv = a. Pro v > fi zřejmě platí (viz lemma 6) 
v-^oo 

(35) x v - a = A(x v _ 1 ).. .A(x í l )(x M -a)-

" I A(xv_.) ... A(x i+1) -.(x,) F( P i l , . . . . f,ťB)(xi - a) -
v~l 

- M V . ) . - A(xi+.) B(x;) 2(1.,.,..., jg lx, - a) , 
' = f 

kde f>it = íi)tx, - (1 - £ik) a, 0 < {„ < 1, k = 1, 2,.... n. 
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Protože xv e K[tr, X], v = 0, 1, 2,..., platí podle (35), položíme-li v = kv0, n = 
= ( f c - l ) v 0 

5kv0 = n3Kqv° + bn5 íí + Jtl-X^! + M2)l 5h = PSh , 0 < P < 1 , 

<5,- (odhad a)). Stejně dokážeme podle (35) kde <5Zl = max 
ř = (Л-l)vo, . . .,ftvo-l 

K = PÖҺ , 

K = I^з 

kde 

kde 

K = max <5ř, 
i = lt — vo,...,ii — 1 

max ðt, 
iz=l2 — V0,...Л2~1 

atd. 

Nejvýše po kv0 krocích dospějeme k nerovnosti 5h_í g P<5Zí, kde lt je jedno z čísel 
0, 1,..., v0 — 1 a tedy <5íf <£ í5m, kde <5m = max <5ř. Platí tedy 

i = 0 , . . . . v o - l 

>2s ^- ^ r>i-l$ <5tvo š P5 ; i á P2K = .. ž P . - V í á P'5(i š P'<5m • 

Protože je však zřejmě i ^ k, takže Pl g Pk, dostáváme <5Avo _ Pfc<5m, k = 1, 2,... 
(odhad b))„ a tedy lim dkVQ = 0, tj. lim xfcvo = o. Vybraná posloupnost {xJfeV0}^=0 tedy 

fc~>00 ÍC-+0O 

konverguje k o. Nyní dokážeme, že posloupnost { X J ^ Q nemá kromě bodu o žádný 
jiný hromadný bod. Buď o' 4= o hromadným bodem posloupnosti {xv}^L0. Zvolme 
nyní číslo A' tak, aby 0 < A' á -l a aby o' <£ K[o, A']. Protože lim xfcVo = o, existuje 

číslo k0s že 

<5*ovo _ 
X a x t a є K [ a , ľ ] 

2(n3Kq + ž m 2 ^ + M2)) 

Stejným způsobem jako v části I a II tohoto důkazu lze nyní dokázat, že xv e 
e K[o, A'], v = k0v0, k0v0 + 1, k0v0 + 2, — Protože o' £ K[o, A], nemůže být a' 
hromadným bodem posloupnosti { X J ^ Q , což je spor. Je tedy lim xv = o. 

д 

{ 

Q(*i 

P(x) 
\ 
U~A 
v \ 

X _ _ 

Poznámka 4. Z věty 2 zvláště vyplývá, že je-li 
v jistém okolí řešení o soustavy (1) det F(x) #= 0 a 
P(x) positivně definitní, pak posloupnost { X J ^ Q 
definovaná vztahy (22) a (22') vždy konverguje, 
je-li || x 0 — a || <* fi9 kde/i je dostatečně malé klad­
né číslo. 

Poznámka 5. Položíme-li v (22) a (22') P(x) -
— D(x), Q(x) = H(x), obdržíme iterační metodu 
zkoumanou v častil. Požadavek, aby P(x) byla posi­
tivně definitní je v důsledku positivní deíinitnosti 
matice F(x) splněn automaticky. Podobná situace 

nastane, jestliže matici F(x) rozložíme na bloky. Přitom matice P(x) je příslušná blo­
kově diagonální matice a matice Q(x) je příslušná „blokově trojúhelníková'ť matice 

Obr. 1. 
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tvořená bloky, ležícími pod diagonálou (viz obr. 1). Z positivní definitnosti matice 
F(x) i v tomto případě již plyne, že matice P(x) je positivně definitní (neboť je složena 
pouze z hlavních minorů matice F(x). 

ni 

Nyní se ještě zmíníme o jisté modifikaci iterační metody definované pomocí (22) 
a (22'), která v některých případech usnadňuje výpočet. , 

Matice F(x) vznikla jako součin transponované matice k funkční matici soustavy (1) 
a této funkční matice, takže je symetrická a positivně semidefinitní. Symetrie a posi­
tivní definitnost matice F(x) měly podstatný význam při důkazu konvergence iterační 
metody definované pomocí (22) a (22'). Někdy,se však může stát, že sama funkční 
matice soustavy (1) se již symetrická a positivně definitní. To nastane např. při vý­
počtu extrémů funkcí n reálných proměnných. V tomto případě můžeme postupovat 
jednodušeji. Mějme totiž dánu funkci v(xl9 x29 ...,, xn). Při výpočtu extrémů hledáme 

ov 3v 
ty body [al9 al9..., an], ve kterých je —~(a l 9 . . ., an) = 0, ..., —-~(al9..., att) = 0. 

ox1 dxn 

Označíme-li nyní 

-^(x 1 , . . . ,x n ) = 7 ^ ( x ) = ví(x), - r ^ - ( x 1 , . . . , x n ) = —-f-(x) = VÍJ(X)9 

óXi oXi 0Xi oxj • • dxt oxj 

vidíme, že se jedná ó výpočet reálných řešení soustavy nelineárních rovnic n nezná­
mých 

(36) vx(xl9..., xn) = 0, v2(xl9..., xn) = 0, ..., vn(xl9 ..., xn) =. 0 . 

Funkční maticí této soustavy je matice 

v(x) = /^íiC*)' ^ C * ) , -A, vln(x)\ 
^2i(x)> v22(x)9 ..., v2n(x) 

^„i(x), vn2(x)9 ..., vnn(x)) 

Jsou-li funkce vtj v okolí řešení a = [al9 a2,..., a„] spojité, jsou parciální derivace 
záměnné a matice V(a) je symetrická. Platí přitom, že je-li matice V(a) positivně defi­
nitní, má funkce v v bodě a lokální minimum. Dá se tedy očekávat, že matice V(x) 
bude mít vlastnosti jako měla matice F(x). 

Položíme-li V(x) = S(x) — T(x) — T'(x), můžeme definovat iteraci rovnostmi 
obdobnými vztahům (22) a (22'): Je-li det (S(xv) - T(xv)) 4= 0, je 

(37) x v + 1 = (S(xv) - T(xv))~ * T'(xv) xv + (S(xv) - T(xv))" 1 y(xv) , 

kde 

(37') y(xv) = V(xv) xv - z(xv). 
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Přitom značí 
<x v) fф*)\ 

t>2(*v) 

Уv„(xy)j 

Snadno se dokáže, že takto definovaná iterace konverguje, jsou-li matice V(x), S(x) 
positivně definitní symetrické v okolí řešení a. Důkaz se provádí formálně stejně jako 
důkaz věty 2 pomocí lemmat 3, 4, 5, 6 a 7, klademe-li všude F(x) = V(x), P(x) = 
= S(x), Q(x) = T(x). Protože však podle věty o přírůstku funkce nyní platí z(xv) = 
= V(PvU ..-, PvfiXXv - *) (V Í Z 26)> Pvk = U*v ~ (1 ~ fy*) o, o < £vJfc < 1, fc = 

= 1, 2 , . . . , ra (neboť v*(xv) = .]T vfeř(í>vfe)(xvi: - a,)), musíme všude v lemmatu 6 a 7 
i = l 

klást Z(qu ..., qn) = 0. Věta 2 pak zní takto: 

Věta 2'. Bud a řešení soustavy (36) a ju kladné číslo. Pro každéx e K[o,/i], u e K[o, /i] 
nechť je matice V(x) positivně definitní, matice S(x) positivně definitní symetrická, 
| |B(x)|| <£ b9) a nechř' |%{x) — vkJ(u)\ = Mx pro každé k = 1,..., n, j = 1,..., n, 
fe =- J- Potom existují čísla X, K, q, 0 < A < /i, 0 < K, 0 < q < 1 a unitární matice 
U(x), ze pro libovolné body y e K[o, A], x f e K[o, A], z = 1, 2,..., v, platí nerovnost 

\\U-1(y)A(xl)A(x2) . . .4(x v ) U(y)|| £ Kq\ JeAi bn5Mí íl + -*L\ < 1, buďv0 

přirozené číslo takové, že platí 

(38) 

a x 0 є K[a, A], pro něѓ 

n3Kqy,> + ž m ^ 1 + ЈEl 
1 - 4 

< 1 

[|x0 - в|| % 
2(n3Kq 4- fe^M,)*0"1 

Posloupnost {xv}%L0 definovaná vztahy (37) a (37') pak konverguje a je lim xv = o. 
V-+OC 

Pro chybu platí odhady: 

Kq 
(38') а) 

Ы e <5j = 

<5*v„ = [* 
mаx <5£, k 

î — (k — l)vo,...,/cvo— 1 

J<:flvo + bn5M1 1 + 

1,2, 

(38") b) 

kde ð„ = 

^ V O = 
n3Kqy" + bn5Mt 1 + 

l - í / Ј 

--« 

г,, 

1 «ЛЈ 

mаx <5;. 
i = 0 v 0 - l 

k= 1,2,. . . . 

9 ) B r ø - í S r ø - T r ø ) - 1 . 
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Резюме 

ОБ ОДНОМ ИТЕРАЦИОННОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ, I 

МИРОСЛАВ ШИСЛЕР, (Мгго .^ &81ег), Прага 

В этой первой части работы доказываются некоторые достаточные условия 
для сходимости одного итерационного метода для вычисления действительного 
решения систем п нелинейных уравнений с п неизвестными. Пусть задана систе­
ма (1), где функции/г действительных переменных, имеющие,непрерывные ирр-
вые и вторые частные производные (Д/х), Дд(х)) в окресности какого-нибудь 
действительного решения, (У + 1)-ая апроксимация при исххледованном итера­
ционном методе определяется формулой х у + 1 = (Р(ху) — ̂ (xV))""1 ^'(xV) ху 4-
+ (Р(ху) - ^(xV))~1 у(ху), где у(ху) = Р(ху) ху - х(ху). При этом имеет место 
равенство Р(х) = Р(х) — ^(x) — ^/(x)^ [Я'(х) е с т ь транспонированная матрица 
к матрице ̂ (x)], где симметрическая матрица ̂ (х) = (^(х)) определяется таким 

п 

образом: Рь{х) = Х/м(х)Л,.,(х). Далее, значит, 
J f c = l 

<x) = /Tй(x)\, гдe Ft{x) = YfkXx)Л(x), 

Я(x), 

X = 

vx„ 
Если в частности Р(х) = (ру(х% где ру(х) = 0 (г Ф Д ри(х). = Ри(х) (г = 
«1,2,.,., л), далее 0(х) = (^^^(x)), где ^^^(x) = - Р(](х) (г > Д в у(х) = 0 ( ^ ]) 
и если мы обозначим через К[х, /*] множество тех точек х = (х^ для которых 

тах \г1 - х{\ й ~ (* = (**), ц > 0), 
1=1,...,и 2 

то определеный таким образом метод соответствует известному итерационно­
му методу Зейделя для решения систем линейных уравнений и имеет место сле­
дующая теорема: 
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Теорема 1. Пусть X > 0. Для всех х е К[х0, 2Х\ пусть имеет место неравен­
ство 0 < т -& Рц(х), I = 1, 2, ..., п, далее условия (13), и пусть ^^л + д ^ < 1, 
I = 1, 2, ..., /г. Длл любых х е К[х0, 2А], у е К[х0, 2А] г/ к, ] = 1, 2,..., и гсуть 
далее имеют место оценки 

\Р*А*) ~ р*№ ^мх(кй;)', I Ъ*лА*Шх)\ ^ м2. 
1 = 1 

Пусть затем 

, и(Мх + М2) 
#г,2 -т 

Я = тах - < 1 , -*°— = X . 
1 = 1,2,...,п 1 — ^ ^ ^ ^ 1 — .& 

Тогда существует точка а е К[х0, 21] такая, что последовательность аппро­
ксимаций {ху}^=0, определенная сверхуу сходится и Ытху = а. Точка а является 

У-+О0 

тогда единственным решением системы (1) в К[х0, 21]. Для погрешности имеет 
место оценка ёу+1 ^ Кд„ V = 0, 1, 2, (При этом <5У = тах \х„^ — аг\.) 

1 = 1 , . . . , п 

В случае общего разложения матрицы Р(х) вввду Р(х) = Р(х) — ̂ (x) — С'(х) 
имеет место следующая теорема: 

Теорема 2. Пусть а —решение системы (1) и р,<—положительное число. Для 
каждого х е К[о, //], и е К[а, /х] пусть йе! Р(х) Ф 0, матрица Р(х) положи-
телъно определена, ||(Р(х) — ^(x))"~1|| <̂  Ь и пусть 

\Рк](х) - ^/и)| ^ Мх (к й ]), I %/,А*Ы*)\ ^М2. 
Т = 1 

для каждого I = 1, 2, ..,, п, ] = 1, 2,..., п. Тогда существуют числа X, К, ^, 
0<X^р^90<К>0<^<^и унитарная матрица Цх), что для любых точек 

уеК[о,А], >С|€К[о,А], г = 1 , 2 , ,.:9у 

имеет место неравенство 

, \\и~\у) 4*0 4*0 - 4 0 Цу)11 < я*" • 
Если 

bn5 íl + - Ł j (Afi + Aŕ2) < 1 , 

пусть У0 — натуральное число такое, что имеет место неравенство 

пъЩу° + Ъп5 (\ + Л^Л (Мх + М2) < 1 

и точка х0 е К[а, А], <)лл которой 

a < 2(n3Kq + Ъn\Mx + M2)У0'1 
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Последовательность {ху}^=0 тогда сходится и Итх у = а. Для погрешности 

имеют место оценки (33') и (33я). 

В абзаце III показана одна модификация сверху определеного итерационного 
метода для вычисления экстремов функций п действительных переменных 
V(xи хъ ..., х„). Ищутся при этом действительные решения системы уравнений 

д А г\2 < 

вида — (хъ хъ ..., хп) = О, I = 1, 2,..., п. Если мы обозначим У(х) = ( (х) 
дх( \дx^дx^ 

и положим У(х) = 5(х) — Т(х) — Т'(х)9 определяется итерационный метод фор­
мулой 

* у + 1 = (5(х,) ~~ Т(х у))^ Т'(ху) ху + (5(ху) - Т(ху))"х у(ху), 

где у(ху) = У(ху) ху — х(ху). При этом значит 

х ( х у ) = С * " 

др , ч — (О Зхй 

Для определеной таким способом итерации доказана теорема аналогическая 
теореме 2 (теорема 2'). 

Дальнейшие свойства рассматриваемого итерационного метода и его вы­
числительная эффективность будут исследованы во второй части этой статьи. 

Zusammenfassung 

ÜBER EIN ITERATIONSVERFAHREN FÜR DIE LÖSUNG 
DER SYSTEME NICHTLINEARER GLEICHUNGEN, I 

MIROSLAV §ISLER, Praha 

In diesem ersten Teil der Arbeit sind ausreichende Bedingungen für die Konver­
genz eines Iterationsverfahrens für die Berechnung der reellen Lösung der Systeme 
nichtlinearer Gleichungen mit n Unbekannten bewiesen. 

Sei das System (l) gegeben. Hierf sind die reellen Funktionen der n Unbekannten 
xl9 x2,..., xn9 welche in der Umgebung einer gewissen reellen Lösung stetige partielle 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung fij(x),fifkj(x) haben. 

Die (v + l)-te Approximation bei unserem Iterationsverfahren wird mit Hilfe der 
Formel 

н + i (P(xv) - Q(xv))-! Q'(xv) xv + (P(xv) - Q(x.))-- yíxv) 

459 



definiert, wo y(xv) = F(xv)xv - z(xv) gilt. Dabei gilt die Gleichung F(x) = P(x) -
- Q(x) - Q'(x), [Q'(x) bezeichnet die transponierte Matrix zur Matrix Q(*)]- wobei 

n 

die symmetrische Matrix F(x) = (Ffi(x)) so definiert wird: F0(x) = X / M M / I W M * 

Ferner ist k==1 

< x ) = / F 1 ( x ) \ > wo K,(x) = f / M ( x ) A ( x ) , x = / x x > 
F2(x)\ 

,F„(x)/ \xM 

Falls speziell P(x) = (P£J(x)), wo Pij(x) = 0 (i * j ) , j>n(x) = Fu(x) (i = 1, 2 , . . . , n) 
gilt, ferner Q(x) = (q^x)), wo qu(x) = - Ff/x) (i > j) , gfi(x) = 0 (i g j ) gilt, und 
falls wir mit K[z, /*] die Menge der Punkte x = (*.), für die 

max |zf - x f | ^ § (z = (zf), /i > 0) 
i=l , . . . ,n 2 

gilt, bezeichnen, dann entspricht das so definierte Verfahren dem bekannten Seidel-
Iterationsverfahren für die Lösung der Systeme linearer Gleichungen und es gilt fol­
gender Satz: 

Satz 1. Sei X > 0. Für alle x e K[x0, 2X] sollen die Ungleichung 0 < m <£ FH(x), 
i = 1, 2 , . . . , n, ferner die Bedingungen (13) und die Ungleichungen qitl + qii2 < U 
i = 1, 2 , . . . , n gelten. Für beliebige x e K[x0, 2A], y e K[x0, 21] und fc, j = 
= 1, 2 , . . . , n sollen ferner die Abschätzungen 

\Fjx) - FkJ(Y)\ SM,{kS j) , I tfi*j{x)fi(x)\ g M2 
i = l 

gelten. Sei ferner 
n , KMt + M2) 

TY m . a0 . 
R = max < 1 > — — g X . 

i=i,2, ...,B 1 — g M 1 — JR 
Dann existiert der Punkt a e K[x0, 2A], dass die oben definierte Folge der Approxi­
mationen {x^=0 konvergiert und lim xv = a ist. Der Punkt a ist dann die einzige 

v-*oo 

Lösung des Systems (i) in K[x0, 2X\. Es gilt dann die Fehlerabschätzung <5V+1 g 
g Röv, v = 0, 1, 2 , . . . (Dabei ist 5V = max | x v i — af|.) 

i-=l,...,n 

Im Falle der allgemeinen Zerlegung der Matrix F(x) = P(x) — Q(x) — Q'(x) gilt 
dieser Sa tz : 

Satz 2. Sei o die Lösung des Systems (l) und fi eine positive Zahl. Für jeden 
x e K [ o , ^ ] und jeden ueK[a,ßj seien: det F(x) 4=0, die Matrix P(x) positiv 
definit, \\(P(x) - Q(x)~1\\ £ b und 

\F*A*) - ^<u)i = MI (fc ^ J) > i E/i^w/iWi =• M2 
i = l 
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für jedes i = 1, 2 , . . . . n, j — 1, 2, ..., n. Dann existieren die Zahlen X, K? q, 0 < 
< A :g #, 0 < K , 0 < g < 1 und die unitare Matrix U(x), dassfür beliebige Punkte 
Ye K[o, A], Xj e K[a, 1], i = 1, 2, ..., v die Ungleichung 

•IIU- *(y) A(xx) 4(x2) ... 4(xv) U(y)|| g I t y 

gilr. Fa//s 

bn5 M + - ^ - " j (Mx + M2) < 1 , 

sei v0 eine solche natürliche Zahl, so dass die Ungleichung 

n3Kqy° + bn5 (l + J^L\ (MX + M2) < 1 

gilt, und sei x0 e K[G, 1] der Punkt, für den 

xn - a < 
2(n3Kq + bn2(Mi + M ^ 0 " " 1 

gifa. Dann konvergiert die Folge { x j ^ und ist lim xv = o. Es gelten die Fehler­
abschätzungen (33') und (33"). v""*°° 

Im Absatz III wird eine Modifikation des oben definierten Iterationsverfahrens für 
die Berechnung der Extremen der Funktionen der n reellen Veränderlichen v(xl9 x2, 
..., xn) gezeigt. Dabei sucht man die reellen Lösungen des Systems der Gleichungen 

— (xu x2> • • •> *») == 0» * = 1> 2 , . . . , n. Falls wir V(x) = {• (x) ) bezeichnen 
dxt \dXi dxj j 

und V(x) = S(x) — T(x) — T'(x) setzen, so definieren wir das Iterationsverfahren mit 
Hilfe der Formel 

* v + l (S(xv) - Г(xv))- - Г(x v ) xv + (S(xv) - T(xv))"* y(xv) , 

wo y(xv) -= V(xv) xv — z(xv) ist. Dabei ist 

E ( X v ) = , (дv_ 
W 

dv , , 
— (**) 
Ox 

Für die so definierte Iteration ist der mit dem-Satz 2 analoge Satz bewiesen (Satz 2/). 
Weitere Eigenschaften unseres Iterationsverfahrens und seine numerische Wirk­

samkeit werden im zweiten Teil dieser Arbeit untersucht werden. 
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