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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 86 (1961), Praha

ULOHA O SACHOVNICI A JEJI ZOBECNENI V TEORII GRAFU

MiLaN KOMAN, Praha
(Doslo dne 25. kvétna 1960)

V prvni &asti prispévku se ¥eSi dloha o poétu riznych n-tahovych pie-
misté€nich v€Ze na dané Sachovnici. V druhé &asti je tloha zobecnéna pro spe-
cidlni t¥idu orientovanych grafi.

1. V b&7né Sachové praxi musi hradi Casto uvaZovat, jakym zplsobem je moZno
premistit urditou figuru z daného postaveni na zvolené pole §achovnice. Mnohdy lze
tuto tlohu Fesit vice zpisoby. Potom je tfeba rozhodnout, ktery z moZnych zpilisobl
je pfi daném rozmist&ni figur nejvyhodn&jsi. Nechceme-li v takovém p¥ipad& na nékte-
rou moZnost zapomenout, je dileZité znat podet zpiisobli, kterymi lze za danych pod-
minek toto premisténi uskutecnit. .

Zde si v§imneme pouze nasledujici ulohy o pfemistovani véZe na libovolné prazdné
obdélnikové nebo Ctvercové §achovnici:

Uloha. Na prdzdné obdélnikové nebo Etvercové Sachovnici o p . q polfeh (p, g jsou
piirozena C&isla v&t§i neZ jedna, pfitemZ p znadi podet sloupcl a g podet Fadki dané
Sachovnice) jsou ddna dvé (nikoliv nutn navzajem rtiznd) pole P a P'. Ddle je ddno
prirozené Cislo n. Zjistéte, kolika riznymi zpiisoby lze pFemistit n tahy vé% z pole P
na pole P’.

Lze olekavat, Ze hledany polet pfemisténi zAvisi nejen na &isle n a ,,rozmé&rech*
P> q dané Sachovnice, ale také na volb& poli P a P’. Vzhledem k tomu budeme tento
poet znagit F™(P, P").

Abychom se v dal§im vyjadfovali rychle a pfitom dobfe, uvedeme nejdfive nékolik
pomocnych Givah a oznadeni:

BudiZ d4na obdélnikova nebo &tvercova 3achovnice o p . g polich (p znadi polet
sloupcl a g polet ¥adkd Sachovnice). Déle budiZ ddna v euklidovské rovind E,
mnoZina &, , miiZovych bodd 4 = [ay, a,], kde a; = 1,2,...,p; a, = 1,2,..., q.
Potom zfejmé existuje prosté zobrazeni Z mnoZiny viech poli dané Sachovnice na
mnoZinu.&, ,, pro které plati:

Je-li obrazem pole P pfi zobrazeni Z mfiZovy bod 4 = [a,, a,] €&, , a jsou-li
sloupce i fadky dané Sachovnice o€islovany v pfirozeném uspofadani, potom sou-
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fadnice a, uddva pfisluSny sloupec a soufadnice a, pfisluSny fadek Sachovnice, ve
kterém leZi dané pole P.

Vzhledem k tomu miZeme danou $achovnici ztotoZnit s mnoZinou &, ;. V tom
pripadé si v8ak musime fici, co rozumime na Sachovnici &, , tahem a pfemisténim
véZe.

Tahem v&Ze rozumime uspofadanou dvojici poli (4, B), kde 4, B € &, ,, pro kterou
plati néktery ze vztahi

a) signja, — by| =1, signla, — b,]'=0,

b) sign |a; — b,| =0, signla, — by| =1.

Pfemisténim v&Ze n tahy z pole A na pole B (A, Be @M) rozumime uspofadanou
n-tici tahl '

(Co, C1), (Cy, C3), ooy (Coey, Cy) s

kde C;e®,, (i=0,1,...,n), C, = 4, C,=B.
V dal§im se ndm osve&dd&i jesté dal§i oznadeni:

BudiZ dana obdélnikovd nebo &tvercova Sachovnice &, ,, kde p,q > 1, a pole
A = [ay,a,] €S, . Potom mnoZinu viech poli X = [x,, x,] €&, 4, pro n& plati

a) sign |a, — x;| = 0, sign |a, — x,| = 0, oznatime M o; ;

b) sign |a; — x,| = 1, sign |a; — x,| = 0, oznatime M{; o;;

c) sign la, — x,| = 0, sign |a;, — X,| = 1, oznatime M ;;;

d) sign [a; — x;] = 1, sign Ja; — x,| = 1, oznatime Mf; ;5.

Snadno se zjisti, Ze mnoZina 93?;‘0?0] se skladé pouze z jediného pole A.

MnoZina 9)?{‘1,0] se sklada ze v8ech poli leZicich v témZe fadku s polem A4, oviem
s vjjimkou pole 4. Obsahuje tedy mno¥ina M} o) pro viechna 4 € &, ,vidyp—1
riznych poli.

MnoZina smfo,,] se sklad4 ze v8ech poli leZicich v témZe sloupci s polem A, oviem
opét s vyjimkou pole A. Pro viechna 4 € §, , obsahuje mnoZina 9)?{40.1] vzdy q — 1riz-
nych poli.

MnoZina Mfy,1; se sklddd ze viech ostatnich poli $achovnice &,, a obsahuje
(p — 1) (g — 1) riznych poli.

Nynf mame jiZ v§echno pfipraveno a miZeme zalit s feSenim na3i tlohy. Pfedn&
ukéZeme n&které vlastnosti &isel F™(4, B), kde 4, Be &, .

Je-li ddna Sachovnice &, , (p, ¢ > 1) a pFirozené &islo n, potom &islo F™(4, B)
zdvisi pouze na tom, ktery plati ze vztahi :

A
Beg}z[Ao,O], Bemn,o], BGS:R‘[‘O,U, Beﬁnﬁ'l],

nikoliv viak na samotné volbé poli A, Be©, .

345



Neboli jinymi slovy Jestlize pro pole A, A',B,B'€©,, (p,q > 1) plati néktery
ze vztahi

a) Beém“oo], B €M 015
b) BGS)?AI 0], B ES)&[A]_ 0]
c) BeWo,11, B €My .17,
d)BES)?Aitl, B'e 9)2#11],
potom pro vSechna pFirozend ¢isla n platti
F™(4,B) = F™(4', B .
Dikaz provedeme tplnou indukci.
1. Pro n = 1 je tvrzeni spravné, nebof zfejm& pro viechna 4, B e ©,,, plati
BeMy 0= F™(4,B) =0,
BeMj o= F"(4,B)=1,
BeM 3= F™(4,B)=1,
BeMfj 1= F"(4,B)=0.
ProtoZe pro &arkované elementy dostaneme tytéZ vztahy, je tim naSe tvrzeni pro
n = 1 dokézano.
2. Nyni za pfedpokladu, Ze tvrzeni plati pro jisté n = 1, dokaZeme jeho platnost
ipron + 1.
Necht B e SJ)?“O ,01-.Chceme-li pfemistit v&Z n + 1 tahy z pole 4 na pole B, musime
- zfejm& premistit v&Z n tahy na nékteré pole mnoZiny 9)?‘1 ,01 nebo Mf 15 Je-li tedy
B € Mf o3, potom

(1) FO*U(4,B)= T FO4X)+ Y FO4,Y).

. - XeMAp1,03 YeM4[1,03
ProtoZe mnoZina My; o, obsahuje p — 1 poli a mno¥ina 972{‘0,11 obsahuje g — 1 pol,
miZeme vzhledem k induk&nimu pfedpokladu pepsat vztah (1) ve tvaru

@ Fe*0(4,B) = (p ~ YFO(4,X) + (¢ - DFO(4 7).
kde Be My o1, X € My o3, Ye M o

Uplné stejnym zplsobem dostaneme i nasledujici vztahy:
(3)  Fo"D(4, B) = FO4, ) + (p — 2) FO(4, X) + (g — 1)) F(4, 7),
kde B, X e My o1, Ye M 13 .
(4) F®"(4,B) = F™(4, A) + (@ — 2) F"(4, X) + (p — 1) F"(4, Y),
kde B, X € M{o,13, Ye M 13;
(5) F®*D(4, B) = F™(4, X) + F™(4,Y) + (p + g — 4 F™(4, 2),
kde B,ZeMf 11, X e My o7, Ye W5 13-

ProtoZe pro ¢arkované elementy plati totéZ, je tim naSe tvrzeni dokazano.
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Pravé dokéazané tvrzeni nim umoZiiuje zjednodusit oznadeni:

a) Je-li Be Moo potom oznatime F™(4, B) = M%) oy ;
b) Je-li BeMfi 05 potom oznadime F™(4, B) = M{P,, ;
c) Je-li Be My 13, potom oznadime F™(4, B) = MY 1y ;
d) Je-li BeMf; 13, potom oznatime F™(4, B) = M ;.
Nyni miiZeme dosaZené vysledky (2)—(5) formulovat takto:

Pro éisla M o1, MY o7, M 13, M7 1y platf rekurentni formule

Mgy = (P =)Mo + (2 =) MRy,
MER = MBo; + (p — 2) MP, + (¢ -YMZPy,
ME'5+1%| = M[o 0] +(q-2 MR 0,11 + (r—1) Mg),u ,
Mﬁ+11]) = M??,o; + M[o,n +(p+q-4 Mg),u s
pridem? je
(6) M[ool-‘M1 1=0, M[1 OJ—ME(1>21]=1'

V pravé uvedeném tvrzeni miZeme vztahy (6) nahradit vztahy
(7) : Moy =1, Moy = M{gh; = M[l 1=
Nejlepsi odpovéd na nagi dlohu viak davaji nasledujici rovnice, pomoci kterych
urdime &isla M(3 o, M{? 03, M{%. 13, M7, pEimo:
Budif ddna Sachovnice &, ,, kde p, q > 1. Potom plati:
. 1 .
ME%),01=E[(P+4—2)"+(Q— D-2r+(-D@-2r+(-1.
(@ -19(-21,

Mm]—;}q-[(wq—z>"+(q—1><p—2)"¥<q—z)"—<q—-1)(—9-)"],
ME'G’,1:=;%[(1)+ =2 -(p-2r+(r-1(@-2"~-(r-1(-2r],

n 1 n \n
MRy = - [(p+aq-2~(p—2—(a-2"+(-2].
Sprévnost téchto rovnic se snadno doka¥e tiplnou indukei.

2. Viimn&me si nyni, 7e na$i tlohu miZeme formulovat jako tilohu z teorie
grafi: _

Oznalme G(@M) orientovany graf, jehoZ uzly jsou mfiZové body mnoZiny &, ,
a orientované hrany jsou uspofddané dvojice uzld (4, B), kde 4, Be &, ,, a pro
které plati néktery ze vztaht:

BeMf 0, BeMio.1;
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(tzn. orientované hrany (4, B) jsou definované tipln¥ stejng jako vySe tahy v&Z).
Nyni miZeme danou ulohu formulovat takto: .

Uloha. Budte? ddny dva uzly A, B orientovaného grafu G(@F q) kde p,q > 1.
Necht je ddle ddno pFirozené &islo n. Uréete pocet F™(A, B) riiznych drah (Co, C,),
(C1, Ca)y vvvs (Cpey, Cp)s kde C,€S,, (i =0,1,...,1), Co = 4, C, = B.

JestliZe ovSem formulujeme nasi ulohu o $achovnici jako tlohu z teorie grafil, na-

bizi se ihned dalsi zobecnem. Nejdtive oviem musime uvést n€kolik p¥ipravnych tivah
a oznadeni.

Oznad&eni. 1. Budi? d4no k pfirozenych &isel py, p,, ..., Py VEtSich nez 1. Potom
mnoZinu viech m¥iZovych bodd 4 = [al, az, «ess G| k-rozm&mého euklidovského
prostoru E,, pro néZ plati

“a;=1,2,..,p; pro i=12,...,k,
oznalime &,, ,, . ..
Vékto;' [p1—1,p, = L,..., pp — 1] ozna&ime p..
2. MnoZinu vSech vektorl .y = [”1; V25 -+ U] k-rozm&mého vektorového pro-
storu V;, pro n&Z plati .
‘ ) v;=0 nebo 1 pro- ‘il= 1,2, , k,
ozna&ime 0B,. o o '
Vektor [1,1,...,1]e B, oznaéinlne J-
3. Mno#inu viech vektori d; = [A,l, A,y ... ,k] €Dy, kde i=1,2,...,k akde
4;; je znadmy Kroneckertiv symbol, pro ktery plat1 .
4, = (1) Jeli 1 =7,
ey S Je-'h_'z=.i=]_,
oznadime 9.
4. Budiz dén mifZovy bod A4 = [al, Az, @] €S, L, . a libovolny prvek

v = [0y, D3, ..., 0] € By Potom mnoZinu vsech miiovych bodd X = [x;, x,, ..
cen X ] €S, .. mo Dro n& plati

L]
15P25e« . N

sign |[a; — x| =v; pro i= 1,2,...,k,
oznadime 972“ resp. 93?'[4,;1 92,0005 0k

5. Oznaéme G(@I,1 D20ee l,,‘) orientovany graf, jehoZ uzly jsou mrizové body mno-
Ziny &,, ... .. @ orientované hrany jsou takové usporddané dvojice uzlh (4, B)
kde 4, Be S, ,, . . pro které plati néktery ze vztahi

BeMy, kde ded,.

Nyni jiZ miZeme pFistoupit k formulaci i feSeni nadf zobecnéné ulohy:
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Uloha. Je ddn orientovany graf G(&,, ,,. ), kde p;>1 proi=1,2,.., k.
Ddle budte? ddny dva uzly 4,Be &, ,, . . a pfirozené Cislo n. Uréete poclet
F®(4, B) riznych drah (C,, Cy), (Cy, C2), oovy (Com1, Cp), kde Ci€S, .
(i=0,1,...,n), Co =4, C, = B.

Podobné jako vyse pro ,,dvojrozmérné“ grafy zjisti se snadno i zde, Ze &islo
F™(4, B) zdvist vedle prirozeného &isla n a &isel py, Pa, .-+, Py pouze na tom, ktery
plati ze vztahit B € M4, kde v e B, a nikoliv na samotné volbé uzli A, B.

MiZeme proto i zde zjednodusit oznadeni: Je-liBe M4, kde v e B;, potom ozna-

gime F™(4, B) = M.

ProtoZe ka?d4 orientovand hrana (4, B) grafu G(S,, ,,.....n) SPOjuje pouze takové
dva uzly A, B, které se 1i3i pouze v jediné soufadnici, snadno se oveéfi nésledujici
tvrzeni: ‘ ,

Budi# ddn orientovany graf G(,, ,,.... ), kde p; > 1 pro i = 1,2, ..., k. Budi
u=[uy, sy ..., ] € By, v = [vy, 0, ..., 0,),€ Vy, a definujme Cislo «, , timto zpi-
sobem:

1. je-li u — vedy, potom o, , =1;

2. je-li u = v, potom a,, =u.(p — j) = Z {p:i—2);

3. je-li v —ue®, potom a,, = (v—u).p = Z(vi —u)(p:—1);
: i=1
4. jestlite + (u — V)¢ S, u + v, potom a,, = 0.
Potom pro &isla Mf,"), kde u € B,, plati rekurentni formule

(8) | MOHD = E%; a0y M
veBr
PFicemZ :
1 pro ued
(1)_ ks
Ma —<0 pro ueB, — 9,
resp.
MO _<1 pro, u=10,0,...,0]eB;,
“ =N0 pro u#[0,0,...,0], ueV,.

Viimng&me si jests, Ze vztah (8) miZeme upravit takto:

MOHD = ) Ocu"'1\4'(;:): Y M&")+U-(P—j)Mf,")+ z (v—u).PM‘(’")-

veDBr veBx veB
. u—-vedk v—uedx

Definujeme-li pro v ¢ B, &islo M™ jakkoliv, dostaneme odtud snadno

k k k
6) M = T, + Sl — MO + 51 - ) (3~ ) Mk,
= Jj= J=

Podobng jako pro ,,dvojrozm&rné* grafy miZeme i zde vyjadfit &isla M, kde
v e B, explicitn&:
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Budi¥ ddn orientovany graf G(Sp, pa,....n)> kde py > 1 pro i = 1,2, ..., k. Nechr
u = [uy, s ..., u; ] €8y, v = [vy, V25 -- .» U] € By. Oznadme

o(p,u,v) = ljl[m(l —u;) = 117, ¥(p,v) =i§.11’r(1 —v) — k.

Potom plati ‘
(10) MP =

Y 0P u,v) PP, v).
P1P2 »+- Pr veDBx

Dikaz provedeme tplnou indukci: 1. DokéZeme tvrzeni pro n = 0. Politejme
vyraz
1
Y o(p, u, v)¥o(p, v) = Y o(p,u,v).
P1P3 -+« P veDBr 1P - Py veBy

Upravme nyni soudet
k

Zm (p(P’ u: V) = Z il_Il[p[(l - ui) - 11”‘ =
veSk =Yk’

1
i=1,2,...k 1=1,2, k i%j
H Y]

- 3 Dl-w) -0 -w =T T Ted - ) - 1=
’ i;} . 0,1 i=1

- 5, - um [pdt - u) - 1.

v;=0,1
i=1,2,.
z* j
Odtud snadno vplnou indukci dostaneme
X .
z opuv) =I1pdl — ).
v €8s i=1
Z tohoto vztahu jiZ plyne snadno vy$e uvedené tvrzeni pro n = 0.

2. Za ptedpokladu, Ze tvrzeni plati pro jisté n = 0, dokdZeme jeho platnost i pro
n + 1. Podle vztahii (9) a (10) postupnou tipravou dostaneme

MOD = Z WMy, + up; — ) MP + (1 — uy)(p, — 1) M)

wid;

=J=il(ui ) H [P:(l — i+ 4y) = 1V, v) +

veBi i

+ uy(p; — 2) Z H [pdl — u) = 11 ¢"(p, v) +
+ (1= u)(p; - 1) ) H [p{l —u, - A,,) = 11y"(p,v)) =

veBr i=1

Z ¥ (p, V) Z(“J[PJ(Z =) = 117 4+ ufp; = 2)[pf1 = u)) = 1] +

VEk

+(1 - “J‘) (Pj - )(‘ bjuj; — l)v’)il:ll [Pr(l - u;) — 1]"‘ .
i)
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Snadno se p¥esvéd&ime, Ze

u[pf2 = up) = 11" + ufp; — 2)[pf1 —u)) = 17 + (1 — ;) (p; = 1).
(= puy = ) =[p(l —uj) = 117 [p1 = vj) = 1].

Odtud dostavame
N k
MO*D = "2;;3 W(P’ "),21[”’(1 — ;) — 1]};{1 [p(l —u) — 1 =
= Z (D(Pa u, V) !/’"(P’ V) '

ve Bk

Tim je ddkaz proveden.

Pesrome

3AJAYA O AXMATHOM OOCKE U EE OBOBIIEHWE
B TEOPUU I'PA®OB

MUWJIIAH KOMAH (Milan Koman), IIpara

B mnepBoit yacTm craThH pewiaeTcs clexyroowmas 3amava: Ha npamoyzoavroil
" waxmamnoii docke sadanst 08a noas P u P'. Kaxoso uucao F™(P, P’) n-usennvix no-
caedosamensrocmeii x0008 Aa0bu, nepesodAwux 1advto ¢ noas P na nose P!

BTopasi 4acTh CTATLH NOCBAIIEHA O0GOBIIEHHIO 3TOH 3amavd I CHEIUAIHLHOTO
KJacca OpHeHTHpOBaHHbIX rpados G(S,, ... »)-

Zusammenfassung

EINE SCHACHBRETTAUFGABE UND IHRE VERALLGEMEINERUNG
IN DER THEORIE DER GRAPHEN

MiLaN KomaN, Praha

Im ersten Teil des Beitrags ist die Losung folgender Schachbrettaufgabe gegeben:
Es seien auf einem rechteckigen Schachbrett zwei Felder P und P’ gegeben. Man
soll die Anzahl F™(P, P') der n-gliedrigen Turmziigefolgen bestimmen, die den
Turm vom Feld P nach P’ iiberfiihren.

Der Zweite Teil des Beitrags behandelt die Verallgemeinerung dieser Aufgabe auf
eine spezielle Klasse der gerichteten Graphen G(&,, ps.....nn)-
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