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Časopis pro pěstování matematiky, ro& 86 (1961)f Praha 

ÚLOHA O ŠACHOVNICI A JEJÍ ZOBECNĚNÍ V TEORII GRAFŮ 

MILAN KOMAN, Praha 

(Došlo dne 25. kvétna 1960) 

V první části příspěvku se řeší úloha o počtu různých /z-tahových pře­
místěních věže na dané šachovnici. V (Jruhé části je úloha zobecněna pro spe* 
ciální třídu orientovaných grafů. 

I. V běžné šachové praxi musí hráči často uvažovat., jakým způsobem je možno 
přemístit určitou figuru z daného postavení na zvolené pole Šachovnice, Mnohdy lze 
tuto úlohu řešit více způsoby. Potom je třeba rozhodnout, který z možných způsobů 
je při daném rozmístění figur nejvýhodnější. Nechceme-li v takovém případě na někte­
rou možnost zapomenout, je důležité znát počet způsobů, kterými lze za daných pod­
mínek toto přemístění uskutečnit. » 

Zde si všimneme pouze následující úlohy o přemísťování věže na libovolné prázdné 
obdélníkové nebo čtvercové šachovnici: 

Úloha. Na prázdné obdélníkové nebo Čtvercové šachovnici op.q polích (p» q jsou 
přirozená čísla větší než jedna, přičemž p značí počet sloupců a q počet řádků dané 
šachovnice) jsou dána dvě (nikoliv nutně navzájem různá) pole P a P\ Dáte je dáno 
přirozené číslo n. Zjistěte, kolika různými způsoby lze přemístit n tahy vší z pole, P 
na pole P'. 

Lze očekávat, že hledaný počet přemístění závisí nejen na čísle n a ^rozměrech*1 

p, q dané šachovnice, ale také na volbě polí P a F . Vzhledem k tomu budeme tento 
počet značit F(n\p, Pf). 

Abychom se v dalším vyjadřovali rychle a přitom dobře, uvedeme nejdříve nlkolík 
pomocných úvah a označení: 

Budiž dána obdélníková nebo čtvercová šachovnice o p . q polích (p znafií počet 
sloupců a q počet řádků šachovnice). Dále budiž dána v euklidovské rovině l a 

množina ® M mřížových bodů A = \au a2\ kde at = 1, 2, --•» p; a 2 •* 1* X «.M q. 
Potom zřejmě existuje prosté zobrazení Z množiny všech polí dané šachovnice na 
množinu. ®PA, pro které platí: 

Je-li obrazem pole P při zobrazení Z mřížový bod A =- [alf a 2 ] e @ M a jsou-li 
sloupce i řádky dané šachovnice očíslovány v přirozeném uspořádání* potom sou-
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radnice ax udává příslušný sloupec a souřadnice a2 příslušný řádek šachovnice, ve 
kterém leží dané pole P. 

Vzhledem k tomu můžeme danou šachovnici ztotožnit s množinou @M. V tom 
případě si však musíme říci, co rozumíme na šachovnici ®p>q tahem a přemístěním 
věže. 

Tahem věže rozumíme uspořádanou dvojici polí (A9 B)9 kde A9 B e &p>q9 pro kterou 
platí některý ze vztahů 

a) sign \at - bt\ = 1, sign \a% - t 2 f = 0, 
b) sign \at ~~ bt\ = 0 , sign |a 2 - b2\ = 1. 

Přemístěním věže n tahy z pole A na pole B ( i , B 6 @M) rozumíme uspořádanou 
n-tici tahů 

(C0, Ct)9 (Ci9 C2)9..., (C„-i? Cn), 

kde C | € 6 M (i = 0, 1,..., n), C0 = -4, C„ = B. 

V dalším se nám osvědčí ještě další označení: 

Budiž dána obdélníková nebo čtvercová šachovnice ®p>q9 kde p9 q > 1, a pole 
A = \al9 a 2 ] e @p>r Potom množinu všech polí X = [xi9 x2] e @p ,s> pro něž platí 

a) sign \at — x x | = 0, sign |a2 — x2 | =? 0, označíme ^0,031 
b) sign \at — x 1 | = 1, sign \a2 — x2 | = 0, označíme 5TOfi,03 5 
c) sign \a% — -XJLI = 0, sign |a 2 — x2 | = 1, označíme 50ífo,i3 5 
d) sign \a% — x j = 1, sign |a2 — x2 | = 1, označíme $KfM3. 

Snadno se zjistí, že množina 5Díf0,03
 s e skládá pouze z jediného pole A. 

Množina SJíp.,03 s e skládá ze všech polí ležídch v témže řádku s polem A9 ovšem 
s výjimkou pole A. Obsahuje tedy množina tW .̂o] pro všechna A e <&p>q vždy p — 1 
různých polí. 

Množina 90?ío,i] se skládá ze všech polí ležících v témže sloupci s polem A9 ovšem 
opět s výjimkou pole A. Pro všechna A e <&p>q obsahuje množina 5S?í[o,i3 vždy q - 1 růz­
ných polí. 

Množina ©řp.43 se skládá ze všech ostatních polí šachovnice © M a obsahuje 
(i? — 1) (q — 1) různých polí. 

Nyní máme již všechno připraveno a můžeme začít s řešením naší úlohy. Předně 
ukážeme některé vlastností čísel F(n)(A9 B)9 kde A9 B e &Ptr 

Je4i dána šachovnice &Pti (p9 q > í) a přirozené číslo n9 potom číslo F(n\A9 B) 
závisí pouze na tom9 který platí ze vztahů 

Be®t£o,oi> 5 e50í^ O 3 , Bem£o,u, Be$Jl£1M9 

nikoliv však na samotné volbě polí A9 Be ®p>r 
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Neboli jinými slovy: Jestliže pro pole A, A', B, B' e &p,q (p, q > 1) platí některý 
ze vztahů 

a) Be.Ó.fo.01, VeW&M, 
b ) JJ e SWĚi.o], J&f e SÍR^',03, 
c) Be«0ífO)1], 5 ' e ^ o ^ , 
d)5 6Sřf1>1], tfe •»£..,, 

potom pro všechna přirozená čísla n platí 

F<n>(Ai, B) = F^xAr, B1) . 

Důkaz provedeme úplnou indukcí. 

1. Pro n == 1 je tvrzení správné, neboť zřejmě pro všechna A, B e @P)€ platí 

£e^ 0 , 0 ] - ^F<%4,B) = 0, 

B€^0 4--=>F<W^,B) = 1, 
B€^14]-^F< r t )(A[,B) = 0. 

Protože pro čárkované elementy dostaneme tytéž vztahy, je tím naše tvrzení pro 
n = 1 dokázáno. 

2. Nyní za předpokladu, že tvrzení platí pro jisté n = 1, dokážeme jeho platnost 
i pro n + 1. 

Nechť B e SDíf0>0].KChceme-li přemístit věž n + 1 tahy z pole A. na pole B, musíme 
zřejmě přemístit věž n tahy na některé pole množiny SKfi.o] nebo SDífo,!]* J^-li tedy 
B eWtfojj, potom 

(1) F<W+I>(A,B)= £ F<%4,X) + £ F<%4,7). 
XegR-íti,o] re5K-4[i,o] 

Protože množina 50ř^)OÍ obsahuje p — 1 polí a množina SDZfo.i] obsahuje tj — 1 polí, 
můžeme vzhledem k indukčnímu předpokladu přepsat vztah (l) ve tvaru 

(2) F<tt+1XA,B) = (p-í)F^(A,X) + (q-l)F<"XA,Y), 

kde 5e5Přf0,o> Xe®&,ov Ye$ft£0tíy 

Úplně stejným způsobem dostaneme i následující vztahy: 

(3) i*"+ "(A, B) = T»(A, A) + (p - 2) F™(A, X) + (q - l) F™(A, Y) , 

kde B,XeSKf1(0:il YeSDíf^; 

(4) F(n+1\A, B) = EW(A, A) + (q - 2) ̂ (A, X) + (p - l) F^ťA, Y), 

kde S.IeUlfo,!], Ye$Dvf141; 

(5) Fín+1)(A, B) = ^(A, X) + F^n\A, Y) + (p + q - 4) FW(A, Z) , 

kde B,ZeWt?1>n, XeWlf^, Ye^0,iv 
Protože pro čárkované elementy platí totéž, je tím naše tvrzení dokázáno. 
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Právě dokázané tvrzení nám umožňuje zjednodušit označení: 

a) Je-li Beffo.o], potom označíme F(n)(A, B) = M$t01; 
b) Je-li BeSJ&.o], Potom označíme F(n)(A, B) = M[f)01; 
c) Je-li 5eJHfo4]5 potom označíme F(rt)(U, B) = M ^ - ; 

d) Je-li B e 2 ^ % , P°tom označíme F(w)(A, B) = M$tll. 

Nyní můžeme dosažené výsledky (2)—(5) formulovat takto: 

Pro čísla Mf0t01, M$t01> M[n
0\ll9 M[n

1A1 platí rekurentní formule 
M^oV = (P ~ 1) M&o] + (í - 1) M<0> 1 3 , 
MÍ̂ oV = Mt

("0> o] + O " 2) M[i>0] + (q - l) M<?, 1 3 , 
MÍô iV = Míólo] + (« - 2) M « n + 0-1) M$,n , 
< M V = Mílo] + A-fti] + 0 + 4 - 4 ) Mft „ , 

přičemž je 

(6) M [ % ] =M [
( í> 1 ] = 0, Jliíí.0] = MŽŽÍi, =-1 • 

V právě uvedeném tvrzení můžeme vztahy (6) nahradit vztahy 

(7) M<°>0] = 1, M[o>o] = Mřo%] = M W ] = 0. 

Nejlepší odpověď na naší úlohu však dávají následující rovnice, pomocí kterých 
určíme čísla Af$#03, M$t0l9 Afg?tl3, M$M přímo: 

Budiž dána Šachovnice @p>a, kde p, q > 1. Potom platí: 

M&o] = - [O + í ~ 2)" + (q - 1) O - 2f + O " -) (i ~ 2)" + O ~ l) • 
VI 

• (í ~ 1) (-2)"] . 

MS>0] = i [O + 3 - 2)" + (q - 1) O - 2)" - (a - 2)" - (q - l) (-2)-] , 
Pí 

< 0 4 ] - - ^ [ 0 + 3 - 2)" - O " 2)" + 0 - 1 ) ( a - 2)" - O " 1) (-2)'] , 

Mftx] = - [O + 1 " 2)" - O - 2f - (« - 2)» + (-2)-] . 
Pí 

Správnost těchto rovnic se snadno dokáže úplnou indukcí. 

2. Všimněme si nyní, že naši úlohu můžeme formulovat jako úlohu z teorie 
grafů: 

Označme G(<3p>4) orientovaný graf, jehož uzly jsou mřížové body množiny @PÍ 

a orientované hrany jsou uspořádané dvojice uzlů (A, B), kde A, Be @p9, a pro 
které platí některý ze vztahů: 

BeWtf1M, BeSDífo.i] 
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(tzn. orientované hrany (Л, B) jsou definované úplně stejně jako v še tahy v ží). 
Nyní můžeme danou úlohu formulovat takto: 

Üloha. Buđtež dány dva uzly A9 B orientovaného grafu G(&p>q), kde p9 q > 1. 
Nechťje dále dáno pñrozené číslo n. Určete počet F(л)(A, B) různých drah (C0, Cľ)9 

(Сi, C2)9..., (Cn_ l5 C„)э kde С, є 6 м (i = 0, 1,..., n), C0 = A9 Cn = Б. 

Jestliže ovšem formulujeme naší úloћu ò šachovnici jako úlohu z teorie grafů, na-
bízí se ihned další zobecněnL Nejdřívę ovšem musíme uvést několik přípravných úvah 
a označení. 

O z n a č e n í . 1. Budiž dáno k přirozených čísel pl9 pl9 ...xpk větších než 1. Potom 
množinu všech mřížov ch bodů A = [al9 a29..., ak~] fc-rozm rného euklidovského 
prostoru Ek9 pro nëž platí 

at = 1, 2,..., PІ pro ż = 1, 2,..., fc, 

o z n a č í m e ą ^ , . . . ^ . 

Vektor [p ! — 1, p2 — 1,..., PÄ — 1] označíme p. ; 

2. Množinu všech vektorû v = [i?l5 v29..., i>Ä] fc-rozm rného vektorového pro-
storu Vk9 pro n ž platí 

VІ = Q nebo i pro i = 1, 2,..., fc, 

označíme 93л. , ' 

Vektor [ 1 , 1 , . . . , 1] є Щk označíme J. 

3. Množinu všech vektorů dt = [Ail9 Ai2,..., A^] єŞß ь kde í = 1,2,..., fc, a kde 
.AŽJ- je známý Kronèćkerův symból, prókterý platí 

A i J ~ \ 0 je 
1 je-li i = j , 

označíme &k. 

4. Budiž dán mřížový bool A = [aí9 a2,..., ak] e@pl>jP2 PJc a libovolný prvek 
v =' [vl9 v2y...,'uj e 33*. Potom množinu všech mřížových bodů X = [xl9 x29..., 
..., x j 6 © p ^ , . . . , ^ , pro něž platí 

sign |ai — x f | = vt pro i = i, 2,..., fc , 

označíme ^ resp. a^ 1 > P 2 j...^ f c ]. 

5. Označme G(@ p i J , 2 > ) P f c ) orientovaný graf, jehož uzly jsou mřížové body mno­
žiny &pí,p2,...,Pk a orientované hrany jsou takové uspořádané dvojice uzlů (A9 B)9 

kde A9Be &pl,p2t...,Pk, pro které platí některý ze vztahů 

Be$Jt$9 kde deSk. 

Nyní již můžeme přistoupit k formulaci i řešení naší zobecněné úlohy: 
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Úloha. Je dán orientovaný graf G(&puP2i^>pJ9 kde pt > 1 pro i = 1, 2,..., k. 
Dále buďtež dány dva uzly A, B e&p1,p2,...,Pk a přirozené číslo n. Určete počet 
F(n)(A,B) různých drah (C09CX)9 ( c j C2)9 ..., (Cn-l9Cn)9 kde 0 , 6 © , ^ . . ^ 
(i = 0,1,...,«), C0 = 4, Cn = B. 

Podobně jako výše pro „dvojrozměrné" grafy zjistí se snadno i zde, že číslo 
F(n)(4, B) závisí vedle přirozeného čísla n a čísel pí9 p29..., pk pouze na tom, který 
platí ze vztahů B e 9$^, kde v € 23* a nikoliv na samotné volbě uzlů A9 B. 

Můžeme proto i zde zjednodušit označení: Jé-li B e SDí̂ , kde v e 53fc, potom ozna­
číme F(n)(A, Jí) = M(n). 

Protože každá orientovaná hrana (A, B) grafu G(@pl)P2>#.4>Pk) spojuje pouze takové 
dva uzly A, B9 které se liší pouze v jediné souřadnici, snadno se ověří následující 
tvrzení: 

Budiž dán orientovaný grafG(&puP2^,tPl)9 kde pt > 1 pro i = 1, 2, ..., k. Budiž 
u = \ul9 ul9..., uk"] e 3^, v = [vi9 v2, ..., vj,e Vfc a definujme číslo aUtV tímto způ­
sobem: 

1. je-li u — vєðfc, p0í0m au>v, = 1 ; 

2. ;<?-/* u = v, potom otUtY = u . (p - j) = £ м^p, - 2) ; 
k 

E 
i = l 

3. je-li v - u 6 -9to p0ř0m aUíV = (v - u). p = X (»i - ***) (j>i - 1) ; 
< • i - l 

4. jestliže ± (u - v) §§ Q& u # v, p0t0m aUfV = 0. 

P0í0m pr0 ěisía M^\ kde u e 5Sfc, platí rekurentní formule 

(s) Mr i } = z « . X B ) . 
přičemž 

M d ) = / 1 F ° ue&*> 
\ 0 pro u e S 5 t - S t 

mp. 
„(o) = / l -pro, u = [O,O,...,O]e58k, 

\ 0 pro u * [0,0, . . . , 0 ] , ueVk. 

Všimněme si ještě, že vztah (8) můžeme upravit takto: 

M(:+» = £ «.X" } = E M« + u . (p - i) M<"> + E (" - -) • P MB) • 
veS&c veS5fc ve-B* 

u—ve^fc v—uedfc 

Definujeme-li pro v £ 93* číslo M(rt) jakkoliv, dostaneme odtud snadno 

(9) M < " + x ) = Í > X % + E"XPi - 2) M« + E (1 - «,) (p, - 1) M<4rfj. 
J = l J = l J = l 

Podobně jako pro „dvojrozměrné" grafy můžeme i zde vyjádřit čísla MY
n\ kde 

v e 9Sfc, explicitně: 
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Budiž dán orientovaný graf G(pPuPi pj, kde pt > 1 pro i -» 1, 2,..., k. Nechť 
u = \uu u2,..., M J e SBto v = [><, »a. •••, » j 6 53*- Označme 

<KP> M = II W --0 - !]"» *(*v) - X i^1 -»«) - k • 
j a l i - l 

Potom platí 
(10) M f = ^ I fl>(f>, ̂  v) . r(f>, v) . 

P 1 P 2 •••-?* v 6 B f e 

Důkaz provedeme úplnou indukcí: 1. Dokážeme tvrzení pro n « 0. Počítejme 
výraz 

1 l 9 0 . « , v ) * ° 0 ^ ) - — - — Z*0».«.»). 
P l P 2 ••• Pfc v 6®fc P t P 2 *•• Pfc* 1 1 ^* 

Upravme nyní součet 

z fl*>,i.,io- z n wi - »i) - i r -
v695fc » Í = 0 , 1 i«-»l 

i=.l,2,„ . , fc 

= z [p/i-«,)-i]n[Fí(i-«i)-ir+ z n w i - - i - i r -
» Í = - O , I i = l o t « 0 4 *•»* 

i~l,2,. . . ,fc igfcj i » Í t 2 . . . . , f c l # J 
i * J l + J 

-• z pxi-».)n[pf(i-»i)-ir-
I;Í = 0 , 1 í - 1 

i=l,2, . . . , fc i«s-J 
i * J 

Odtud snadno úplnou indukcí dostaneme 
k 

veSBk i 5 * ! 

Z tohoto vztahu již plyne snadno výše uvedené tvrzení pro n « O, 
2. Za předpokladu, že tvrzení platí pro jisté n j> 0» dokážeme jeho platnost i pro 

n + 1. Podle vztahů (9) a (10) postupnou úpravou dostaneme 

M(:+1) = Z M í - * , + «ÁPj ~ 2) M f + (1 - Uj) (p} - 1) M<*14) -
{ i - l 

- z («y z n wi -«; + <-«) - i]8í ro>, v) + 
+ «XP; - 2) z n [PÍ(I -»«) - li" *-(*», v) + 

ve58ie i - l 

+ (i - uj)(Pj -1) z n [p«(i - «i - -<«) -1]*" r(p, v)) -
veBfc i » i 

= E f (?, v) Z (uj[Pj(2 - uj) - lj>,+ Uj(Pj - 2){p/í - uj) - 1 ] " + 
ve2Jfc Í - r l 

+ (i -»/)(?; -1)(- PJUJ - í y o n w i - «,) - - ] " . 
í - 1 
Í^J 
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Snadno se přesvědčíme, že 

"y[P/(2 - uj) - I]" + Uj(Pj - 2) [p/1 - uj) - 1]" + (1 - uj) (pj - 1) 
. ( - PjUj - lp - [p/1 - «,) - i ] " [p,(l - Vj) - 1] . 

Odtud dostáváme 

MT
 i) - E n*. *) i [FXI -*,) - -i n M- -««) - ir = 

= ľ <P(P>",v)Фn(P>v)-
VЄfÖfc 

Tím je důkaz proveden. 

Резюме 

ЗАДАЧА О ШАХМАТНОЙ ДОСКЕ И ЕЕ ОБОБЩЕНИЕ 
В ТЕОРИИ ГРАФОВ 

МИЛАН КОМАН (Мйап Кодааа), Прага 

В первой части статьи решается следующая задача: На прямоугольной 
шахматной доске заданы два поля Р и Р\ Каково число Р{п)(Р, Р') п-членных по­
следовательностей ходов ладьщ переводящих ладью с поля Р на поле Р! 

Вторая теть статьи посвящена обобщению этой задачи для специального 
класса ориентированных: графов <*(^>Рир2,...,р^-

Zusammenfassung 

EINE SCHACHBRETTAUFGABE UND IHRE VERALLGEMEINERUNG 
IN DER THEORIE DER GRAPHEN 

MILAN KOMAN, Praha 

Im ersten Teil des Beitrags ist die Lösung folgender Schachbrettaufgabe gegeben: 
Es seien auf einem rechteckigen Schachbrett zwei Felder P und P' gegeben. Man 
soll die Anzahl F{n)(P9 P

f) der n-gUedrigen Turmzügefolgen bestimmen, die den 
Turm vom Feld P nach P' überführen. 

Der Zweite Teil des Beitrags behandelt die Verallgemeinerung dieser Aufgabe auf 
eine spezielle Klasse der gerichteten Graphen G(@Pi$P2t„.fP1). 
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