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Casopis pro péstovini matematiky, ro€. 82 (1957), Praha

ULOHY A PROBLEMY

Regeni ulohy 7. (autor 1lja éemy) VA Casoplsu pro pést. mat 81 (1956), 470.

Ke kazdému piirozenému n sestrojme v intervalu {0, 1> ¥idkou uzavi¥enoun
. 1 -
mnozinu D, o mife vét§i nez 1 — b funkei f, tak, aby platilo f,(0) = 0

a |f.(x)] < 2.8 pro kazdé z € <0, 1), aby v kazdém bod¢ z ¢ D, byla oscilace
funkee f, v&t& nez 3—" a aby funkee f, byla spojitd na mnozing <0, 1) — D,.

Polozme f = Z far D = U D Zvolme z € D; bud n nejmensi index takovy,

7 =1
e xeD,. Funkce Fioeees fna ]sou v bodé z spojité, funkce f, ma v bodé x

o

oscilaci vétsf nez 3— a plati Z il < > 2.3 =3~ Funkece f = < >t ie

kE on-l k=n+1 n-= 1
tedy v bodé z nespojita. Vidime, ze funkce f ma omezenou derivaci a mnozina

bodd nespojitosti funkee f* ma miru 1. Jan Maiik, Praha.
7. Necht M, N jsou Uplné uspofddané mnoziny. PiSme M > N, jestlize
existuje isotonni*) zobrazeni mmnoziny M na mnoZinu N, a plsme M > N,
jestlize existuje podmnozina M’ C M podobné mnoziné N.
Pomoci axiomu vybéru lze dokazat, ze plati

M>N=M>N - (1)
1 2

pro kazdé M, N.

Ma-li mnozina M p¥ip. N ordindlni typ A piip. 5, potom, jak ukdzal M. Se-
KANINA, obraceni implikace (1) neplati. Ma-li vS8ak mnozina M ptip. N na pi-.
ordindlni typ: a/ w2 p¥p. w, b/ (w*)2 pkp. w*, ¢/ (©*)2 + w2 pip. ©* + o,
snadno se dokaZe, Ze obraceni implikace (1) plati.

a) Jaké jsou nutné a postacujici podminky pro ordindlni typy mnoZin M, N, aby
platilo obrdcent implikace (1)?

Pro dobte uspotddané mnoziny M, N plati

M>N, N>M=M=N, (2)

ale existuji M, N takové, Ze (2 )neplatl

*) Viz G. BrrkrOFF, Teopusa crpykTyp, str. 19.
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b) Pro jaké ordindini typy mnoZin M, N plati implikace (2)?
Z. (1) a (2) plyne, ze pro dob¥e usporddané mnoziny M, N plati

M>N, N>M = M=~N, (3)
1 1 .

ale existuji M, N takové, Ze (3) neplati.
¢) Pro jaké ordindlnt typy mnoZin M, N plats emplikace (3)?

Karek Culik, Brno.

8. V ¢&lanku ,,K theorii vicerozmérného integralu‘, Cas. pro pést. mat. 80
(1955), 400—414 dokazal jsem tuto vétu: Bud @ dvourozmérny interval, a € Q.
Necht existuje viastni limita lim f flx, y)de dy= A4, kde I—+a, a ¢ int I. Potom

exuistuje téZ f flz,y) de dy a rovna se A (je minén Perroniv integral).

Rozumlme li nynf objemem konenou nezdpornou aditivni funkei intervalu,
muzeme v podstaté stejnym zpiisobem dokazat podobnou vétu i pro integraly
podle objemu, ktery je soudinem jednorozmérnych spojitych objemt. Rozhod-
néte, zda plati takové véta i pro piipad objemu V, slab& spojitého v bodé a
(t.j. lim V(I) = 0 pro I — a).

' Karel Kartdk, Praha.

9. Najdéte n&jakou (dosti obecnou) postadujici podminku k tomu, aby
k dané funkei f existovala primitivni funkce. (Nutnou podminkou je na pi.,
aby funkce f byla funkef 1. Baireovy tiidy a aby v kazdém intervalu («, )
nabyvala kazdé hodnoty mezi f(x) a f(f).)

Karel Kartak, Praha.

10. Bud M nespoletny systém Gasti intervalu <0, 1), z nichz kazdd m3
kladnou vnéj$i miru. Rozhodnéte, zda existuje bod z € (0, 1), ktery leii v ne-
kone#n& mnoha mnoZinich ze systému IN.

Poznédmky. 1. Refeni tlohy je kladné, Jesthie viechny mno#iny ze systému M jsou
méfitelné.

2. Je-li kazdd mnoZina M ¢ M oteviend, existuje bod, ktery leZi v nespodetné mnoha
prveich systému M.

3. Z hypothesy kontinua snadno plyne existence takového (nespocéetného) systému I,
#e kazdy bod intervalu <0, 1> leZi jen ve spodetné mnoha mnoZindch z M a Ze pro kazdé
M e M je mnoZina <0, 1> — M spocletnd. .

Jan Ma¥ik, Praha.

11. Jest charakterisovat (a na piikladech ilustrovat) viechna uspotidand
komutativni algebraickd t. zv. logaritmickd télesa, t. j. takové télesa, kters
stejné jako téleso redlnych ¢isel maji aditivni grupu viech prvkd isomorfni
a podobnou s multiplikativni grupou v8ech kladnych prvki.

L. Rieger, Praha.
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12. Budiz @ Abelova lokdlné kompaktni topologickd grupa s invariantn i
(Haarovou) mirou. Grupovym okruhem R, se pak rozumi okruh vSech kom-
plexnich, méfitelnych a absolutné integrovatelnych funkei f definovanych
na G p¥i nésledujicich definicich séitani a nasobeni:

f+ 9 =" znadi fz ) g(x) = h(x) pro kazdé x ¢ G,
f . g=~h znadi h(x f flx — y) g(y) dy pro kazdé z ¢ G .

Tento okruh R je dokonce normovanym okruhem pii normé ||f|| = f If(x)] dx

(viz Teavgpand M. H., Paiikos [. A. u f]lu/we I'. E., RommyraTuBusie H()pMHp()-
BaHIIMe KONBLA, ¥Ycmexy MaT. HaykK 1: 2 (12), (1946), 48—148).

UvaZme podokruh K¢ okruhu R téch funkei f* € R, které jsou mimo jistou
kompaktni -mnoZinu M, € G (6. zv. kompaktni nosié funkce f*) identicky
rovny 0. Otézka zni:

Kdy RE md a kdy nemd délitele nuly?

Pozndmka. 1. Autor problému vyuZiva této piileZitosti, aby doznal, Ze jeho tvrzeni
(ohléSené v referats ,,Pozndmky k operdtorovému postu Mikusinského* dne 5. 12. 1955),
Ze okruh R, nemd déliteld nuly v piipads, kdyZ G je aditivni grupa redlnych &isel, je ne-
sprévné. (MoZno totiZ nepffmym jednoduchym zphsobem udat v tomto okruhu R,
délitele nuly pomoci Fourierovy transformace.)

2. Na druhé strang piislugny podokruh R¥ (je-li stale G aditivni grupa redlnych disel)
dglitele nuly nemé, jak plyne snadno z véty Titchmarshovy (viz na p¥. J. Mikusériski
Rachunek operatoréw). Oviem v ptipads, e @ je konetnd, R dslitele nuly mé. Je tedy
na misté domnénka:

Okruh RF nemd délitele nuly tehdy a jen tehdy, jestlite G je aperiodickd (t. j. lsazdy jeji .
nenulovy prvek je nekone¢ného fadu).

L. Rieger, Praha.

13. Necht k = d jsou dand piirozend &isla a necht posloupnost celych
disel d;,1=1,2,... je definovina podminkami d, =d,0 < d, ., <d, a
k= nd; + d;.,, kde n; je vhodné piirozené &islo. Pak posledm definované
¢islo je d,, kde p = 1, pro néz plati d, | k.

a) Udejte nutné a postacujic podmlnky pro to, aby d, = 1!

Nutnou podminkou na pifklad je, aby (k, d) = 1. Kdyby totiz bylo
(k, d) > 1, pak ‘

(k, d;) > 1= (k,d;,,) > 1prokazdéi = 1,2, ..., p — 1, takze d, = (k, d,)>1.
Tato podminka vSak neni postadujici, nebot pro k=27 ad =4 je p =2
a d, = 3, adkoliv (27,4) =

Postadujici podminkou je, aby k bylo prvodislem a d =+ k, ale to zase nenf
podminkou nutnou, nebot prok = 9ad =4jep=2ad, =

b) Udejte hodnotu &fsla d, v zavislosti na %, d!

c¢) Udejte nutné a postadujici podminky pro k a d, aby p = r, kde r je pre-
dem dané ptirozené &islo! Karel Culik, Brno.
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14. Incidenéni matici se rozumi matice vytvofend z nul a jedni¢ek. O dvou
incidenénich maticich tého# typu Yekneme, Ze jsou silné ekvivalentni, jestlize
jednu lze vytvorit z druhé vhodnou vyménou jejich ¥adkd mezisebou a sloupch
mezi sebou.

Necht m/n je piedepsany typ incidenéni matice (t. j. m p¥ip. » udava podet
jejich ¥adkd p¥ip. sloupcd).

a) Uréete podet ¢,(m/n) incidenénich matic typu m/n, které (I) nejsou silné
ekvivalentni, (II) nejsou p¥imym soudtem dvou incidendnich matic a (III)
nemaji zadné dva radky ani Zadné dva sloupce stejné!

b) Urdete polet @s(m[n) pip. ¢s(min) pip. @u(m/n) incidendnich matic
typu m/n, které spliuji (I) ptip. (I) a (II) pfip. (I) a (ILI)!

¢) Najdéte vztahy mezi funkcemi g;(m/n) pro i =1, 2, 3, 4.

Cislo ¢,(m/n) na piklad udavé podet neisomorfnich &istedné uspoiadanych
mnozin délky 2, které maji m maximalnich a » minimalnich prvka a které
jsou souvislé (viz J. HasHiMor1: On direct product decomposition of partially
ordered sets, Ann. of. Math. 54 (1951)) a jednoduché (totiz jednoduché jsou
jejich Hasseovy diagramy jako 2-rozmérné koneéné sestavy, viz K. Curfk:
Theorie zobecnénych konfiguraci, Prace brnénské zakladny CSAV, spis 355,

XXIX (1957)).
, Karel Culik, Brno.
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