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éaso’pis pro péstovani matematiky, roé. 82 (1957), Praha

D-HODNOST ABELOVY GRUPY

VLASTIMIL DLAB, Praha.
(Doslo dne 9. dubna 1956.) DT:519.443

Z pojmu linedrni nezdvislosti prvka Abelovy grupy je zndmym
zplisobem odvozen pojem hodnosti Abelovy grupy.l) V soudasné lite-
ratufe je pouZivéno vice pojmu linedrni nezdvislosti v obecndj¥im
smyslu; linedrni nezdvislost v tomto obecnéjdim smyslu nazyva autor
v préci D-nezévislost a odvozuje pomoei ni pojem D-hodnosti (di-
rektni hodnosti)?) Abelovy grupy. Nakonec autor ukazuje nékteré
vlastnosti D-hodnosti; jeji pfednost tkvi hlavné v tom, Ze na rozdil
od obydejné hodnosti je D-hodnost kaZdé nenulové grupy nenulovi.

1. Uvodni poznamky

V celé priaci budeme grupou rozuméti aditivné psanou Abelovu grupu.
Grupy budeme znadit velkymi latinskymi pismeny, jejich prvky g, b, z, .. ;
ostatni mald pismena budou znamenat celd &isla, specielné p prvoéislo. Symbol
O(g) znaéi ¥ad prvku g, symbol {g, %, ...} grupu vytvofenou generatory g, 4, ...
Nekonednou cyklickou grupu oznadme G(0), cyklickou grupu fddu p* pro
piirozené k G(p*) a Priferovu grupu typu p® (t. j..aditivni grupu raciondlnich
&isel, jejichZ jmenovatel je mocninou prvoéisla p, modulo 1) oznadme G(p®).
G + H resp. >'@G, znadl direktni soudet piisluinych grup, ¢/H faktorovou

el
grupu ¢ modulo H.

Grupa G, jejiz kazdy prvek mé ¥4d mocniny téhoZ prvoéisla p, nazyvé
se p-primérni; prvky ¥adu p tvoif v této grupé G, podgrupu G, kterou
nazyvame dolni vrstvou. Vechny prvky koneéného #4du tvori v dané Abe-
lové grupé G maximalni periodickou podgrupu P C G, jednoznadné uréenou
periodickou &ast grupy @; faktorova grupa G/P, aZ na isomorfismus jedno-
zn abné uréena, je aperiodicka.?) Smifenou grupu G nazveme Stépitelnou, je-li

" periodicks &ast P jejim direktnim séitancem. KaZdou periodickou grupu P
moZno jednozna¢né rozloZit na direktni soulet p-primérnich komponent

1) Viz na pi. [1].
2) Né&mecky ,,direkter Rang*‘; odtud oznadeni D-hodnost.
3) T. j. kazdy jeji nenulovy prvek mé nekoneény iad.
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Py P = z P,y P je pii tom tvorena pravé témi prvky z G, jejichz Fad je

‘mocninou prvousla p. Jedinymi direktné nerozloZitelnymi p-prlmarmml
grupami jsou grupy G(p*) (k=1,2,..., o0); z kazdé nenulové p-primérni
grupy Gy, lze takovou grupu G(p*) pro vhodné k direktné oddélit.4)

Mnozina prvki (g,).:: 9, € G nazyva se linedrné nezavislou, ]esthze neexistuje
relace
' By g, +he-g,+ .o+ kn.g, =0,
E; (i =1,2,...n) celd &isla, n libovolné pfirozené,

niZ je k; =& 0 pro vhodny index 4. V opa¢ném piipadé mluvime o linedrné
zé&vislych prveich. Jde ziejmé o definici finitniho charakteru, takie moZno
mluvit 0 maximélni linedrné nezdvislé soustavé grupy G. VSechny tyto
maximéalni linedrné nezavislé soustavy maji tutéz mohutnost, kterou nazyvime
pak hodnosti grupy G; oznadme ji r(G). Je-li r(G) = ¥,, potom se r(G) rovna
mohutnosti faktorové grupy G' modulo periodickd &ast P :r(GQ) = m(GQ/P).5)

Podgrupa H se nazyvé servantni v G, jestlize kazda rovnice

‘n.x=h,he¢H, n plirozené &islo ;

YeSitelnd v G, m4 alesponi jedno tefeni v H. Podgrupa H je servantni v G pravé
tehdy, jestlize v kazdé zbytkové t¥idé g ¢ G/H existuje prvek g e g, pro néjz
O(g) = O(g). Z teorie servantnich grup pak snadno vyplyvé postatujici pod-
minka pro to, aby smiSend Abelova grupa byla $tépitelnd:

Jestlize periodickd t4st P smifené grupy G je direktnim soudtem iplné

Z M2

grupy a grupy, jejiZz prvky maji ohrani¢ené ¥ady, je grupa G Stépitelns.*)
2. Deﬁmce D-hodnosti

Definice 1. Rikdme, .é'e mnozing (91, Gos -+ -5 In) nenulovych proki Abelovy
grupy G je D-nezdvisld,?) jestlize z kaZdé relace

191,92 sGn) =k1.91 +Fs.go+ .. +Fp.gn=038)k;celdbisla(t=1,2,...,n),

plyne k; .9, =0 (1= 1,2,...,n). Nekonednou mnofinu nenulovych proka (gL),J,
9. € G nazjvdme D-nezdvislou, jestlife md tuto vlastnost ka#dd jejé koneénd pod-
mnoZing. Mnofinu nenuloviich proka nazjvdme D-zdvislow, neni-li D-nezdvisld.®)

4) Viz na pt. [1].
5) Symbolem m(N) budeme v celé praci znadit mohutnost mnoZiny M.

§) D4 se oviem dokézat, Ze tato podminka je i nutné pro to, aby kazdéd smiSend grupa
@, majici periodickou &ast isomorfni grupé P, byla §t&pitelns. Viz [1].

7) Resp. prvky ¢1, gos ---»Ins 95 F 0,2 = 1, 2, ..., n jsou navzdjem D-nezévislé.

. 8) Symbolem f(g1, ga ---» ) budeme nadéle oznacovat linedrni kombinaci prvku
‘grupy G's celymi koeficienty. Budeme kat, %6 /(g1 Gar ---» Fn) = Ky - g1 + K . 9o+ .ot
+ k, . g, je trividlni, jestliZe k;.g; = 0 (s = L, 2, .. ,n)

%) V zfejmém smyslu mluy1me o prvku D-z4vislém na dané mnoZing prvka a pod.
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Je zfejmé, Ze pro aperiodické grupy pojem linedrni nezévislosti a D-nez-
vislosti splyva. Finitni charakter definice 1 ddv4 ihned moZnost uZiti Zornova
lemmatu, takZe stejnym zptisobem, jakym postupujeme v pripads studia
obydejné linedrni nezdvislosti, zjistime existenci maxim4lni D-nezévislé sou- -
stavy nenulovych prvka grupy G 9).

Pozniamka 1. Mohutnost této maximalni D-nezdvislé soustavy (kratce
D-soustavy) grupy @ neni viak, jako tomu je v pi{padé maximélni linedrné
nezévislé soustavy, obecnd invariantem grupy G. UvaZujme na pf. cyklickou
grupu E = {g}, p¥ Sem¥ O(9) = pyps ... Pn, 7 = 2 libovolné ptirozené, p,,
Dgs - -., Pp NAVZAjem TizNS prvodisla. Uvédomime-li si, e grupa F je direktnim
soudtem primérnich cyklickych grup, vytvofenych generdtory p,p;--- Pi; -
S Pigr - Pa-9 (=1,2,..,m), t].

E= _Zl’ {D1Ds - DicaPis1 - Pn -G} 5

presvédéime se snadno, e mnoZiny
Cro = (PoPs - Dn-9> P13 - Pun-Gs-os PP e Di—sPr o+ Pn - s

PPz - Pr—1 - Prsr - Pn - § + P1Po o PrPriz-+-Pn -9+ «o. + PiP2--- Pna -g),
k=1,2,...,n,

jsou D-soustavy grupy E, pii ¢emz m(€) =%, k=1,2,..., n.

Z poznamky 1 vidime nutnost omezeni svych dal§ich dvah na p-primérni
grupy. BudiZ G,) p-primérni Abelova grupa, &) jeji D-soustava.

Definice 2. Mohutnost D-soustavy &, nenulové p-primdrni grupy G na-
zveme D-hodnosti 15,(G(,) této grupy: rp(Giy) = m(B,). Je-li G, nulovd, po-
loZme I'D(G(,,)) = 0.

Diive nez dokédZeme opravnénost této definice, t. j. nezévislost D-hodnosti
na volbé D-soustavy grupy G,), uvedme néasledujici lemmata.

Lemma 1. Budif & = (9,),; D-soustava grupy G, a necht O(g,) = p* pro
vel. Budif & = (g,).p, kdeg, =n, 9% %.g9,1 <1, <k, (n, p) =1. Potom
je &’ D-soustava grupy G,).

Diukaz. Predeviim ukaZme, Ze mnozina prvki &' je D-maximélni v G,.11)
Budiz g € G(,); jelikoz & je D-soustava grupy Gi,), mdme

O+k.g=k .9, +ks-9,+...+kn.9g,-

10) Pfipustime v definici 1 té% mnoZiny, které mohou obsahovat nulovy prvek, pfe-
sv8déime se snadno o tom, Ze piidénim nulového prvku k mnoZing neméni se jeji vlast-
nost byti D-zdvislou & D-nezdvislou; to nds opraviiuje k tomuto omezeni na nenulové
prvky.

11) T. j. kaZdy nenulovy prvek z G(, je D-zavisly na mnoZing @&’. Na rozdil od D-ma-
ximalni mnoZiny grupy G rozumime maximéalni mnoZinou grupy ¢ mno#inu nenulovych
prvki, na niZ je linedrnd zavisly kazdy prvek této grupy. Pii tom, jak sisnadno rozmysli-
me, mnoZina IR miZe byt v @ maximélni, ale nemusi byt D-maximélni.
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Oznadime-li
Ok;.9.)=0p"%, 1=12,.. 5, p*= max p%,

i=12,...,7
méme

Pk g = g+ 2y g b D g

p¥i éem¥ v disledku D-nezavislosti & je p%-2k.g == 0. Je jasné, Ze pro vhodné
. 6,1 k, -1 . v ,
rijep” kg, =rp g, @=12,. . n) takie mdme

0O%mnm,..np k.g="hy.g +ka.g,+...+kn-g,-
Zbyvé dokazat D-nezévislost @'; za tim Gdelem vySetfujme vztah
my.g, +ms.g, +...+my.g, =0 m .g, + 0 pro vhodny index i.
To znamena vSak, Ze

ml'glx+m2'gtz+"'+m7l‘gl,,=0’
kde

’ k,,-1 .
m; = m;n, pt t=12...,m),

a m;.g, + 0 pro vhodny index ¢, coZ je ve sporu s D-nezévislosti soustavy ©
a cely dikaz je hotov.

Pozndmka 2. Tvrzeni lemmatu 1 nelze ovSem obecné pienést na libovol-
nou grupu G a jeji D-soustavu @&. Stadi uvazit piklad cyklické grupy E
z pozndmky 1: (g) je D-soustava, aviak (9,0, - - . Pn—y - §) D-soustava neni. Presto
viak lze stejnym postupem jako v dikaze lemmatu 1 snadno dokézat nisle-
dujicf zobecnéni tohoto lemmatu pro libovolnou grupu G a specidlni D-soustavy,
jejichZz vyznam uvidime v 3:

Budiz & = (9,).. D-soustaw grupy G takovd, Ze pro kaZdy prvek g, je bud
O(g,) = oo nebo O(g,) = p*, p, vhodné prvofislo, k, = 1 pfirozené (i e I).
Oznabme & mmofinu prirozemyjch ndsobkt n,.g, =g, + 0 (z e I). Potom & je
D-soustava grupy G.

Na druhé strané pro libovolnou D-soustavu & této grupy G plati, Ze p¥islusnd
mnoZina @', i v pipadé, Ze nepozadujeme g, == 0 (z¢ I) a rozumime &’ mnoZinu
viech nenulovych prvkd ¢/, je bud prazdna nebo D-nezavisla.

Obdobnym zpisobem jako lemma. 1 1ze dokézat té% obracené tvrzeni: .

Necht & = (g, ). je D-soustava grupy G a necht proky g, € G,y spliuji
rovmici m, . g, = g, pro te I. Potom & = (g,),.; je D-soustava grupy G,

Poznidmka 3. P¥i vySetfovani mohutnosti D-soustav grupy G, sta&i se
tedy omezit na takové soustavy, které se sklddaji z prvki, jejichz ¥id je p.
To je patrné ihned z lemmatu 1, nebot poloZime-li n, = 7, = 1 pro viechna
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te I, vidime, Ze od libovolné D-soustavy & = (g,),q grupy G, piejdeme
k D-soustavd ©° = (¢7),, p¥i Semz O(g;) = p pro tel a m(G) = m(G°).
Mimo to je bezprosttedns vidét, e &° je D-soustava dolni vrstvy G, grupy
G

Lemma 2. Necht g e G, O(g9) = p. Potom g je linedrni kombinaci prokd
Gis oy -5 s 9i € Gipy, O(gs) = p (2 =1, 2, ..., n) pravé tehdy, je-li g na téchto
prucick D-zdvisly. ‘

Dikaz. Je-li predngé prvek ge G linearni kombinaci prvki gy, 9o, .. s Gy
je téZ trividlné na t&chto prveich D-z4visly. Budiznaopak 0 + k.g = f(gl, Jos «+

-» n)- Jelikoz O(g) = p, je (k, p) = 1, a tedy existuji celd ¢&isla r, s, Ze rk +
—]— sp = 1, odkud mame

g=r. f(gl: [/ PYIRE gn) = f’(gl’ Jas -+ -, gn) ’
coz jsme méli dokazat.
V dasledku lemmatu 2 m4 smysl nisledujici definice ekvivalence dvou

mnozin prvkid z G, (nebot je zarudena krome symetriénosti a reflexivity téz
tranSJtlwta tohoto pojmuy):

Definice 3. Dvé mnoZiny U a B proké grupy G, nazveme D-ekvivalentns,
jestlite kaZdy prvek z W je D-zdvisly na mnofiné B a naopak.

Lemma 3. Nechi U = (a,, Gy, ..., a,), O(a;) =p (i =1,2,...,7) je D-nezd-
visld mnoZina proki grupy Guya B = (b, by, ..., 0,), 00,)=p(G=1,2,...,9)
mnofina proki grupy G, takovd, %e a; je D-zdvisly na B (i=1,2,...,7).
Potom r<sa mnoz”ina B je D-ekvivalentni s mnofinou (ay, @y, ..., @y by.1,

by, s-..b}), kde b, 1, b, s, ..., b, je s — r vhodngch proki z B.

Dukaz Jelikoz podle lemmatu 2 a, = f(b,, by, ..., b,), je nutné podle téhoz
lemmatu pro vhodny index 4 b; = f'(a,, bl, boy ooos iy bipgs 205 D), atedy B
je D-ekvivalentni s (ay, by, by, ..., biy, biyy, - -, by). Celé tvrzeni potom dokd-
Zeme snadno tplnou indukei podle podétu prvkﬁ soustavy U, vyuzivajice p¥i
tom stdle lemmatu 2.

Pomoci lemmatu 2 dokazZeme jest& nasledujici

Lemma 4. BudteZ 8° = (9u)xess 0ga) = p (x € A) a H° = (hy)pp, Olkg) =
= p (B € B) dvé D-soustavy grupy Gy, jejichZ mohutnosti m(G°) = u, m(H°) =
= v jsou nekoneéné. Potom yu = .

Dikaz. Predpoklddejme, Ze u < v. Jelikoz H° je D-soustava grupy Gy,
mame podle lemmatu 2

Joa = fo;(h(ﬂ‘:); hg:), - h}‘? ), &€ A . (1)
V téchto relacich vystupuje oviem nejvyse ¥, . 4 = p raznych prvka soustavy

12) Snadno se d4 ukazat té% naopak, Ze kazdé D-soustava G° dolni vrstvy G°(,) grupy
Gy & D-soustavou grupy G(y).
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$°. Jelikoz v > u, existuje prvek hy, € H°, ktery nevystupu]e v %4dné z relam
(1). Jeliko¥ ale

Doy = 100 s ) = o2, B, o B 0, B0 )

dostavame spor s D-nezavislosti soustavy §°.

Nyni uz miZeme ukizat opravnénost definice 2, a to néasledujici vétou.

Véta 1. D-hodnost p-primdrni grupy G, definovand pomoct definice 2, je
wvariantem grupy G,).

Prvni dikaz. Budiz G, # 0. Budtez & a § dvé D-soustavy grupy G,
pfi tom necht m(®) = g, m(H) = 0. Podle lemmatu 1 a poznadmky 2 moZno
prejit k D-soustavam &°, £°, jejichiz kazdy prvek je ¥ddu p a m(G°) = o,
m(H°) = o. Jsou-li p i ¢ nekoneénsd kardindlni &isla, dostdvame invarianci
D-hodnosti, t. j. rovnost ¢ = 0, z lemmatu 4, je-li alespoii jedno z &fsel p, o
konetné, dostadvame tuto rovnost z lemmatu 3. Tim je dikaz véty 1 hotov.

Druhy dukaz. Necht G, + 0. Od libovolnych D-soustav & a § prejdeme
pomoci lemmatu 1 a pozndmky 2 k D-soustavam &° a §°, jejichz prvky maji
¥ad p a je m(G) = m(G°), m(H) = m(H°). G° a H° jsou oviem D-soustavy
dolni vrstvy G, grupy G, Uvédomime-li si, Ze G, je vlastnd vektorovym
prostorem nad prvotélesem charakteristiky p, pii éemz, jak se snadno piesvéd-
¢me, pojmy D-nezévislosti a D-hodnosti grupy splyvaji s pojmy linedrni
nezévislosti a dimense vektorového prostoru, ihned z teorie vektorovych pros-
torti obdrzime m(®°) = m(§°). Tim je invariance D-hodnosti rj(G(,)) p-pri-
marni grupy G, dokazéana. '

BudiZ nyni @ libovolné Abelova grupa, P j ]ep periodicks &ast, P = Z P,

direktni rozklad této periodické &asti P na p-primérni komponenty.

Definice 4. D-hodnosti r,(G) grupy G nazveme soulet hodnosti v(G) této grupy
a D-hodnosts p-komponent jeji periodické Edsti (ve smyslu seitdni mohutnostt):

rp(6) = () + Srp(Pyy).

Z ‘vodnich pozndmek ihned vyplyvé, Ze D-hodnost rp(G) je invariantem
grupy G. Je-li grupa G aperiodicks, je ziejmé r,(G) = r(G); je-li G periodicka,
nenulové, potom, zatim co r(G) = 0, je vidy r,(G) > 0 a jestlie @ je navic
direktnim souétem nerozloZitelnych Abelovych grup, udéva r,(@) mohutnost
mnoziny direktnich séitanct. Ponékud obecnéji:

Je-li smifend grupa G st&pitelnd, G = P + A, pti éem? jeji periodicks &ast P
je direktnim soudtem nerozloZitelnych grup a aperiodicky ;‘éitanec A je direktng
Uplné rozlozitelny (t. j. je direktnim souétem grup D-hodnosti 1), rovné se jeji
D-hodnost mohutnosti mnoziny viech direktnich séitanct v direktnim rozkla-~
du grupy P a A4 na zminéné nerozloZitelné podgrupy.?)

13) Pro tuto vlastnost nazyvame pravé definovanou hodnost Abelovy grupy direktni
hodnost.
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* 3. N&které vlastnosti D-hodnosti

Uv&doméme si nejprve tvrzeni obsazené v tomto lemmatu:

Lemma 5. Necht G je Abelova grupa, P jeji periodickd dst s rozkladem
P = %’ Py na p-primdrni komponenty Py. Necht ddle Gy = 9y e Lo
je maximdini nezdvisld soustava grupy G a Gy = (9.,). e Iy PrSoustevo
grupy P, pro vdechna prvobisla p.1%) Potom mmofinové sjednoceni © soustav
Gy a &, (pro viechna prvotisla p) je D-soustava grupy G-

Dikaz. Je predeviim jasné, Ze ® je D-maximalni v grupé G; nebot, je-li
g € G libovolny prvek nekone¢ného ¥adu, potom je D-zdvisly na &, je-li g
koneéného Fadu, je moZné jednoznadné vyjidient

g =9y, +gp, + ...+ 9», > gp,EP(w(): 0(91:,—) = pfi (t=12,...,7n),
takze
PEPS . B g = D8PS DR, + 0,
odkud je patrns D-zavislost na mnozing .
Abychom dokézali D-nezévislost mnoziny ®, vySetfujme mezi libovolnymi
prvky z @ relaci

f(o)(gz((,),v gz(o),z: ) gz(o)mo) + f(pl)(gtu,‘),l: gl(?x)’z’ LREY) gt(pl,,nl) -+
+ ...+ f(mk) (gt(pk),l’ gt(ph),z’ sy gt(,k,,'nk) =0.

‘Vhodnym vynésobenim tohoto vztahu dostdvdme postupné

f(O)(gtm,l’ glm,zs “eey gt(n),%) = O H f(zil)(gl(p‘),l, g,@),a, ey gt(p‘),nl) = O 3 s

AR f(z:k) (gt‘PE"D gz(pk,,z’ s gl(pb),ﬂk) =0,
odkud v dusledku D-nezévislosti soustav G, &), ..., G, plyne D-ne-
z4vislost mnoZiny &.
- Mohutnost D-soustavy & grupy @, popsané lemmatem 5, je tedy rovna
D-hodnosti této grupy. Vztah mezi mohutnostmi libovolnych D-soustav
a D-hodnosti grupy G vySetiime vétou 4. Lemma 5 nés opraviiuje k nésledujici
definici:

Definice 5. D-soustavu & grupy G nazveme kanonickow D-soustavou, jestlite
Fdd kaidého proku g € & je nekonetny nebo je mocninou prvoisla. Kanonickow
D-soustavu, jejit kaidy proek koneéného Fddw md Fdd prvofiselny, mazveme
redukovanouw. .

Nésledujici vySetfovani kanonickych D-soustav ukaze jejich duleZitost.

. %) Rozumi se, samozfejmé, pro ta prvodisla p, pro n&Z je P, nenulovi.
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Lemma 6. BudiZ & kanonickd D-soustava grupy G. Necht Gy, je p-primdrni
komponenta periodické Edsti P grupy @, Gy, == 0. Potom mmnofinovy primik
Sy = @ 0 Gy, je kanonickd D-soustava p-primdrnt grupy G-

Dikaz. Pfedné je z D-maximality D-soustavy & zfejmé, Ze priunik &y =
= & n G, je neprazdny; D-nezavislost mnoziny &, je trividlni. Jde o to,
zjistit, ze G,) je D-maximalni v Gy,). BudiZ tedy 0 + g € G(,); potom v disledku
D-maximality D-soustavy & v grupé @ je .
0+ k.g="hhg" g8, .. g7) + falby, hoy s B, 9P € By (=1, 2, ..., m),

hie — Bu,%) (=1,2,...,n),
t. j.
0GP =1 (i=12..,n)a
O(h;) = co nebo (O, p)=1(j=1,2,...,m).

Avsak snadno vidime, Ze neni mozné, aby linedrni kombinace fy(h,, ks, ..., by)
byla netrivialni. Lemma 6 je dokizano.

Z pozndmky 2 je téZ jasné, jakym zptsobem miZeme od kanonickych
D-soustav prejit k D-soustavam redukovanym.

Lemma 7. Budi# @ D-soustava grupy G, % C & mnoFina viech prokt nekoned-
ného tddu z ®. Potom je U mazimdlni linedrné nezdvisld soustava grupy G
a je tedy :
m(¥) = r(&). (2)

Dikaz. Linedrni nezévislost prvka z U je trividlni. Pfesvédéime se o maxi-
malité této mnoziny; pro libovolny prvek 0 =+ g ¢ G je :

0+k. g = f1(g1 G2s - Gn) T follys Poy oo Bm), gie U, hje G — U
t=12.,n;7=12,...,m).
Jelikoz O(h;) < o0 (j =1, 2, ..., m), je potom pro vhodné piirozené t ziejmé
k. g =119 9o ---» gn),2®) & tedy je téZ (2).

Plati nyni nésledujici tvrzeni:

Véta 2. Mohutnost kanonické D-soustavy & menulové grupy G se rovnd D-
hodnosti této grupy.

Dikaz. To je bezprostfednim dusledkem lemmatu 6 a lemmatu 7. Nebot,
necht & = A v P, kde Y (resp. P) je mnoZina prvkd nekoneéného (resp.
koneéného) fadu D-soustavy ©. Potom podle lemmatu 7 plati (2); ddle mame
podle lemmatu 6 a véty 1

m(P 0 Gp) = 1p(Grn), a tedy m(P ZI‘D Gip) -
Tim je véta 2 dokizana.

15) M — N oznaduje mnoZinovy rozdil mnozin M a N. :
16) 11(G1s Gos ++vs In)s e J- EZ f1(915 Gg» - --» 9,) mUZe byt ovSem trividlni. J etéz ziejmé, Ze
{2) platiiv pf'ipadé, ze W =
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Poznidmka 4. JestliZe mohutnost D-soustavy & grupy G je rovna D-hod-
nosti této grupy, nemusi byt D-soustava & jesté kanonicka:

Budiz II = (p;, P2 --+» Dy -..) nekonednd soustava réznych prvoéisel, r, s
cela &isla takové, Ze rp, + sp, = 1. Grupa @ budiZ direktnim soudtem cyklic-

kych grup G(px) = {9} Yadu p,: G= >’ Q(py). ZiejmE @ = (5.9, — 7 . g5, g3, .-
t=1

«ees O ---) je D-soustava, m(®) = r,(G) a p¥i tom & neni kanonickd D-soustava,

nebot O(s . g; — 7. gs) = P1Ps.

Ukézeme vSak, Ze toto nemiize nastat v piipadé, kdy D-hodnost grupy @
je koneéna. Nejprve viak doka’me lemma, které popisuje, jak moino piejit.
od libovolné D-soustavy grupy G ke kanonické D-soustavé této grupy.

- Lemma 8. BudiZ & D-soustava grupy G. KaZdy prvek g ¢ & koneéného ¥ddu,
je£ nent mocninou prvoéisla, t. j.

O@g) =n = pi'ps*... 0%, 1 <e (1 =1,2,...,k), k= 2 ptirozens &isla, (3)
nahradme k proky

91 = PEPS" - P& G5 G2 = PrP5" - B, o o= PIPE - PRI -G (4
a oznadme veniklou mnoginu &’. Potom &' je kanonickd D-soustava grupy G-
Dukaz. Je ziejmé, e kazdy prvek mmnoZiny &’ ms bud #4d nekonedny
nebo ¥ad rovny mocniné nékterého prvodéisla. Déle @’ je D-maximalnf v grups
G; k tomu si stadi uvédomit, Ze pro prvek g e &, sphiujici podminky (3), je
g = (91> 92> - --> G)> 9: tvaru (4), 2 = 1, 2, ..., k. DokdZeme jest& D-nezavislost.
mnoziny &’. Necht pro g; ¢ @' plati vztah

;O F b g = [1(g1: Gos -+ Fim1s Givrs -+ Gx) + falbys hoy oons B) s

kde prvky ¢, s ..., gx maji vyznam uvedeny ve znéni lemmatu. Jeliko%
(0(g:), O(g;))=1 pro j+14, j=1,2,...,k, existuje pFirozené &slo [, Ze
0 + tl.g; = fa(hy, by ... hy,); ale g;, jakoZ i prvky hy, b, ..., h,, jsou piroze-
nymi nasobky jistych prvka z D-soustavy & a tedy podle pozndmky 2 mame:
tvrzeni lemmatu 8 ovéfeno, nebot fy(%,, ks, .- ., k,) je nutng trividini. ,

Véta 3. Je-lt D-hodnost r,(G) nenulové grupy G koneénd, potom kanonické
D-soustavy grupy G jsou prdvé D-nezdvislé mnoziny proké této grupy, jejiché
mohutnost je 1, (G).

Diikaz. Prvni ¢ist tvrzeni je obsaZena ve vété 2. Mame-li naopak D-neza-
vislou mnoZinu & prvkd grupy G, m(®) = r,(G), kterd neni kanonickou
D-soustavou, doplnime ji na mnoZinu D-maximilni v grupé G a zptsobem
popsanym v lemmatu 8 piejdeme ke kanonické D-soustavé; ihned dostdvime:
spor s vétou 2.

Dusledkem lemmatu 8 je téZ nasledujici véta.
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Véta 4. Mohutnost libovolné D-soustavy © grupy G je rovna nejvyde D-hodnosti
této grupy: m(G) < rp(G); je-li pi tom 1 (G) = X, je dokonce m(B) = ry(G).

Dikaz. Podle lemmatu 8 miZeme od libovolné D-soustavy & prejit ke ka-
nonické D-soustavé &', pfi demZ m(®) < m(®'). Podle véty 2 mdme m(@) <
= m(®') = ry(Q). Jestlize G je konedna, je téZ @' a tedy i D-hodnost r,(F)
grupy G konelné. Je-li rp(G) nekonedni, je v disledku toho nutné m(®) = X,
Protoze ale podle lemmatu 8 je

rp(@) = m(@) = % . m(G) = m(G),
je celd véta 4 dokazana.

Tvrzeni lemmatu 5 a véty 4 vede ihned k vysledku, z néhoz je bezprostiednd
patrnd invariance pojmu D-hodnosti Abelovy grupy a pomoci n&hoZ téz
vidime, jak moZno D-hodnost Abelovy grupy definovat pfimo, nezédvisle na
rozkladu grupy G.

Véta 5. BudiZ M = (S;)s.4 systém véech D-soustav nenulové grupy G; oznaéme
m(®;) = A, pro § € A. Potom mnofina kardindlnich &isel A = (14)s., md maxi-
mdlni proek %, a je As, = Tp(G). Pfitom je mnoZina A jednoprokovd, A = (r,(@)),
tehdy a jen tehdy, jestlife v systému M existuje alespors jedna D-soustava ©,,
nekonetné mohutnosts, nebo jestlize periodickd Edst grupy G je p-primdrni &
nulovd.17)

Dikaz. Z véty 4 vyplyva pro vechna kardindlni &isla A4(6 € 4) nerovnost
Zs = rp(G), z lemmatu 5 pak existence &fsla 4;, pro néz je i, = ry(G). Je-li
B;, D-soustava z M, jejiz mohutnost je nekonedns, potom z véty 4 plyne,
Ze A = (r,(@)). Stejné je tomu tak podle lemmatu 7 a véty 1 v ptipads, kdy
periodickd &ast grupy G je nulova & p-primdrni.

Jestlize A = (rp(@)) je naopak jednoprvkova a neni-li r,(G) nekonedna, ani
G aperiodickd, je nutné periodickéd &ist grupy G p-primirni. Jinak by totiz
existoval prvek g ¢ G konedného fadu n = py'p3* n', p; navzdjem rizns prvo-
isla, e; = 1, n’ piirozend &isla (¢ = 1, 2) a dale D-soustava & grupy G, obsa-
hujici tento prvek g. Jelikoz je pfi tom m(®) < oo, midme podle lemmatu 8
m(®) < r,(@), coZ je spor s predpokladem 0 mnozing A.

Nyni dokézeme jednoduchy vztah mezi D-hodnosti grupy G a jeji podgrupy
H a mezi D-hodnosti direktniho souttu @ = >’ @, a D-hodnostmi direktnich

stitanch @, (¢ e I). *

Véta 6. Pro podgrupu H C G platt rp(H) S rp(Q), pro direkini soulet
G = “ZI’ G, je rp(G) = % rp(G.).

Dikaz. Prvni dast je trividlni, nebot kaZdou kanonickou D-soustavu
podgrupy H muZeme doplnit na D-soustavu grupy G.'%) Podobné dokizeme

17) T. j. @ je aperiodické.

18) Dokonce, jak je snadné se plesv&déit, na kanonickou D-soustavu grupy @.
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snadno i druhé tvrzeni. Stadi si jen uvédomit, Ze mnozinové sjednoceni kano-
nickych D-soustav &; grup G, (¢ € I) je kanonickou D-soustavou grupy G.

OvSem zndmy vztah mezi hodnosti grupy @ a jeji podgrupy H C G

(@) = r(H) + x(G/H)
obecné& nelze na D-hodnost pienést. To ukazuje jednoduchy priklad aditivni
grupy racionélnich &isel R a jeji podgrupy {1} c R. Je totiz rp(R) = rp({1}) =
=1, ale rp(R/{1}) = ¥, nebot R/{1} je direktni soudet Priiferovych grup
G(p*) vzhledem ke vSem prvodislim p. Rovnost
rp(@) = rp(H) + rp(G/H) (5)

dokonce obecné neplati ani pro p-primérni grupu G@. Nebot, neni-li p-primarni
grupa G koneéné D-hodnosti direktnim soudtem cyklickych grup ¥adu p,
t. j. existuje-li g € G, O(g) > p, potom za podgrupu H stadi volit dolni vrstvu
G° grupy @& je totiz podle poznimky 3 r,(G) = rp(G°) a jelikoZz G/G° <+ 0,
je r,(G/G°) > 0, neboli neplati (5).

Véta 7. Pro libovolnou podgrupu H grupy G platt vztah:
' rp(6@) = rp(H) + rp(G/H) . (6)

Dikaz. Budiz §) kanonickd D-soustava grupy H; dopliime ji na kanonickou
D-soustavu & grupy G. Zbytkovou ti{du faktorové grupy G mod H, ve které
le#i prvek g, oznaéme g a mnoZinu takto vzniklych tfid pro vSechny prvky
ge® — § potom oznatme §. DokéZzeme, ze § je D-nezévisla v G/H. Necht
tedy existuje netrividlni linedrni kombinace fy(g;, 92, ---,9n) = 0, g: € § (1 =
=1,2,...,n). Potom odtud dostdvame vztah '

fl(gla 92"":gn) =h, g,G@—«fc’ (@: L 2,...,%), heH.

Je-lih =0, je f1(g1, 92 ---» gn) & tedy if1(g1, Gos -+ ) trividlni. Je tedy b == 0,
t. j. ‘
: 0+ k.h=folby, gy eoer Bm)s By (G1=1,2,...,m),

odkud 0 + fy(hy, hs, .-, hun) = [1(91> G2s ---» n); t0 Je spor s D-nezdvislosti
D-soustavy ®. Jeliko podle véty 4 je ry(G/H) = m(F) = m(G — ), dosté-
vame ihned (6).

Vygetiime nyni, jaké podminky musi sphiovat grupa G a jeji podgrupa
H c G, aby platila rovnost (5). K tomu tdéelu dokaZme nejprve nasledujici
lemmata a véty, které jsou dileZité i samy o sobé.

* Lemma 9. BudiZ G Abelova grupa; necht G; (1 =1, 2, ..., k) je podgrupa grupy

G téch prok ge @, pro né& je O(9) = p?, j =1, p prooislo.r?) Jestlize plati
m(Gr) = X (resp. m(Gy) > © pro kardindlni &islo v = &), pak téZ pro kazdy
wndexr 1=1,2,...,k — 1 plati m(G;) = ¥, (resp. m(G,) > 7).29)

19) T.j.p?.g =0.Jetedy G2 G, 2...2G,.

) Stejnym zpasobem doké%eme implikaci: JestliZe o je nekonedné regulérni kar-
dinélni &islo, a je m(G,) = o, potom m(G;) = o pro kaZdy indexs =1, 2, ...k — 1.
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Dukaz. Dikaz provedeme tGplnou indukei; ukdZeme, Ze z nerovnosti m(G;) =
= ¥, plyne ihned nerovnost m(G;_,) =% (=%, k—1,...,2). Necht je
naopak m(G;_;) < ¥,. Potom existuje prvek g, ;e G;_;, Ze mnoZina YeSeni
rovnice

P.-T=giq ()

v grupé G; mé mohutnost o;_; = ¥, Jinak totiZ dostdvame proti predpokladu
m(G;) < m(G;_,) - X = X,. Ovi¥em, je-li g, YeSeni rovnice (7), potom kazdé
jiné Yeeni této rovnice m4 tvar ¢; + g,, ¢, € G;. Tedy m(G;) = N,, ale protoZe
G;_, 2 G,, dostdvame m(@,;_,) = m(G,;) = ¥,, coZ je spor s piedpokladem.
Druhé tvrzeni s ostrou nerovnosti dokdzeme snadno stejnym zpasobemn.

Lemma 10. Budiz IMM mnoZina véech Fesent rovnice
n.x=g,, 0=g,eG, n plirozené ¢islo, (8)

v grupé G. Potom je budto M = @, nebo plati:

je-li rp(G) = %, je m(M) < rp(G),2)

je-li T (G) < %, je téZ m(M) < ¥,.

Dikaz. Necht existuje Yefeni rovnice (8); oznadme je g', t. j. n.g" = g,
Vsechna ostatni feSeni rovnice (8) v grupé G jsou pak pravé prvky tvaru
g=9 +h he@G n.h=0. Oznaéme G™ podgrupu grupy G viech prvku
h e @, pronézn . h = 0. Je tedy zfejmé m(G™) = m(M).

Dokazme nejdiive prvni éast tvrzeni; piedpokladejme, Ze toto tvrzeni
neplati, t. j.

m(TM) > rp(6), &l m(G®) > (). (9)
Budiz
Gm = 3/GE) | (10)

rozklad grupy G™ na p-primarni komponenty, jich% je ziejmé koneény podet,
a ™ redukovand kanonicksd D-soustava grupy G™, UkéZeme nejprve, Ze za
predpokladu (9) plati m(G™) = m(G™), t. j. rp(G™) = m(G™). Predpoklé-
dejme tedy, Ze nase tvrzeni neplati, t. j. Ze

m(Gm™) < m(G™) . 4(11)

Jelikoz podle lemmatu 6 redukovand D-soustava G® je sjednocenim reduko-
vanych D-soustav @5%; jednotlivych p-primarnich komponent G{;} v rozkladu
(10) a jelikoz z predpokladu m(G™) > ry(G) = ¥, plyne existence prvoéisla
Do, Pro n&Z m(G)) = m(G™), je potom pro toto prvodislo p, nutng

m(GR)) < m(G3), m(GP) >r,(G) = %. (12)

2) Je-li G aperiodickd, M = @, je ovemn m(M) = 1. Jestlie @ = G(c0) + EI’G‘(p),
Le
G(0) = {g}, m{I) = pu 2 ¥ a je-lin = p, gy = n . g, je potom m(M) = r,(F) = p.
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Pii tom, protoze tady prvki z Q) jsou omezeny, pro vhodné piirozené k
(volme %k nejmensi mozné) a'libovolny prvek g e Gfpz)‘ je O(g) < pk. Uvazujme

nyni koneénou klesajici posloupnost podgrup
Gy =G> G 2...0G,2G 0,

kde @; je podgrupa grupy G, t&ch prvki g, pro jejichz ¥ad plati vztah
0g) S phli=lk—1,...,21).2)

Pii tom si uvédoméme, Ze.redukovani D-soustava @(; ) Po-primarni kompo-
nenty G{;), grupy G Je téz redukovanou D-soustavou kazdé podgrupy

GGer=k—1,Fk—2,.. 1). Jelikoz plati (12), dostdvame podle lemmatu 9
ihned m(G,) > rp(G) = Ro. Odtud vidime, Ze
m(GP) = ¥ .2) (13)

Kdyby totiz platilo m(@{)) < %, bylo by téZ m(G,) < X, nebot kazdy prvek
g1 € Gy je podle lemmatu 2 linedrni kombinaci prvkd z G, a vSech mo#njch
takovych linedrnich kombinaci je ziejmé konedny podet. Jelikoz podle (12)
a (13) m(G3)) > m(BF)) = ¥, dostdvime opétnym pouZitim druhé &isti
lemmatu 9 m(G,) > m(G3)). S druhé strany vsak kazdy prvek podgrupy G,
je linearnf kombma(n prvki z D-soustavy &), a tedy podle (13)
m(G,) = m (87) . % = m(6f)) .

Tim jsme v8ak odvodili z piedpokladu (11) spor, takZe za piedpokladu (9) je
skuteéng r,(G™) = m(G™) = m(G™). Z této rovnosti a ze vztahu (9) dostd-
vime rp(G™) = m(G™) > ry(GF), G C @, coz je ve sporu s vétou 6. Tedy
nebyl sprévny ani pfedpoklad (9) a je skuteéné m(IM) < r,(G).

Druhé tvrzeni dokdZeme téZ pouzitim lemmatu 9. Necht za predpokladu,
Ze rp(G) < ¥, plati m(IM) = ¥, t. j. m(G™) = ¥,. Potom nutné v koneéném
direktnim rozkladu (10) podgrupy G™ pro vhodné prvodislo p, je

m(G{h) = X

Ponechajice oznadeni z prvni &isti dikazu, dostdvdme odtud podle prvni
dasti lemmatu 9 m(@,) = ¥, Potom oviem, protoze kaZdy prvek grupy a, je
linedrni kombinaci prvka z G, méme m(Gj)) = x,; protoze GE)C @G, je
podle v&ty 6 r,(G57)) = ry(&), a tedy

(@) 2 1p(GG)) = m(GG)) = %,
coZ je spor s pfedpokladem lemmatu 10. Celé lemma 10 je dokazano.
Véta 8. Je-li t)(@) = ¥, resp. je-li m(G) > 8,24 potom je rp(G) = m(G).
Diikaz. Necht nejprve r,(@) > X,. JelikoZ pro kazdy prvek 0 = g € G plati

) 0 =g = k. g= f(ﬂ)(gv Jos -5 Im) » gi € G (=12, :m) ’
22) Dokonce viech prvki g € G, pro né% plati, #e pi .g = 0 (i =k, k — 1, .-.» 2, 1).
23) Nerovnost mo¥no samoztejmé zlepsit: m(@w y) > Tp(G) = %
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kde & je D-soustava grupy G, a jelikoz podle lemmatu 10 je mohutnost mnoZiny
M Fefeni rovnice (8) v grupé G pro kazdé piirozené n nejvyse rovna D-hod-
nosti grupy @, snadno zjistime, Ze

m(@) < m(My,) . % . m(B) . ¥ = 15(F) . m(G) =rp(G).

S druhé strany plati trividlné m(G) = rp(@), éimZ mame dikaz prvniho
tvrzeni hotov.

Abychom dokazali druhé tvrzeni, ukadZeme, Ze nerovnost r,(G) = ¥, je
disledkem nerovnosti m(G@) > ¥,. Predpokladejme za tim ddelem opak, t. j.

rp(d) < 8. (14)
Z lemmatu 10 dostdvame, Ze pro kazdé n ma rovnice (8) pouze koneéné Feseni,25)
a tedy jeli B D-soustava grupy @, je m(@) < X;.m(G) . %, = ¥,, nebot
m(@) < ry(G) podle véty 4. Tim jsme odvodili z pfedpokladu (14) spor s ne-
rovnosti m(G) > ¥;; celd véta 8 je dokdzdna.

Véta 9. Je-li rp(G) = &, (nebo m(G) > ¥%))," potom pro libovolnou podgrupu
H C G plati rovnost (5).

Dikaz. Podle véty 7 plati nerovnost (6). Je dale ziejmé m(G) = m(H),
m(@) = m(G/H). Jelikoz podle véty 8 je rp(6¢) = m(G) = m(H) + m(G/H),
a trivialné m(H) = rp(H), m(G/H) = r,(G/H), dostavame r,(G) = rpy(H) +
+ rp(G/H); véta 9 je dokdzana.

Abychom popsali téz piipad, kdy plati (5) pro grupy, jejichz D-hodnost je
konelna, zavedme pojem slabé servantni podgrupy v dané grupé.

Definice 6. Podgrupu H grupy G nazveme slabé servanini v G, jestlize kaidd
zbytkovd tida grupy G[H Fddu prvobiselného obsahuje prvek téhof Fddwu.2¢)

Véta 10. Je-li v,(G) < 8y, potom pro jeji podgrupu H C G platt rovnost (5)
prdvé tehdy, je-li H slabé servantni v G.

Dikaz. JelikoZ pro pfipady & = 0 nebo H = 0 jsou implikace v obou smé-
rech trividlni, pfedpokladejme H #+ 0.

Necht podgrupa H je slabé servantni v G. Budiz = (i, &s, ..., k,) reduko-
vané D-soustava grupy H (podle véty 6 a véty 4 je konednd) a G =(g,),,

#4) Je-li @ periodicka grupa, jeji% prvky maji ohranifené fédy, potom z dikazu véty 8
vidime, #e k platnosti ry(G) = m(@) stadi pfedpoklddat m(G) = ¥,. P¥iklad grup G(p=),
G( ) viak ukazuje, %e v piipad¥ obecné periodické &i aperiodické grupy nutno predpokla-
dat ostrou nerovnost.

25) Zde jsme se v¥ak mohli obejit bez druhé 8ésti lemmatu 10, nebot k nafemu udelu
stadi tvrzeni, Ze kaZdé tato rovnice mé nejvyse spoletnd feseni, coZ plyne ihned z prvni

o0
&ésti lemmatu 10: utvofime totiZz grupu Gy = G 4 T’ G4(p), rp(Gy) = ¥, a dale je vie
i=1
ziejmé.
26) Ekvivalentni je definice: Podgrupu H grupy G nazveme slab& servantni v G,
]esthie ka¥dé rovnice p . = h, 0 & h € H, p libovolné prvodislo, kterd mé fefeni v grupé

G, mé té% YeSeni v H. Je-li G a.perlodmka grupa, ‘potom oviem pojem slab& servantni
a servantni podgrupy splyvé.
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redukovana D-soustava grupy @/H. Podle p¥edpokladu existuji prvky g,¢ @ -
takové, Ze
9.¢9., 0g)=0(@,), cel ) (15)
Oznatme @& = (g,),,;. DokaZems, 7e¢ mnoZina & = @ u § je D-nezivislé.
Vysetfujme linedrni kombinaci
ky by +ky by + ...+ k. b, + 1, .gh—{—lz.gls +..+1l.g9,=0;
potom je l,.g, + 1.9, + ... + 1.9, =0, &l li.g,=0,1=12,..,5 a

tedy podle (15) ;. 9, = 0,i=1,2,...,s. Potom ovéem %, . h; = 0,5 = 1, 2, ...
., 7. Dostdvéame tudiZ nerovnost
p(@) 2 m(6) = m(H) + m(6) = rp(H) + rp(G/H)®)
a jelikoZ podle v&ty 7 plati (6), je skutedns (5).
Necht naopak plati rovnost (5). Budtez § = (hy, by, ..., &,), & = (hy, ko, ...
s Bps @1, G, - -, ;) redukované D-soustavy podgrupy H a grupy G, t.j. § c ©.

Ozna,cme zbytkovou t¥idu faktorové grupy G/H, v niz le#i prvek g;, symbolem
gsjeg: + 0(i =1,2,...,s). P¥i tom z¥ejm& pro kazdy index ¢ plati:

je-li O(g;) = p, je 0(g;) = p, je-li O(g;) = oo, je O(g;) = o .
Stejnjrm zptisobem jako v diikaze véty 7 dokdZeme, ¥e mnoina & = (9;, o, - - -

.»9s) je D-nezévisla. Jelikoz plati (5), je tedy ® redukované D-soustava.
grupy G/H.

Budiz nyni g € G/H, O( g) = p, kde p je prvoéislo Pak je podle lemmatu 6
a lemmatu 2 ¢g=f(g,, ga ---, ;). Odtud pro geg dostdvame g = (g5, g, - - -

-s9s) +h, heH, &li g—heg, g—h=Ff(g,,9s....9,). Pii tom oviem
O(f(91> 2> - -+ 9s)) = O(f(91> G2, ---, 95)), nebot @ je D-nezdvisl4d mnoZina a
O(g;) =0(g:), 1=1,2,...,s. Tedy O(g — k) = O(9), g — h e g, &imZ je celd
véta 10 dokdzana. ’

Z véty 9 a véty 10 ihned vyplyva néasledujici tvrzeni.

Korolar 1. Je-li H servanini podgrupou v Abelové grupé G (nebo je-li specmlné
direktnim séitancem této grupy),?®) potom platt rovnost (5).

Pozniamka 5. Uvedeme jednoduchy pifklad, ukazujici, Ze z platnosti (5)
neplyne jesté, Ze podgrupa H je servantni v G. Zaroveri nam tento p¥iklad
ukéze, Ze pojem slabé servanini se nekryje s pojmem servanini podgrupy v dané
grupé. Budiz ¢ = G(c0) + G(p), G(0) = {9}, G(p) = {g:}, H={P.¢: + 95}
Je ziejmé, Ze H meni servantni v @, nebot rovnice p?.z = p?. g, mé ¥eSeni
g, € G, nems viak ¥efeni{ v podgrupé H.®) Snadno ale zjistime, ze faktorova

27) Je-li O(g,) = p,, plyne toto tvrzeni z pfedpokladu slabé servantnosti podgrupy
H v @, je-li 0(g,) = , je tvrzeni trividlni.

28) Odtud 6% vidime, Ze ® je konetné.

) Toto plyne uZ oviem z véty 6.

30) Viechna Fefeni maji tvarg, + & - gz k=1,2...p—1,p)..
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grupa G/H je isomorfni cyklické grupé ¥adu p2, vytvoiené zbytkovou t¥idou
g1, v niz lezi generator g, grupy (o). Tedy rp(G) = 2, rp(H) = 1, r,(@/H) =1
a vztah (5) plati.

4. Zavérecné poznamky

Obsahem tohoto posledniho odstavece jsou dvé véty o Abelovych grupach
koneéné D-hodnosti a pozndmka k Priiferové pojmu hodnosti Abelovy grupy.
Zatim co jsme v predchézejicich dvahich nepouZivali Zadnych hlubgich vy-
sledkd teorie Abelovych grup, odvoldme se nyni na néktera tvrzeni pfipomenuté
v piipravném odstavei 1.

Na rozdil od aperiodickych grup koneéné D-hodnosti (které, jak zndmo,
nejsou obecné direktné rozloZitelné na podgrupy D-hodnosti 1) plati toto
tvrzeni:

Véta 11. Periodickd grupa G koneéné D-hodnosti n je direktnim souliem n
grup D-hodnostt 1, t. j. primdrnich cyklickych grup a grup typu p* (vzhledem
k rizngm prooislam p).31)

Dikaz. Predné ihned vidime, Ze periodické grupy D-hodnosti 1 jsou prave
primérni cyklické grupy a grupy typu p®. Jelikoz grupu G mbaZeme direktnd
rozloZit na p-primarni komponenty, jejichz D-hodnost je také koneéna, stadi
vétu dokazat za predpokladu, Ze G je p-primérni. Dukaz provedeme tplnou
indukei. Je-li » = 1, je tvrzeni véty trividlni; predpoklidejme, Ze pro p-pri-
marni grupy D-hodnosti » — 1 = 1 tvrzeni plati. JelikoZ z grupy G miZeme
vidy direktné oddélit cyklického séitance nebo grupu typu p®, méme G =
= G + G, rp(G,) = 1. Potom podle véty 6 je ry(@')=n—1, a tedy

n-1 n

(t=1,2,...,m), q. e. d.

Z véty 11 dostavame ihned nasledujici dasledek.

Korolar 2. Redukované periodické Abelovy grupy koneéné D-hodnosti jsow
prdvé koneiné Abelovy grupy.

Véta 12. Smisend Abelova grupa G komecné D-hodnosti je Stépitelnd.

Dukaz. V disledku ry(G) < X, mé té% periodicka ¢ist P grupy G koned-
nou D-hodnost a je tedy podle véty 11 koneénym direktnim soudtem cyklic-
kych grup a grup G(p®). Prvky koneéného direktntho souétu cyklickych grup
maji v8ak ohranidené ¥ady, takze P je direktnim séitancem G. Véta 12 je do-
kazéna.

Poznidmka 6. H. PRUFER (viz [2]) definuje pojem hodnosti Abelovy grupy
G takto (oznaéme ji rp(@)):

31) Z dikazu této vty je patrno, Ze stali piedpoklddat, aby ka¥d4 p-priméarni kompo-
nenta grupy G' méla koneénou .D-hodnost.
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Je-li G nenulovd, koneénd a je-li & soustava generdtord, této grupy o nejmensim
poltu prokd, potom rp(G) = m(8). Je-li G nekonetnd, oznacme & = (I'),,
systém vdech komebnych podmmnofin prokd grupy G; necht &,, ve I je soustava
generdtori o nejmensim poltu prokd podgrupy grupy G, vytvoiené proky z I' (ve I).
Oznaéme m(®,) = n,. Bxistuje-li v mnoZiné pfirozenych &isel (n,),, mawxi-
mdlni proek n, , potom rp(G) = n,; neexistuje-li takovy prvek (t. j. tato mnoZina
je neokranifend), je rp(G) = co. Pro nulovou grupu G je rp(G) = 0.

Snadno se pfesvédeime, Ze pro p-primérni Abelovy grupy splyvéd pojem
D-hodnosti s Priiferovou definici hodnosti Abelovy grupy v tom smyslu, Ze
libovolné nekoneéné D-hodnosti odpovidd Priiferova hodnost co. Predpokla-
dejme nejprve za tim tdelem, Ze p-primérni grupa G(,) je konetna. Potom je
G, koneénym direktnim soudtem p-primarnich cyklickych grup a vidime ihned,
Ze

rp(Gin) = rp(Gp) - (16)

Predpokladejme dale, Ze rj,(G(,)) < ¥%. Budiz I' libovolnsd koneénd mnoZina
prvki z G, a G, konetnid podgrupa grupy Gi,, vytvoteni prvky z této
mnoZiny; tedy 1,(G,) < rp(G)- Jelikoz G, je konetnd, dostdvéme
rP(G(p) = rD(G(,)) < r1p(Gp)- S druhé strany viak pro konenou dolni vrstvu
G(,,) grupy G, je podle predchozi tvahy a poznimky 3 rp(G,) = rD(G(,,)) =
= rp(G,y), takZe skutedné plati (16).

Je-li nakonec r,(Gy,) = ¥, potom dolni vrstva G, je direktnim souétem
nekoneéné mnoha cyklickych grup G(p), takZe ihned dostavame rp(G(,) = 0.

Stejnymi dvahami, vyuZivajice zndmé véty o rozkladu Abelovy grupy
s konednym podtem generatorlt na direktni soudet cyklickych podgrup, se
snadno presvédéime, Ze plati, je-li grupa G aperiodické,

rp(G) =1p(G), (17)
a Ze pro libovolnou Abelovu grupu G plati -
(@) < 15(6) ; (18)

pti tom oba vztahy (17) a (18) chdpeme v p¥ipadg, je-li rp(G) = oo, ve zfejmém
smyslu. P¥iklad konené cyklické grupy  z pozndmky 1 pak ukazuje, Ze vztah
(18) mezi Priiferovou hodnosti a D-hodnosti Abelovy grupy muzZe byt ostrou
nerovnosti; je totiz ziejmé rp(E) = 1, rp(E) = n, n = 2.
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PeszoMme

D-PAHT' ABEJIEBOI T'PVIIITBI

BIACTUMUJ OJAB (Vlastimil Dlab), IIpara.
(IToctynnio B pegaxnuio 9/IV 1956 1.)

ABTOp Ha3HIBaeT B CTaThe MHOKECTBO 3JIeMeHTOB (g,),.; abelleBoi Ipymnmsr
G D-nesagucumbli, eCIE U3 BCAKOTO COOTHOIMEHUS

kl°gzx +k2'gt, +-~- +kn-gzn= 0;
k; — memble wmCTa, 77 — NPOM3BOBEOE HATYPAIbHOE 9HCIIO, BEITEKAeT k;. g, =
=0 (¢=12,...,n). OnEaTHEHIE XapaxkTep OIpeleleHHs obecmedmBaeT
CYIecTBOBAHAE MAKCUMAALHOU Aukelino D-nezasucumoli cucmemst (OTIAIHEIX
OT HYJIS 37IeMeHTOB); ONHAKO, ee MOIIHOCTh B o0IleM ciIyuae He ABJAETCA HH-
BapuaHTOM rpynnmsl G (3amevanue 1). Ho ecnm ke G(,) ABIAGTCA HeHYIEBOH
p-IpEMapHOM TPYNNOH, TO BCe MAaKCHMalbHEE JHHeHHO D-He3aBECHMEe
cHECTeMHl (KOPOTKO D-CHCTeMEI) EMEIOT OFHY E TY 3Ke MomHEOCTH (Teopema 1),
Koropy HazoBeM D-paweom rp(Gy,) rpymosr G, mas G) = 0 DoxoREM
rp(GQ(p)) = 0. D-parr r,(G) obmeil BeRyIeBoi abeaeBod TPyNULl G ompemeamM
ypaBHeHZEM
(@) = ¥(@) + % tp(Py) »

npuwieM P = 3P, ABIAercA NPAMEIM DAa3JIOKeHHeM IepPHONMICCKOH FacTHm
?

rpynnsl G Ha p-IpEMapHEe KOMIOHeHTH, a r(G) os3HagaeT paHr (B OGHIKHO-
BeHHOM cMbiciie) rpynnsl G. Ecam rpynna G aBiseTca HeEYIeBOH, TO, 096BHIHO,
(@) > 0, ecmu G — rpynna 6e3 KpyueHHd, TO I'p(G) = r(GF).

U3 Bcex D-crcrem rpynnsl G ocoboe MecTo 3aHAMAIOT kKaHonudeckue D-cucme-
Mbl, T. €. TaKze D-cHcTeMB, KaKAHH 13 3716MEHTOB KOTOPEIX ABIAETCS SIeMEHTOM
7z GecKOHeYHOr0 MOPAAKA MM HOPANKA, PABHOTO CTENEHH IPOCTOTO YHCIIA.
Ecnn @ — xamoEm9eckas D-cumcremMa rpynns G, 1o

m(@) = ry(@) ;) 1)

ecnm jxe rp(G@) KOHeYeH M eCIM KaKOe-EOYHOs D-HezaBACHAMOE MHOIKECTBO
& snementoB rpynns @ ynosiersopsier ypaBHeHmIO (1), To & ecTh RaEOHEIIEC-
Kadg D-cucrema rpynonst G (Teopema 2 m Teopema 3). Jlamee, cupasenmmsa
TaKIKe

Teopema 5. IIycte M = (B;)y., — cosokynrocmyv ecex D-cucmem Heryaegoil
2pynnwr @; obosnauum m(S;) = Ay das 6 e A. Toeda mHomcecmso KapdOuHany-
nox wucen A = (05)s.4 CoOepmcum Haubosvusud saemenm Ay u Ay = rp(G).
ITpumom mromcecmso A codeprcum moavko 00ur snemenm rp(G@) moeda u moavko

1) CumBoaoMm m(IM) o6osHaueHa MOmEHOCTH MHO;ecTBa M.
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moada, ecau ¢ cucmeme M cywgecmeyem zromv 0dna Geckomeunas D-cucmema
&,,, wau ecau nce nepuoduueckas uwacms epynne G gasemcs p-npuMaprol
<
uAl HYAegol.
Teopema 6. [Jas nodepynnst H C @ cnpasedauso rp(H) < rp(G), 0aa npamoi
cymmst G = 5" @, umeem mecmo ri(G) = (@)

tel el

Basxuoe 3mauenme mMeer yTBepKIeHme JeMMH 10, IpH mOMOINE KOTOPOM
IOKa3BIBaeTcA Teopema 8.

Jlemma 10. ITycmv IMN — mroocecmeo ecex pewieHuil YpasHewus n.x = go,
0 =+ g, € G, n — namypasvroe wucao, 6 epynne &. Toeda uau M = § uau cnpased-
AUBHL YMEEPHCOCHUA:

Ecau rp(@) = %y, mo m(M) = ry(G); ecau rp(GF) < %, mo m(M) < X,.

Teopema 8. Ecau rp(GF) = ¥, (zau m(F) > ¥,), mo rp(F) = m(G).

B Teopeme 7, B reopeme 9 u B Teopeme 10 mccreAyIOTCSA YCIOBHSA, HPH KOTO-
peX Ans mogrpynusl H C Gf mMeeT MecTO COOTHOMEHMe

rp(G) = rp(H) +1,(G/H) . (2)

C 2TOH mensi0 BBOTHETCA HOHATHE ¢a60 cepBaHTHON HONTD YIIIEL

HMoprpynny A rpynns G HasmBaeM crabo cepeanmruoill ¢ @, ecndm wazgyuid
xnacc ¢axrop-rpynnsl GJH, TOpPAROK KOTOPOr0o paBeH IPOCTOMY YHCIY,
COMePYKUT HTEMEHT TOrO Ke HOPsfKa.

Teopema 9. Ecau rp(@) = 8, (usz m(G) > 8,), mo das wwboi nodzpynnsr
H C @ cnpasedauso coomnowenue (2).

Teopema 10. [Juas epynnw G, rp(G) < ¥y, u ee nodepynnst H C G umeem mecmo
pasencmso (2) mozda u moavko moeda, ecau H ssasemes caabo cepsarnmmoii ¢ G.

Haxosen, B Teopemax 11 m 12 roBopuTcs 0 DepPHOJWYECKEX X CMEMIAHHEIX
rpynmax, HMeroInx KoHeaHsd D-panr; cpaBumBaerca J-pasr ¢ onpedeaeHuem
panza rp(@) abenesoi rpynunoi G, dannsiu Ipogepom. B caydae p-mpmmaprOK
IPYOOH W B cydae TPYOOE Ges KpydeHus Beerfa Ip(@) = rp(G); B obmem
MOKHO TOJIBKO YTBep;KHaTh, 9T0 Ip(() < rp(@). (3amenanue 6.)

Zusammenfassung
D-RANG EINER ABELSCHEN GRUPPE

VLASTIMIL DLAB, Prag.
(Eingegangen am 9. April 1956.)

Der Autor nennt in der Arbeit eine Menge (9,),.; von Elementen der abel-
schen Gruppe G D-unabhingig, wenn jede Beziehung

kl'gtl+k2'g¢,+'-'+kn'gt,,=0
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bei ganzen k; und beliebigem natiirlichem » k;.g,, =0 fir alle ¢ =1,2,...,n
nach sich zieht. Der finite Charakter der Definition garantiert die Existenz
eines maximalen D-unabhdngigen Systems (von Null verschiedener Elemente),
dessen Méchtigkeit aber im Allgemeinen kein Invariant der Gruppe G ist (Be-
merkung 1). In einer nichttrivialen p-primiren Gruppe G, haben aber alle
maximalen D-unabhingigen Systeme (kurz D-Systeme) dieselbe Michtigkeit
(Satz 1), die wir den D-Rang rp(G(,) der Gruppe G,y nennen; fiir G, = 0
definieren wir r ,(G(,)) = 0. Den D-Rang r,,(G) der allgemeinen abelschen Gruppe
G definieren wir durch die Beziehung

rp(¢) =1(G) + Drp(Piy) ;
2
hier ist P = 3'P, die direkte Zerlegung der maximalen periodischen Unter-
P

gruppe in p-primidre Komponenten und r(@) der Rang der Gruppe (im
gewohnlichen Sinne). Wenn die Gruppe G nichttrivial, d. h. von der Null-
gruppe verschieden, ist, so ist offenbar rD(G) > 0, ist die Gruppe G torsionsfrei,
so ist r(G) = r(G).

Unter den D-Systemen der Gruppe G sind besonders wichtig die kanonischen
D-Systeme, d. h. diejenigen D-Systeme, deren jedes Element entweder eine
unendliche oder eine Primzahlpotenzordnung hat. Wenn' @& ein kanonisches
D-System der Gruppe G bedeutet, dann gilt die Gleichheit

m(®) = rp(G) 1); (1)

im Falle, daB r,(G) endlich ist und irgend eine D-unabhingige Menge & der
Gleichheit (1) geniigt, ist & ein kanonisches D-System der Gruppe @ (Safz 2
und Satz 3). Weiterhin gilt:

Satz 5. M = (Gy)s.4 set das System aller D-Systeme einer mnichitrivialen
Gruppe G, bezeichnen wir m(®;) = A; fir jedes 8 € A. Dann hat die Menge A =
= (44)sca der Kardinalzahlen 2, ein groftes Element 4; und es ist vp(G) = As,.
Hierbei enthdlt die Menge A gerade ein einziges Element rp(G), wenn und nur
wenn m System M wenigstens ein unendliches D-System O, existiert, oder wenn
die maximale periodische Untergruppe der Gruppe G p-primdir oder trivial ist.

Satz 6. Es ist fir die Untergruppe H C G rp(H) < rD(G) und fir die direkte
Summe G ="' G, rp(@) = ZrD(G)

el
Die Aussage, die im I—Iﬂfssatz 10 enthalten ist, ist besonders wichtig; mit
ihrer Hilfe ist dann der Satz 8 bewiesen.

Hilfssatz 10. M sei die Menge aller Losungen x € G der Gleichung n . x = g,
wo n natirlich und 0 =+ g, € G ist. Dann ist entweder M = @ oder es ist furrp(G) =
= 8, m(M) < rp(G) und fir (@) < ¥, ebenfalls m(M) < x,.

1) m(9M) ist die Michtigkeit der Menge M.
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Satz 8. Falls rp (@) = ¥, (bzw. m(G) > ¥,) st, 80 ist rp(G) = m(G).
Die Sidtze 7, 9 und 10 untersuchen, unter welchen Bedingungen fiir die
Untergruppe H C @ die Beziehung

rp(@) = rp(H) +1p(G/H) (2)
richtig ist. Zu diesem Zweck fithren wir den Begriff der schwachen Ser-
vanzuntergruppe ein:

Die Untergruppe H der Gruppe @ nennen wir eine schwache Servanzunter-

gruppe in G, wenn jede Restklasse der Faktorgruppe G//H von Primzahlordnung
ein Element dérselben Ordnung enthilt.

Satz 9. Falls r(G) = ¥, (bzw. m(G) > &) ist, dann gilt fir jede beliebige
Untergruppe H C G die Beziehung (2). ’

Satz 10. Falls r,(G) < X, wst, dann gilt fir ihre Untergruppe H C G die Gleich-
heit (2) dann und nur dann, wenn H eine schwache Servanzuntergruppe in G ist.

Am Ende werden in den Sétzen 11 und 12 die periodischen und gemischten
Gruppen von endlichem D-Range untersucht, und es ist der D-Rang mit der
Pruferschen Definition des Ranges rp(@) der abelschen Gruppe G verglichen.
Fiir p-primére und torsionsfreie Gruppen ist immer rp(@) = r,(@); im Allge-
meinen gilt allerdings nur die Beziehung rp(G) < r,(G). (Bemerkung 6.)

334



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T15:01:54+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




