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(‘.asopls pro péstoviani matematiky, ro¥. 81 (1956)

POJEM A EXISTENCE GEODETIKY V METRICKYCH PROSTORECH

VERA KOPECKA, Praha.

(Doslo dne 15. bfezna 1955.) DT: 519.54

Hlavnim cilem tohoto &lanku je dukaz existence geodetiky mezi
dvéma body v metrickém prostoru, jehoZ kaZdé uzaviend omezens
Sast je kompaktni (véta 4). Pritom vSechny zakladni pomocné pojmy
jsou zde definovany. Dukaz existence geodetiky spo¢iva na zavedeni
pomocné metriky, kteréd v podstaté vyjadiuje délku hledané geodetiky.

Clének je myslen jako tuvodni k daliimu &lénku, ktery bude po-
jednévat o geodetikach v jistych specidlnich prostorech.

Nagim prvym ukolem bude zavést jisté pojmy, se kterymi budeme déle pra-
covat, a dokazat pro né jisté vztahy.

Umluva 1. Vzdélenost dvou bodat @, b v metrickém prostoru P budeme
znatit |a, b|.

Definice 1. K#ivkou ¢ v intervalu J budeme nazyvat spojité zobrazeni in-
tervalu J do metrického prostoru P takové, Ze v zaddném intervalu J, C J
neni ¢ konstantni.

Je-li J uzavieny interval {«, 8>, pak bodu ¢(x) (resp: ¢(B)) budeme tikat
poldteént (resp. koncovy) bod k¥ivky .

Definice 2. BudiZ ¢ kfivka v intervalu {x,f) (—w < a < f < + ).
Délentm D intervalu {x, f) nazveme kazdou koneénou posloupnost &isel {f,, ¢,,
t, ..o by}, prokterou o =4 <) <t < ... <l =4. .

Znakem 8(D) = 8,(D) budeme znad&it soudet

SD) = 3, Jolt) , olti-1)]

Supremum viech &isel S(D) pro viechna mozné déleni D intervalu {x, §)
nazveme délkou k¥ivky ¢ a tuto délku budeme znadit L(x, ) = Lg(x, B).

Tedy L,(x, f) = sup S(D) > 0.
D .

Poznémka 1. Mife oviem byt L(x, p) = + . Jeli L(x, ) < +oo,
budeme ¥kat, Ze kfivka ¢ mé koneénou délku (v {x, B))-
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Poznimka 2. Je ziejmé, Ze pro kaidou kfivku ¢ v intervalu {(x, f) plati
L(x, B) = |p(=), 9(B)]-

Véta 1. BudiZ « < f <y a budif ¢ kiivka v intervalu {x,y). Potom plati
L(oc, 7) = L(O(, ﬂ) + L(ﬁ’ 7)- .

Dikaz: Budiz D libovolné déleni intervalu <{x, 8> a D’ libovolné dé&leni
intervalu <8, y>. Je tedy S(D) + S(D’) < L(x,y), neboli S(D) < L(x, y) —
— 8(D’). Tato nerovnost plati pfi pevném D’ pro viechna D, je tedy L(x, f) <
< (L(x,y) — 8(D’) neboli S(D') < L(x,y) — L(x, f). To plati pro vSechna
D,’ tedy je L(ﬁ: 7) g L(“9 '}’) - L(o" ﬂ)’ t. ]

L(x, B) + L(B, y) < L(x, ) (1)

(ptesné vzato odvozeni je spravné jen pro L(x,y) < +o0, ale vysledek je
evidentni i pro L(x, y) = 4 0).

Naopak budiz D libovolné déleni intervalu {(«, y)> a D’ déleni, které vznikne
z D tim, 7e k nému ptiddme délici bod . Je pak S(D) < S(D') < L(«, B) + L(B, y)
pro kazdé D, tedy plati i

L(x,y) < L(x, B) + LB, y) - (2)
Z nerovnosti (1) a (2) plyne tvrzeni nasi véty.

Véta 2. BudiZ ¢ kiivka koneiné délky v intervalu {x, B>. Definujme L(x, x) =
= 0. Pak L(x, o) je spojitd rostouct funkce proménné o pro o € {x, >.

Dukaz: Napied dokaZeme, Ze L(x, o) je funkce rostouci. Za tim tdelem
zvolme y a d tak, aby platilo « < y < 6 < B a dokazme, Ze je L(y, §) > 0.
Je-li ¢(y) = @(d), plyne tato nerovnost ihned z poznamky 2. Je-li viak ¢(y) =
= @(d), existuje ¢&islo 7 tak, Ze plati y < v < d a ¢(y) =+ ¢(z) (podle nasi de-
finice k¥ivky neni totiZ zobrazeni ¢ konstantni v Zddném intervalu). ProtoZe
{7, 7, 6} je déleni intervalu {y, 6}, je L(y, 8) = |p(), ()| + |@(7), ¢(8)], tedy
opét L(y, 8) > 0. Podle véty 1 je oviem L(x, ¢) < + oo pro kazdé o € {«, ),
nebot kiivka ¢ ma, podle pfedpokladu, koneénou délku. Z véty 1 a nerovnosti
L(y, 6) > 0 plyne déle L(x, 6) = L(x, y) + L(y, 6) > L(x,y). Tim je tvrzeni
dokézano.

Abychom dokazali, Ze funkce L(x, o) je spojita, zvolme &islo o, tak, aby pla-
platilo &« < 0, < B. ProtoZe funkce L(o,, o), definovand pro ¢ z intervalu
{ag, B, je rostouci, existuje lim L(c,, 0) = B. DokéZeme, %e je B = 0. Zvolme

tedy e > 0 adéle g, > o, tak, a,f)y bylo L(gy, 0,) — B < & (coz ziejmé je mozno).
Dile zvolme 7 e (0, 0,) tak, aby pro ka?dé o z intervalu <o, 7> platilo
lp(0), p(g,)| < & (existence takového v plyne ze spojitosti ¢). Budiz nyni D libo-
volné déleni intervalu {(g,, 0,>. Pfidanim bodu 7 k déleni D vznikne déleni D’ —
= {Tgp, Ty, Tgs ++vy Tn}, Kd€ Ty = 0y, 7, = 0, & 7, < 7. Protoze L(dp 7;) = B,
plati podle v&ty 1 L(ty, 01) = L(oy, 6;) — B — (L(0y, 7;) — B) < ¢. Je tedy
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8D)< 8 D’) = |p(r)), @(ro)| + E (), @(Tiy)| < e + L(t,, 0,) < 2¢ pro
kazdé déleni D, tedy je L(o,, 0,) = < 2¢. Odtud plyne snadno lim L(oy, 0) = 0
a podle véty 1 dostaneme ihned lim L(v, o) = L(x, o).

00y +

Obdobné provedeme diikaz pro spojitost zleva.

Definice 3. BudiZ ¢ kiivka v intervalu {«, f). Budeme tikat, ze ¢ md za
parametr oblouk, plati-li L,(y, 8) = 6 — p, kdykolia < y < 6 < 8.

Snadno nahlédneme, Ze na kazdé rektifikace schopné ktivce lze zavésti
parametr s tak, Ze tento parametr je oblouk. P¥esné to vyjadiuje

Véta 3. Budi¥ ¢ rektifikace schopnd kfivka v intervalu {x, f>. BudiZ f inversni
funkce k funkci L,(x, ) proménné o a poloZme y(x) = @(f(x)) pro x z intervalu
{0, Ly(x, B)>. Potom je y kitvka v intervalu {0, Ly(x, B)), kterd md za parametr
oblouk.

Dukaz: Funkce f (jejiZ existenci zaruduje véta 2) zfejmé& udivé vzijemné
jednoznaéné zobrazeni viech déleni intervalu 0, L,(«, B)) na viechna déleni in-
tervalu {«, #>. Odtud plyne snadno, Ze plati L (0, Ly(x, B)) = L,(x, f). Stejné
se dokéze, Ze plati L (z,y) = L,(f(x), f(y)) = Le(y,9d), kde Ly(x,y) =z,
L,(x, 8) =y, tedy dle véty 1 L,(x,y) = Ly(x,0) — Ly(x, y) = y — = (pokud
0 2 <y < Ly(x, ).

Definice 4. Necht a, b jsou dva body z metrického prostoru P. O kfivce ¢
v intervalu {«, 8> budeme fikat, Ze je geodetickou kiivkou (geodetikou) mezi
body a, b, kdy% a (resp. b) je potatetnim (resp. koncovym) bodem této kiivky,
a kdyZ tato k¥ivka mé ze vSech kiivek této vlastnosti nejmensi délku.

Nagim prvym tkolem bude zarudit existenci geodetiky mezi dvéma body
alespori v nékterych dilezitych prlpa,dech Hlavnim cilem tohoto &lanku je
. dikaz této véty:

Vé&ta 4. BudiZ U metricky prostor, jehoZ kaidd uzaviend omezend Cdst je kom-
paktnt (na pF. uzaviend Cdst m-dimensiondlniho kartézského prostoru). Lze-li
dva razné body a, b € U spojit kftvkou konecné délky, pak existuje v U geodetika
mezi body a, b.

Dukaz této véty vyzaduje zavedeni fady pojml a odvozeni nékolika po-
mocnych vét.

Definice 5. M&jme metricky prostor P a kladné &islo e. Potom e-Fetézcem
spojujicim body a, b e P nazyvime kazdou konednou posloupnost bodd
{%y, ,, ,, ..., x,}, spliiujici tyto podminky:

a) ;e Pproi=0,1,2,...,n A

b) |#ioy, ;| S eprot=0,1,2,...,n

c) z,=a, z, = b.
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Véta 5. Budiz P souvisly metricky prostor a necht je ddno ¢ > 0. Pak kaZdé
dva body a, b € P lze spojit jistym e-fetézcem.

Dukaz: Budiz R souhrn bodi z P, které lze s bodem a spojit e-fetézcem.
Pak plati:

a) R je mnozina oteviend v P, nebot je-li z ¢ P, je O(x, ¢) C R (O(, ¢) je
kulové okoli bodu = o poloméru &),

b) R je mnozina uzaviena v P, nebot je-li {=,} posloupnost bodii z R, kon-
vergujici k bodu z, potom existuje pfirozené &islo n, tak, Ze je |x,, x| < &,
tedy je v € R.

Mnozina R je neprazdnd (je @ € R), oteviend i uzaviend v P, tedy nutné
R = P, nebot P je prostor souvisly.

Definice 6. Je-li N = {z,, 2,, Z,, ..., %,} libovolnd konednd posloupnost
bod ze souvislého metrického prostoru P, polozme |N| = > |#;—1, %;|- Infimum

i=1

viech &isel |N|, kde N probihd viechny e-fetdzce spojujici body @, b € P na-
zveme e-vzddlenosti bodd a, b a budeme ji znadit o,(a, b).

Tedy o¢,(a, b) = inf |N|.

Pozndmka 3. Je ovSem .
0.(a,b) = |a, b]. (3)

Véta 6. o, predstavuje v P jistou metriku.

Dukaz: a) Vidy je g,(a,b) > 0 a p,(a,b) = 0 tehdy a jen tehdy, je-li
a = b. (Plyne z (3) a z definice p,(a, b).)

b) Plati o,(a, b) = 0,(b, a). (Ztejmé.)

¢) Pro kaZdou trojici bodi a, b, ¢ € P plati nerovnost ¢.(a, b) < o.(a, ¢) +
+ 0.(c, b). (BudiZn > 0a N, = {xy, 2,, @,, ..., 2, } (resp. Ny = {Yo» Y1> Y25 -+ s Ym})

e-fetézec spojujici body a, ¢ (resp. c, b) tak, Ze |N,| = e.(a,¢)+ g‘ (resp.

|V,| < o,(c, b) + %). Potom N = {#, Ty, - .., Ty Y1, Yz -+ Ym} j& e-Tetdzec

spojujici body a, b a plati |[N| = |N,|+ |N,|. Je tedy g.(a,b) < |N|<
< o.(a, ¢) + o,(c, b) + 5. Tato nerovnost plati pro viechna 7, tedy skutedns
je 0@, b) = e.(a, ¢) + o.(c, b).)

Je tedy g, metrikou v P.

Pozndmka 4. Je zfejmé, %e pro 0 < ¢, < &, plati g, (a, d) 2 o,(a,b).

Pii libovolnych a, b € P existuje tedy vlastni nebo nevlastni lim g.(a, b); tuto
e—>0+

limitu ozna&ime g(a, b). Je tedy 0 < lim o,(a, b) = g(a, b) < + ©.

&0 +
Umluva 2. Predpokliddejme a% do konce tohoto pojednéni, Ze prostor P mé
tyto vlastnosti:

165



a) P je souvisly metricky prostor, ktery je kompaktni (tedy P je kon-
tinuum); .

b) propevné a, b € P je g,(a, b) omezenou funkei prom&nné ¢ neboli (@, b) <
<+ o proa,belP.

Muzeme tedy vyslovit tuto definici:
Definice 7. Necht jsou dény dva body a, b ¢ P. Potom limitu lim ¢,(a, b) =

e—0+

= o(a@, b) nazveme vlasini vzddlenosti bodi a, b.
Poznamka 5. Je g(a, b) = |a, b| (viz pozndmku 3).

Véta 7. Viastnt vzddlenost o pFedstavuje v P metriku.

Dukaz: a) Vidy je e(a, b) = 0 a o(a, b) = 0 tehdy a jen tehdy, je-lia = b.
(Je g.(a,b) = 0, tedy podle poznamky 4 a definice g(a, b) je také o(a, b) =
2 0 a je-lia = b, potom je g(a, b) > g,(a, b) > 0.)

b) Plati g(a, b) = o(b, a). (Zfejmé.)

¢) Pro kazdou trojici bodl a, b, ¢ ¢ P plati nerovnost g(a, b) < e(a, ¢) +
+ o(c, b). (Tuto nerovnost dostaneme okamzité pfechodem k limité pro
& — 04 v nerovnosti g,(a, b) < o.(a, ¢) + o.(c, b) (viz v&tu 6).)

Je tedy ¢ metrikou v P.

Poznimka 6. Metrika p(a, b) nemusi byt ekvivalentni s metrikou |a, b|. Na
piikladé 1ze ukézat, Ze funkce p(a, b) na prostoru P nemusi byt omezend; téz
se muze stat, Ze prostor P s metrikou p je sice omezeny, ale pies to neni kom-
paktni.

Véta 8. BudiZ o(a,b) =8> 0, 8 >0, s, > 0, 8, + s, = s. Pak existuje
c € P tak, %e platt o(a, c) = s,, o(c, b) = s,.

Dikaz: Existenci bodu ¢ dokaZeme tak, Ze tento bod sestrojime.
X Ve v sy 7 ]- v 1
Budiz tedy n pfirozené &islo vyhovujici vztahu o < S Polozme n = P

zvolme ¢ > 0 tak, aby platilo e < na s — 7 < g.(a, b). Je g (a, b) < o(a, b) <
< 8 + 7, tedy existuje e-fetézec N = {¥o, Y1, Y - - -» Ym} sPojujici body a, b tak,

1
Ze plati s — n < |[N| < s + 5. Je tedy | V] >8——>8— 8= 8. Rozdélme

nyni N na dva Fetézce N® = {§o, Y1> - Yu}» N& = {Yx, Y11, --+» Ym}. Plati
tedy rovnice |[N|= [N®|+ |[N¥|. S rostoucim indexem £ neklesi |N{|
aje |[N®| =0 <s, pro k=0, |[N{| = |N| > s, pro k = m. Existuje tedy
prvni index k tak, Ze je |N{P| = s Je tedy |N{¥V| <s,, a protoZe je
s 93l S, Jo INP| < (NG9 ¢ < &+ & <+ 71, tedy jo sy < NP <
<8 +7. Dile jo |N®P| = |N| — NP <s-+n—8 =8+ n Oznaime
bod ¥, znakem z, (konstrukce bodu ¥« z4visi na pivodng zvoleném n). Je pak
Q’l(a’ xﬂ) g—_ Q,(a, IE,,) é |N(1k)| é 8 + s Q”(x,,, b) g Qs(xm b) é ]N‘zk)l _g_ 8y + n,
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. 1 )
b Jeey (@ %) S84 s 0,(@, ) sy + -+ Vyberme nyni z posloupnosti

{z.} posloupnost {z.,} (tedy je n; = i), kterd ma tyto vlastnosti:
a) existuje ce P tak, Ze je lim 2, = ¢ (tomuto pozadavku lze vyhovét,

i—00

nebot predpoklddame, Ze prostor P je kompaktni),

1
b) plati |xn, | < T

. 1
Potom ]e 91 (a: C) é 91 (a, x"s) + 9! (x"ﬂ G) g Qj;(a) xﬁt) + ;—g 81 ‘l"

i 1

1 1 : 2 .
+ b -+ ; <s + ? Podobné dostaneme nerovnost g, (c,d) < 8, + T Prie-

chodem k limit& pro 2 o0 obdrZime pak nerovnosti g(a, ¢) < s;, o(c, b) <
< s,
Kdyby viak na piiklad platilo o(a, ¢) < $,, bylo by 8 = g(a, b) < o(a, ¢) +
+ o(c, b) < sy + 8, = s, coi je spor. Je tedy o(a, c) = sy, p(c, b) = s,.
Poznamka 7. Véta 8 plati zfejmé i pro s; = 0 nebo s, = 0.

Vé&ta 9. Necht jsou ddny dva rézné body a, b e P; jejich vlastni vzddlenost
o(a, b) oznacme pismenem 8. BudiZ ddle M spoletnd Cdst tntervalu <0, s>, obsahu-
jict body 0, s. Pak existuje zobrazent ¢ mnoziny M do P takové, Ze plati:

a) ¢(0) = a, (s) = b,

b) je-li ¢, y e M, potom je o(p(2), p(y)) = |z — y|.

Dikaz: Srovnejme M v posloupnost M = {a,, a,, ..., a,, ...}, kde a, = 0,
a, = s, a predpoklidejme, Ze jiZz mame definovdno zobrazeni ¢ mnoZiny
M, = {a,, a,, ..., a,} (n = 1) do P tak, ze plati:

a) (0) = g(a,) = a, ¢(s) = @(a;) = b,

b) o(p(@:), p(ar)) = |a; — ax| pro 0 < 4 < k < m.

(Pro n = 1 stadi zfejmé volit p(a,) = a, ¢(a,) = b.)

Nyni je tfeba definovat ¢(a,.,). To provedeme takto:

BudiZ « ten z bod#t # mnoZiny M,, pro ktery je rozdil a,,, — = > 0 nejmensi
(body z, pro které je a,,,, — * < 0 v M existuji, na pf. = a,). Podobn& budiz
B ten z bodd x mnoziny M,, pro ktery je rozdil  — a,,, = 0 nejmensi (x —
— @41 = 0 na pt. pro z = a,). PoloZme nyni ve vété 8 a = ¢(x), b = ¢(p),
8 =0Qpy —&>0, 8§5=f— Gy >0, tedy s=p — «. PoloZzme déle
@(@,.,) = ¢, kde ¢ je bod prostoru P, o jeho# existenci hovofi véta 8.

Nyni zbyva dokazat, ze plati o(¢(@n)s @(@) = |Gy — @ Pro k=0, 1,
2,...,n (pro k = n + 1 tato rovnice zfejmé plati).

Z véty 8 plyne, ze plati o(@(%), ¢(Fns1)) = Cns1 — %> 0(@(@n41), 9(B)) = B —
— Qpyy-

Predpoklddejme nejprve,
(o B¢ M) a olp(ay), 9(x) =

e je a; = a,,,. Je tedy olp(a), #(B) =B — a
5 — a; (o & ¢ M,). Déle je e(@(a), ¢(@ns)) =
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< e(@(@), () + o(@(®), P(ansy)) = (x — @) + (g — ¥) = G2 — @ Ky
by bylo o(p(@), P(@ns1)) < Gnsy — @, bylo by e(@(ay), tp(ﬂ)) < olp(@), p(@n+1)) +
+ 0(@(@n11); (B)) < (@ns1 — &) + (B — Gpy) = B — coZ je spor, tedy je
e(p(@), P(Ani1) = Anyy — @

Podobné provedeme dukaz pro a, > a,,,,. »

Vé&ta 10. Necht jsou ddny dva body a, b « P a necht je o(a, b) = 8 > 0. Pak exis-
tuje zobrazent ¢ intervalu <0, s> do P takové, e plati o(p(x), p(¥)) = |z —y l
pro x, y € 0, 8>.

Toto zobrazent uréuje k¥ivku, kterd md za parametr oblouk (tedy jeji délka je s)
a tato kfivka je geodetikou mezi body a, b.

Dukaz: Budiz M hustd spodetnad mnozina v intervalu <0, s>, kterd obsahuje
body 0, s. Podle véty 9 existuje zobrazeni y mnoZiny M do prostoru P takové,
Ze plati:

a) (0) = a, y(s) =19,

b) je-liz,y € M, potom je o(y(z); (y)) = lx - y,

BudiZ z €0, s). Zvolme libovolnou posloupnost {x;} boda z M takovou,
Ze plati x; — z (takova posloupnost existuje, nebot mnozina M je podle pred-
pokladu husté). Pak posloupnost {y(z;)} je konvergentni (je totiz [p(z;), p(z.)| <
< o(p(®:), p(@)) = |vi — |, tedy je posloupnost {y(z,)} cauchyovska;
prostor P je v8ak kompaktni, a tedy dplny). Je-li {y;} jind posloupnost boda
mnoziny M, ktera rovnéz konverguje k bodu z, plati pro ni lim y(x;) = Lim y(y,)

£—>00 1—m

(ze vztahu lim |#; — y;| = 0 plyne totiZ — viz pozndmku 5 — lim |p(z;), v(¥:)| =

t—0 i—00

= 0). Polozme ¢(z) = hm y(z;), kde {z,} je libovolnd posloupnost bodi

mnoziny M, kterd mé hmltu z. Z¥ejmé pro z € M je ¢(z) = y(z) (jednou z po-
sloupnosti {x;} Zaddanych vlastnosti je posloupnost, pro kterou stile z; = z).
Vezméme nyni kladné &islo ¢ a dva body u, v € <0, s>. Zvolme dale z, y e M
tak, aby platilo |[u — 2| Z e, v —y| < e a |pu), p@)| e, |p@), @) < ¢
(Ize volit « Zidanych vlastnosti, nebot kdyZ x; — u, potom wu(z;) — @(u)
a podobné pro y). Potom plati g.(p(x), p(v)) < o.(p(%), ¥(x)) + e.(v(x), ¥(¥) +
+ 0.p@), p(0) < & + o(p(@), p¥) + & =26 + [p —y| < 2e + & — u| +
+lu—v|+pp—y <2 +¢c+ lu—v|+e=|u—v| + 4. Pro e >0+
 dostévame tedy o(p(u), ¢(v)) < |u — v|. Kdyby v tomto vztahu platilo
znaménko nerovnosti, bylo by (pfedpoklddejme 0 < u < v < 8) 8= o((0),
¥(8)) = o(@(0), ¢(3)) = o(p(0), p(u)) + o(p(x), p(v)) + e(p(v), p(8)) < u +
+ (v —u) + (8 —v) =8, coi je spor. Je tedy o(p(w), p(v)) = [u — v[ pro
kazdou dvojici bodl z, y z intervalu <0, s> a tim je zobrazem které mé po-
zadovanou vlastnost, sestrojeno.

Protoze je |p(x), p(¥)| < o(p(x), ¢(y)) (viz (3) a definici g(a, b)), je tim spise
le(®), ()| < |z — y| (pro 2, y € 0, 8>); odtud plyne ihned, Ze zobrazeni ¢ je
spojité (je dokonce stejnomérnd spojité). Protoze, podle véty 7, je o metrika,
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je pro x +y také ¢(x) + @(y) (kdyby totiz bylo ¢(x) = ¢(y), bylo by
o(p(x), p(y)) = 0, tedy * — y = 0, a tedy = = y), tedy zobrazeni ¢ je prosté.
Z toho vyplyvé, Ze zobrazeni ¢ neni v Zddném intervalu konstantni. Podle
definice 1 urduje tedy vskutku zobrazeni ¢ kiivku.

Nyni mame dokazat, ze kiivka ¢ ma za parametr oblouk. BudiZ tedy » =
=2 <2 <...<2, =v néjaké déleni intervalu (u, v), kde 0 < u < v < s.
n n

Je S(D) 2221 l‘P(Zi—l), ‘P(zi)l < 4‘?"1 o(p(zi-1), p(2:) = Zl(zi —23)=v—u.

Délka L(u, v) kiivky ¢ v intervalu (u, v) je supremem &isel S(D) pro viechna
mozné déleni D. Je tedy L(u, v) < v — .

Naproti tomu budiZ ¢ > 0 a zvolme déleni D intervalu {(u, v) tak, aby bylo
lp(z:i—1), @(2:)] < & (to lze vzhledem k stejnomérné spojitosti zobrazeni g).
Potom je N = {p(2)), ¢(2y), ..., p(2,)} e-Fetézec, a je S(D) = [N| < o,(p(w), p(v)).
Je tedy L(u,v) = o.(p(%), p(v)). Limitnim pfechodem pro & — 0+ dosté-
vime L(u, v) = olp(u), p(v)) = v — u.

Je tedy L(u, v) = v — u.

Zbyva dokdzat, Ze @ je geodetikou mezi body a, b. Bud tedy v spojité zobra-
zeni intervalu 0, s> do prostoru P, které v zZadném intervalu neni konstantni
a které spliiuje vztahy (0) = a, p(s) = b. Budiz ¢ > 0 a zvolme déleni D =
= {ty, ty, ..., t,} intervalu (0, s tak jemns, Ze je |p(t;—,), p(t;)| = & (to 1ze vzhle-
dem k stejnomérné spojitosti zobrazeni y). Pro délku L, kiivky y plati potom
L, > 8(D) = o.(a, b) pro kazdé ¢ > 0, tedy je L, = o(a, b).

Pro kiivku ¢ méame viak L, = s = g(a, b).

Nyni jiz mbéZeme provést dukaz véty 4: Spojme body a, b prostoru U
kiivkou konedéné délky, kterd je definovand v intervalu {(x, 8>, a necht je
Lq(“’ B) = K, p(x) = a, p(f) = b.

Budiz @ souhrn téch bodu prostoru U, které 1ze spojit s bodem a kfivkou,
jejiz délka je nejvyse rovna ¢&islu K. Lezi tedy obraz kiivky ¢ v mnoZing Q.
Protoze obraz kiivky, jakozto spojity obraz intervalu, je mnoZina souvisld,
je mnoZina @ souvisld. Je to také mnoZina omezend, protoze pro kazdé x ¢ @
plati podle pozndmky 2 nerovnost |a, z| < K. Uzdvér @ mnoziny Q je tedy
mnoZina uzavfend a omezens, tedy podle predpokladu véty 4 je @ mnozina
kompaktni a jakoZto uzdvér souvislé mnoziny je to opét mnozina souvisld.

Polozme P = ). Dok4zeme, %e prostor P spliiuje predpoklady, vyslovené
v umluvé 2. Dokézali jsme jiZ, Ze prostor P je kompaktni a souvisly a Ze je tedy
splnén bod a) této imluvy. Zvolme nyni u ¢ P a ¢&islo ¢ > 0. V prostoru ¢
existuje bod z tak, Ze je |x, u| <C &, a dale existuje v ném kiivka o koncovych
bodech a, x a délce nejvyse rovné K. Jako v diukaze piedeslé véty zjistime, Ze
plati o,(a, ) < K a tedy g.(a, u) < K + &. Odtud plyne ihned, Ze pro libo-
volné dva body u, v prostoru P plati g (u, v) < p,(u, @) + o.(a, v) < 2K + 2¢
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a tedy g(u, v) < 2K < + oo . Tim je dokézéno, Ze plati téZ bod b) umluvy
2. Podle véty 10 existuje tedy v prostoru P geodetika mezi body a, b. Tato
kiivka je oviem geodetikoumezi body a, b i v prostoru U; jeji délka je totiz
nejvyse rovna K a kazdé krat&i k¥ivka, spojujici body a, b v prostrou U, leZela
by tedy celd v prostoru Q.

 (Zéroveti je vidst, ze P = @; pro libovolné ¢ ¢ P je totiz o(a, t) < K, takze
podle véty 10 existuje kiivka o délce nejvyse rovné K, spojujici bod a s bodem ¢.
To viak znamena, Ze ¢ € Q.)

Pesome

. IOHATUE U CYIMECTBOBAHUE TEOJE3UYECKON
B METPUYECKHUX ITPOCTPAHCTBAX

Bepa Homegkan (Véra Kopecka), IIpara.
(ITocrynuio B pegaxnio 15/I1T 1955 r.)

Copep:xaHmeM cTaTbH HABJIAETCA JOKA3aTeJbCTBO CIERYIOMEH TeopeMH:
IIycmy U — mempuneckoe npocmpancmeo, kancdas 3aMEHYmMas 02PaAHUMEHHAR
uacmv Komopozo komnakmua. Tozda npu ycrosuu, 4mo 0se PA3AUYHBIE MOUKU
a, b e U moncro coedunumv kpusoil xoneunor daunst, 8 U cywecmeyem eeodesu-
ueckan mencdy moukamu a, b.

JlokazaTenbCTBO BTOM TEOpeMH omnupaercd Ha JjeMMy, Koropag obecie-
9@EBaeT CYMIeCTBOBAHME IeOe3W4eCKOH B CBA3HOM KOMIIAKTHOM MeTPUYECKOM
npoc'rpanc'me P, nnsa mob6HX ABYX rodex a, b xoroporo dpyskunumda g.(a, b) =

mfz |#iq, @i (tme @; € P, 2y = a, 2, = b, |w;_y, x| < ¢) aBaserca orpa-

nnqennon dyHknmeir mepemenHoro & > 0.
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Résumé

LA NOTION ET L’EXISTENCE DE LIGNE GEODESIQUE DANS LES
ESPACES METRIQUES

VERA KOPECKA, Praha.
(Regu le 15 mars 1955.)

Le contenu de l’article précédent est la démonstration du théoréeme
suivant:

Soit U Uespace métrique dont chaque sous-espace fermé, borné, est compact:
alors, si Uon peut joindre deux points distincts a, b e U par une ligne d’une lon-
gueur finie, il existe dans U une ligne géodésique entre les points a, b.

La démonstration de ce théoréme est fondée sur le lemme qui garantie
Pexistence d’une ligne géodésique dans un espace métrique, connexe et com-
pact P, dans lequel pour chaques deux de ses points a, b est p.(a,b) =

n
=inf> @,y 2] (o0 2;¢P, ¥y =a, x,=0b, |x,_y, 2| < &) une fonction
i=1

bornée d’une variable ¢ > 0.
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