Casopis pro péstovani matematiky

Jiff Sedlacek
O soustavach ahlopfic¢ek v konvexnim n-thelniku
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 81 (1956), No. 2, 157--161

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117186

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1956

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117186
http://project.dml.cz

- Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 81 (1956)

O SOUSTAVACH UHLOPRICEK V KONVEXNIM »-UHELNIKU

JIRI SEDLACEK, Praha.
(Dolo dne 28. ledna 1955.) R

Predpoklddédme-li, %e Z4dné t¥i tihlopritky konvexniho n-uhelnika
(n > 3) nemaji spoleény pruseéik, lze mnoZinu uhloptidek, jiZ je uréeno
pravé k prusedikiu uhlopridek a piidanim kaZdé dalsi uhlopticky se
tento podet prusefiku zvétsi, nazvat soustavou uhlopiidek k-tého
stupné. Soustavou nultého stupné je uréen rozklad daného n-thelnika
na trojihelniky. Poéet téchto rozkladt uréil RODRIGUES [1] — viz
vzorec (1). Akademik E. CecH polo¥il otdzku, zda pro malé k lze potet
soustav k-tého stupné vyjadrit stejné jednoduchym zpusobem, jak se
to pro k = 0 podafilo Rodriguesovi. V tomto élanku — kromsy specidl-
nich vysledki (véta 2) — je ukdzéno, Ze pro k =1 a 2 je odpovdd
kladné (véta 3 a 4). Zavérem jsou poloZeny dvé dalsi otéazky tykajici se
soustav uhloptidek.

V roving bud dén konvexni n-dhelnik (n > 3) 4,4,4,... 4,, jehoz z4dné t¥i
uhlopiicky nemaji spoleény vnitini bod. Oznaéme M mnozinu viech uhlo-
pfiéek daného n-tihelnika a pro X c M nazveme priseéikem mnofiny X pri-

setik dvou prvka mnoZziny X. Bud 0 < £k < (:) , k celé; existuje-li mnozina

SV, -kterd mé tyto vlastnosti:

1. 8¢ c M, 2.8’ mé pravd k praseéikd, 3. je-li 8§ c ¥ ¢ M, S + ¥, pak
pocet priseéikti mnoziny Y je asponn & + 1,

potom S{" nazveme soustavou k-tého stupné. Vrchol n-ihelnika, ktery
nelezi na #4dné dhloptitce soustavy S{", nazveme volnym vrcholem této sou-
stavy.

Je ziejm4 existence soustavy S7”. Misto S§” mtZeme studovat téZ jisty roz-
klad R{" daného n-thelnika na trojihelniky. Z ivahy o souétu vnitfnich ahld
v n-tihelniku plyne, Ze R{"” mén — 2 prvki.

O soustavach 8§ plati véta:

Véta 1. Bud a, polet soustav stupné 0. Pak

1 2n — 4
i M
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Dukaz. Strana 4,4, pat¥ v kazdém rozkladu R{" pravé jednomu troj-
thelniku. BudiZ to trojihelnik 4,4,4; (3 < j < n). Oznaéme @, = a; =1
a uvaZme dvé skupiny vrcholi: prvni 4,, 4,, ..., 4;, druhou 44, 4,, 4;,,, ...,
A,. Potet rozkladd R{”, ve kterych existuje trojihelnik 4,4,4;, je zfejms
Q;_y . y_j,, Phati tedy rekurentns

n-1
An ='2aian+1—i (2)

a methodou vytvofujicich funkei najdeme vysledek (1).

P¥in > 6 miZzeme udat rozklady R{", ve kterych existuje w#hlopFiékovy troj-
thelnik. Tak nazveme trojihelnik, jehoz viechny strany jsou uhlopticky
n-thelnika. O po¢tu takovychto rozkladi (resp. soustav) plati

Véta 2. Bud b, podet rozkladi Ry, v nich% neexistuje whlopFickovyj trojihelnik.
Pak b, =mn.2"°.

Dukaz. Piipad n = 4 je zfejmy; bud tedy » > 5. Dva sousedni vrcholy
nemohou byt zfejmé volné v téZe soustavé. Snadno uréime, Ze ke kazdé sou-
stavd, kterd vytvail RJ" bez tihloptickovych trojihelnikd, prisludi pravé dva
volné vreholy n-thelnika. Indukei podle # nejdiive dokazeme, Ze podet rozkladi
R{, které maji volné pravé vrcholy 4,, 4; (kde 3 < j < n — 1), je (7; o ;) .
Pro n = 5 je toto tvrzeni ztejmé& spravné. At tedy » > 5 a piedpoklddejme, Ze
tvrzeni je spravné pro m-uhelnik (5 < m <n —1). Pro j=3, 4, n — 2,
n — 1 se snadno vidi, Ze je tvrzeni spravné i pro n-tihelnik, takze zbyva dokazat
tvrzeni pro j, pro néz 4 < j < n — 2. V tomto ptipadé rozttidime rozklady na
dva (disjunktni) typy: Rozklad prvniho (resp. druhého) typu je vytvoien po-
moci Ghlopticky 4,4, ; (resp. 4;4,). Potet rozkladu prvniho typu je roven
poétu rozklada (n — 2)-thelnika 4,434, ... A,_; s volnymi vrcholy 4,_,, 4,
nebo s volnymi vrcholy 4,, 4; — a t&ch je podle indukéniho predpokladu

n—=6y  [n—6 n—5

Gos)+ (e =63)
Podet rozkladi druhého typu je roven podtu rozkladd (n — 2)-Ghelnika
AA A5 ... A, A, s volnymi vrcholy 4,, A; nebo s volnymi vrcholy 4,, 4; —

a téch je
n— 6 n—6 n—>b
G=2+G=9-6G=2)

Uhrnem podet rozkladd obou typi je
n—2>5 n—>5 n—4
(e Goe) =) oo
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Plati tedy

_n‘ n—4 "5

a dikaz je podan.
Kazd4 soustava 83" mé ziejm& n — 3 thlopticek. Odtud vyplyva
n—3

Vé&ta 3. Pocet soustav prontho stupné je ¢, = 3

@

Dukaz je jasny.

Soustavy druhého stupné rozdélime na t¥i kategorie.

1. kategorie: Oba pruseéiky soustavy lezi na téze Gihlop¥icee.

2. kateyorie: Existuji vrcholy 4,, 4,, 4;, tak, Ze jeden prisedik soustavy
lezi na 4; 4; a druhy na 4; 4; — a soustava neni 1. kategorie.

3. kategorie: Ostatni.

Soustavy 3. kategorie existuji jen pro n > 8. O soustavach S} dokazeme
vétu:*)
_ (I3n—45)n —4)

2(n — 1) n-b

11n — 45 (2n - 7)
Bl P

Vé&ta 4. a) Podet soustav 1. kategorie je d,,

b) pocet soustav 2. kategorie je e, =
¢) polet soustav 3. kategorie je
e 5 (0TI

Dukaz. a) Piipad n = 4 je zfejmy. Pfin > 5 uréeme podet soustav, jejichz
prusetiky lezi na dhlopfitkach 4,4,, 4,4,, 4,4, kde
2<pu<r<vq<ln, |[p—ult+jg—2v>0.

~ Podet soustav, u nichz je p < u, v < q (takové existuji pravé pro n >> 6),
uré¢ime tvahou o soucinu

T = Cply—p 1% —u 1% —r 1% —v+1%n—g+2 +

Pomoci vzorce (2) uréime

n g-1ov-17-1u—
2 z Z z Z By 4“1: + 3(1,,_1 .
q=6 1_):5 r=4 u=3 9=

Je totiz
' %-1 r-1
z Aply—pi1 = Ay » z Ay gty = Ap — Qyrq
p=2 u=3
v-1 .
Z (@, — a,_,) Ayri1 = QG — 20, ,
r=4

*) Pro k < 0 klademe (’,:) = 0.
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g-1

Zs(% — 2@y_,) @gpy1 = B — 30y + Gy_y,
=

n

Z‘,(“a — 383 F @_p) Un_gr2 = Wpyy — 40, + 305, .
& .

Podet soustav, u nich% je p = u, uréime ivahou o soudinu
’
T = Aplr_pi1 - Op—rs1 + Bqpi1 * Tn—qyg -
Pomoci vzorce (2) analogicky jako prve vypoéteme

n ¢-19-1r-1

qgs 1;24 r_za p-.Zz n' = Opyy — 3“” + Ap_y -

Stejny je téZ podet soustav, u nichZz je v = q. Plati tedy d, = %(3%+1 —
(13n — 45)(n — 4)
2(n — 1) In-r-

b) Ptipady n = 4, n = 5 jsou zfejmé. P¥i n = 6 uréime podet soustav, je-
jichz prusediky lezi na thlopiickdch 4,4, 4,4,, 4,4,, A,4,, kde

— 10a,, + 5a,_,) ¢ili po Gpravé d,, =

2 p<u<riw<v<g<n.
Tento pocet je

”
T = Cpy—piy - Cr—utl » Cw—riz - Tyl Yg—p41 + Angqyp -

Pro w = r provedeme vypo&et analogicky jako sub a).

n g-lv-1r-1u-1 )
zs Zs 1‘24 uza pZzn” =1~ 40, + 30,
Q-6 9-5 1-4 u=3 P=

Pro w > r mame
-1

z ApQyp1@r—y g = Ay — Ay

r-1luy
3 p=2

°w=

w-1
Z (a, - ar—-l) Ay rpg = Qpp1 — 3aw -+ Ay_y 5
r=4 .

v-1
Z (aw+l - 3aw -+ a‘w—-l) Ay i1 = Ayy1 — 4a1: + 3a‘v-—1 ’
w=>56

q-1

> (@ps1 — 48y + 3By-1) Bgpi1 = do+1 — 5, + 6aq_y— @y,
p=6

n
Z (aa+1 - 5“« + 6‘1"7-1 - a0—2) a"-'lﬂ = Qpyg — 6a,,+1 + 10a, — 4an—1 .
e=7

Je tedy .
e, = 'g" (an+1 — 4a, + 3au_;) + n (a,,+z — 6a,4; + 10a, — 4an..1) »
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coz po tpravé dava

o lln—45 (2n —-7)

n+1 \n—6

¢) Muzeme dokézat, Ze v n-thelniku podet soustav S{® takovych, Ze prise-
¢ik soustavy lezi na thlopfiékach vychazejicich z vrchold 4,, 4., je dan dislem
3 (271,
n—1\n —4
seéik soustavy nelezi na zZddné thlopiiéce vychazejici z vrehold 4,, 4, je dan

) Podobné dokazeme, Ze podet soustav S{® takovych, Ze prii-

on —
dislem 2 ( _ 6) Dikazy obou lemmat pfenechavam &tenafi.

- Rozdé&lme nyni n-dhelnik tGhlopfickou 4,4, (4 < r < n — 1) na r-uhelnik
a (n — r + 2)-thelnik a v kazdém sestrojme soustavu 1. stupné tak, aby sjed-
noceni obou soustav (spolu s ihlop¥i¢kou 4,4,) byla soustava 2. stupné 3. kate-
gorie. Polozime-li

(m_22(n——r+2)——6 3 2r — 6
TN m—r+2)—6) r—1\r—4)’

ow — 22— 6 3 2(n —r +2)—6
T \r—6) " n—r+2)—1\(n—r+2)—4)’
vidime, zZe pocet zpusobi, jimiz tuto konstrukei miZeme provést, je
n-2

on =2 (P + Q).

r=4

Ze vztahu Q) = P{” . , plyne
1 2r — 6\ [2n — 2r — 2
(n)
_2ZP 1221‘—1(7’—4)'(7@—7‘—4)
a tedy f, = }no,, c. b. d.
Zavérem uvadime jes$té dvé oteviené otdzky:
I. Pro kterd k existuje (pfi daném =) soustava S{"?

vy

II. Odhadnéte podet thlopiidek v soustavé S,
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