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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky dstav CSAY

SVAZEK 81 * PRAHA, 1. .1956 % CISLO 1

CLANKY

.

ROZSIRENI VET MENELAOVY A CEVOVY
NA 2-DIMENSIONALNT UTVARY

ZBYNEK NADENIK, Praha.

(Doglo dne 22. prosince 1954.) DT 513.126:513.82

V n-dimensiondlnim eukleidovském prostoru (n > 2) uvaZuje autor
geometricky utvar tvoreny n + 1 tseckami
AyAg, AyAyy ooy Apirdy s
body 44, 4,, ..., 4, ., jsou.linedrnd nezévislé. Na tento utvar, ktery
je jakymsi n-dimensiondlnim zobecnénim trojuihelnika, rozSifuje
v II. ¢éasti zndmé véty Menelaovu a Cevovu. Ve III. ¢asti je podrob-
néji studovano toto rozsifeni vty Cevovy.

I

Umluva 1,1. Budeme pracovat v n-rozmérném eukleidovském prostoru E,,
n = 2. m-dimensionalni eukleidovsky prostor E,, obsaZzeny v E, a urfeny body

P,Py...Ppy, 1<m<n,

budeme téZ oznadovat
E,={PP,..P,,}.

Definice 1,1. Budte’
4,, Azy ceey Am+1’ 2§ m_—;<—_n ’

body z E,, které pfi m < n le#l v jediném podprostoru E, a pfi m = n nejsou
v Zddné nadroviné prostoru E,. Utvar, tvofenyj m -+ 1 tseékami

A A, A4, ..., 4,44, ,

nazveme mnohothelntkem normdlnim v podprostoru
{44, ... A} (1,1)



(pro m = 2 trojihelnikem a pro m = 3 prostorovym &tyitihelnikem) a oznaéi-
me jej

A1A2 coe Am+1 . (172)
Jediné kdyZ budeme mit na mysl mnohothelnik
: A4,... A, (1,3)

normdlnt v prostoru E,, budeme mluvit jen o normdlnim mnohodhelniku A, A, ...
‘o A”+1. ’

Definice 1,2. BudiZ m pfirozené &islo, 2 < m < n. Body
Ay, A, Ay
nazveme vrcholy mmohothelntka (1,2) normdlniho v podprostoru (1,1). Usedky
_ A A, A4, ..., A,14,, _
kieré pFi m = n oznabime a,, a,, ..., a,,,, nazveme jeho stranami. P¥imky
A} (A, (A dy)
nazveme pfimkams jeho stran.

Dua vrcholy na téZe strané mnohothelnika (1,2) normdlniho v podprostoru (1,1)
oznadime vzdjemné jako sousedni.

Vé&ta 1,1. Kterychkoliv m (2 < m < n) bodi z n + 1 vrcholi
Al’ Az, ceey A‘;L—*-l (1,4)

normdlntho mnohoihelntka (1,3) uréuje v libovolném uspo¥addni mnohovhelnik
normdint v podprostoru E,,.

Dikaz plyne snadno z definice 1,1.

Poznamka 1. Je zfejmé, Ze kazdou vétu o normalnim mnohoihelniku (1,3)
muZeme vyslovit — po patiiéné zméné predpokladi — i pro mnohotihelnik
normalni v néjakém podprostoru prostoru E,. Této trivialni pozndmky budeme
pozdéji éasto pouzivat.

Definice 1,3. Nadrovinu podprostoru (1,1), wuréemou Ubovolnymi m body
z m + 1 vrcholt mnohodhelntka (1,2) normdlntho v podprostoru (1,1), nazveme
jeho sténou.

(m — 2)-dimensiondlni podprostor E,,_, uréeny vrcholy mmohothelnika (1,2)
normdlntho v podprostoru (1,1) s vynechdnim kterychkoliv dvou sousednich, po-
jmenujeme vrcholovym podprostorem tohoto mmohoihelnika; wvrcholovému pod-
prostoru a strané, kterou neobsahuje, budeme vedjemné #ikat protéjéi.

Nadrovinu podprostoru (1,1), kterd jde vrcholovyym podprostorem mnohotihelntka
(1,2) normdlntho v podprostoru (1,1), avdak nent jeho sténow, nazveme jeho vrcho-
lovou nadrovinou.

Poznimka 2. Pro m = 2 a jen tehdy je sténa identicks s p¥imkou strany
trojtihelnika a vrcholovy podprostor splyva s vrcholem.
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Umluva 1,2. Viude v dal§im oznad&ime
1:1,7:2:-‘-’7:1-, 1§’.—§n+1, (1’5)
takovou skupinu r ¢isel z ¢&isel

1,2,...,n+1, (1,6)

U <y < eee <y
Jestlize » < n, oznadime :
- jl’ 7.2’ e js
zbyvajicich s = n — r + 1 &isel z ¢&fsel (1,6), pfi éemz opdt
h<ja <o <Js-

Umluva 1,3. Bod na p¥mece strany a; (i = 1,2,...,n + 1) norméalniho
mnohothelnika (1,3), ktery je rizny od vrcholi na této strang, budeme ozna-
dovat B,.

Véta 1,2. Ka¥dd nadrovina protind primky alespori dvow stran mormdlniho
mmnohothelnika A4, ... A, .

Existuje nejvyde jedna nadrovina, kterd obsahuje dané body

Bil’ -Bi,: "-:Bi,: 2§'r§’n+ 1 ’ (1,8)
a — jeli r < n — je rovnobéind s primkams stran
Wiy By ooes @, S=N —71+4 1. (1,9)

Tato nadrovina nent incidenini s Zddnygm vrcholem normdiniho mnohovhelnika
A4,... A,

Dikaz. Nejdiive dokdZeme prvni &ist véty. Pro nadrovinu incidentni
alespoii 8 jednim z vrcholu (1,4) je tvrzeni trividlni. Stadi tedy dokazat, Ze ne-
existuje nadrovina, ktera neni incidentni s Zddnym vrcholem (1,4) a je rovno-
béznd s ptimkami n stran normalniho mnohothelnika 4,4, ... 4, ,,. Predpo-
klddejme naopak, Ze takové nadrovina existuje. MiZeme pfedpokladat, %e je
rovnobéina s piimkami stran a,, as, ..., a,,,, takZe je rovnobézna i se sténou
{A,A4,... 4,1}, a tedy bod 4, byl by obsaZen v této stén&, coZ neni mozné.

Spravnost ostatnich tvrzeni je ziejma.

Umluva 1,4. Vrcholovou nadrovinu normélnitho mnohovihelnika 4,4, ...
.. A, ., ktera jde vrcholovym podprostorem protéjsim strané a; (1 = 1, 2, ...,
n + 1), budeme oznacovat ,
vi, =12 ..,n+1.

Protiné-li vrcholovéd nadrovina y; pfimku strany a,, budeme ji téZ znadit pi;
jeji prusecik s piimkou strany a; bude vidy oznaden B;.

Je-li pfimka strany a; s vrcholovou nadrovinou y; rovnobéznd, oznadime
tuto nadrovinu téz 'g,.



Umluva 1,5. Budiz 4,4, ... 4,,, normélni mnohothelnik. Nadrovinu pod-
prostoru

{AlAz"-AnH-l}’ 2§m§.ns (111)
kterd vznikne-prinikem nadroviny y, (¢ = 1, 2, ..., m) s timto podprostorem,
oznadime

M, i=1,2,..,m

Jestlize y; = B; resp. y; = 'f;, budeme téZ uZivat tohoto oznadeni:

Y =B resp. yM ="
Maji-li nadroviny
y(m)’y ) y(;ln)’ 2.§.m§n’ (1’10)
podprostoru (1,1) spoleény bod, oznaéime jej @™); maji-li spoleény smér, ozna-
time jej gt™.

Nadrovinu podprostoru (1,1), ObS&hUJlCI podprostor {A,4,... 4,} a bod
@™, resp. smér g™, budeme znadit y™. Existuje-li ]e]1 prusemk 8 pfimkou
{4,4,,.,}, bude vidy oznalen B,

Pro m = n budeme horni index () téz vynechavat Déle budeme jesté klast
QU =4, a Qv =B,

Véta 1,3. Nadroviny (1,10) podprostoru (1,1) jsou vrcholové nadroviny mnoho-
vhelnika A A, ... A, ., normdlntho v podprostoru (1,1).

Dikaz je zcela snadny. .

Vé&ta 1,4. Kteryjchkoliv n 2 n 4 1 vrcholovijch nadrovin

Y1 Vas -+ Va1
normdlntho mnohodhelnika A,A, ... Ap,, md spoleCny prdvé jeden bod anebo
pravé jeden smér (nikoliv oba soudasné).
Dukaz. Vétu staéi dokazat pro nadroviny y, ¥s, -« V-
Budi A p¥irozené &islo, 2 < A < n — 1.

Necht nadroviny _
S Y
- podprostoru {4,4, ... 4,,,} maji spoleény pravé jeden bod Q® anebo privs
jeden smér ¢ (nikoliv oba soudasné). Ptimku, uréenou bodem A;,, & bodem
Q™ resp. smérem ¢», oznadime tieba p(*+1); tohoto oznadeni pouzijeme jestd
i v dukazu véty 1,6.

Nadroviny

h+1 (h+1
v S SR S RN ¥

podprostoru {4,4, ... A,,,} maji ziejm¥ spoletnou pravé jen piimku p*+b,
kterou v8ak — jak se ihned vidi — neobsahuje podprostor 1, a tedy nad-
roviny

(h+1)

(h+1)

Y1

(h+1) (h+1)

,7’2 5}} h+1




podprostoru {4,4, ... A,.,} maji opst spoleény budto pravg jeden bod QU+
(ktery ovSem leZi na p¥imce p+1), anebo pravé jeden smér g»+1) (obsazeny pak
v pfimce p*+1). .

Pongvadi pak piimky y{¥ a »{* maji budto spoleény prive jeden bod, anebo
jsou rovnobézné (a pritom ruzné), je véta indukei dokazéna.

Véta 1,5. Budif A,A, ... A, normdlni mnohothelnik s vrcholovymi nad-
rovinami

yl: '}’2> ey }’n . (1511)

BudiZ m ptirozené &islo, 2 < m < n — 1.

Pro kazdé m existuje prdavé jeden bod Q™ anebo prdvé jeden smér ¢™ (nikoliv
oba souéasné).

Dukaz je v dusledku vét 1,3 a 1,4 zcela snadny.

Véta 1,6. Maji-li vrcholové nadroviny

Y V2 o0 Vn (1:11)
normdlntho mnohothelnika A A, ... A, ., spoleény bod Q, neleft tento bod v Zddné
jeho sténé.

Maji-li nadroviny (1,11) spoleény smér q, pak tento smér nent obsaZen v fddné
sténé mormdiniho mmnohothelnika A4, ... 4,,;.

Dukaz. Stadi dokizat, Ze bod @ resp. smér ¢ neni v nadroving
{4,4, ... A,}. Budiz h ptirozené ¢&islo, 2 < A< n — 1.

Necht bod @™ resp. smér ¢» neni v nadroving {4,4, ... 4,} podprostoru
{4,4, ... 4,,,}. Pak piimka p**D), definovand v dikazu véty 1,4, zfejmé
podprostor {4,4, ... 4,} ani neprotind, ani s nim neni rovnob&Zna (obsaZena
v ném ovsem neni).

Nadrovina »{"5" podprostoru {4,4, ... 4,,,} m4 s nadrovinou {4,4, ...
... 4344} téhoi podprostoru spoleény pravé jen podprostor {A,4,... 4,}.
Existuje-li bod Q®+1, je to prisetik podprostoru yP*) s piimkou p*+d,
Existuje-li smér ¢»+1), je s pfimkou p®**V rovnobézny.

Z toho ihned plyne, Ze bod Q*+1) resp. smér ¢»+1 neni v nadroving {4,4, ...
... Apyq} podprostoru {44, ... Ay}

Ponévadz bod Q® anebo smér ¢® neni v p¥imce {4,4,}, je nase tvrzeni
indukei dokazano.

Véta 1,7. BudiZ A,A, ... 4,., normdlnt mnohovhelnik s vrcholovymsi nadrovi-
nams (1,11). BudiZ m pfirozené &islo, 2 < m < n— 1.

Existuji-lv body Q™D a Q™, jsou vidy rizné a bod Q™ je pramétem bodu
QY z bodu A,yp na podprostor {A 4, ... 4,,,.}.

Existuji-li bod QD a smér g™, jsou pFimka {A,,,,Q™+1} a smér g™ rovno-
béné.



Existuje-li smér qom+1), existuje bod Qm a primka {Amis@m™} a smér gm+H
jsou rovnobéné.

Dukaz této véty plyne snadno z piedchazejicich vét.

Vi&ta 1,8. Necht plati predpoklady véty 1,17.

Necht existuji body Qem+b a Q=1 Pak jsou vidy riané a pFimka {Q(m+1)Q(m 1}
jde bodem B .1, resp. rovnobéiné s pFimkou { A m 1A mie} Podle toho, 2dali ypyy =
= Bmi1 100 Ymiy = "Bmir-

Necht existuje smér gem+),

Jestlife Ymi1 = Bmsy, existuje bod Qm-1 a pfimka {B, ,Q™~V} a smér
g™+ jsou rovnobéiné.

JestliZe Ymi1. = 'Bms1, existuje smér gm-1.

Dtkaz. Abychom dokazali prvni tvrzeni, sta¢i uvazit, Ze podprostory
(m+ 1) (m+1)

i P2 »Ym-1

maji spole¢nou pravé jen rovinu {Q- 1>A,,,+1A,,,+2}, kterou podprostor y;,
protind v pfimce {@Qm+1Q»-1} obsahujici i bod B, resp. rovnobéznou
s ptimkou {4,114 m 2}

Druhé tvrzeni dokaZeme takto: Pf¥imka p jdouci bodem B, ,; rovnobézné
se smérem ¢(™+1 je obsaZena v podprostoru y{,";", ktery obsahuje i podprostor
{4,4, ... A,}. Tento podprostor protind podle véty 1,6 piimku p v bodg,
ktery je spole¢nym bodem podprostora

(m-1)

(m+1)

(m+1)

(m -1) (m-1)

Y1 s Ve sees Vm-1 s

t. j. bodem Q1.
Zbyvé dokazat tteti tvrzeni. BudiZ E, rovina, jdouci piimkou {4,, 4,5}
rovnob&zné se smérem g™+, Rovina E, je rovnobézné s podprostorem yim' ",
ale neni v ném obsaZeha. Dale zfejmé neni rovnobéins s podprostorem {4, 4,
A}, obsazenym v Y. Existuje tedy prévé jeden smér, ktery obsa,hujl
podprostory {4,4, ... A,} a E,. Rovinu E, obsahuji podprostory
(m 1)

(m+1) (m+1)

71 » Ve ©» Vm-1
jez tedy obsahuji smér, rovnobé&iny s podprostorem {44, ... An,}. Z toho viak
okamZité plyne, %e podprostory

(m-1)

71

(m — 1) (m-1)

> V2 o Ym-1
obsahuji zminény smér. .

Véta 1,9. Budiz AA,... A,,, normdlni mnohothelnik 8 vrcholovyms nad-
rovinams

Y1 Ve ceosVn - (1’11)

Pro kaZdé m = 2,3, ...,n je nadrovina y™ podprostoru {A;A; ... 4,.,}
jednoznaéné uréena a je vrcholovou nadrovinou mmohothelnika A,A, ... A, .,
normdlntho v podprostoru {A,A, ... Ay}

Dukaz je v disledku véty 1,6 zcela snadny.



II.

V tomto oddilu je véta 2,1 zobecnénim véty Menelaovy a véta 2,3 zobecnénim
véty Cevovy.

Umluva 2,1. Viude v dal§im budeme predpoklddat, ze pfimky viech stran
normélniho mnohothelnika A4,4,...4,,, jsou orientoviny a zavedeme si
jedts toto oznadovani:

kz = (B 4, AH-)_) = iifi
BiAi-H_

b

i=12...n+1 A,,=A4,.
Dale budeme ¥ikat, Ze dvé rovnobéiné piimky jsou orientovany souhlasné
{nesouhlasng), je-li mozno (nelze-li) je translaci ztotoZnit i co do smyslu.

Véta 2,1. Budiz A,A, ... A, ,, normdlni mnohovhelntk. Lei-li body

B,,B;,...B;,, 2<r<n+41, (1,8)
v nadroviné, kterd je pfi r < n rovnobéind s pfimkamsi jeho stran
@i @y ooy @y, TH8=n-+1, (1,9)
je
kiki ...k, =1. (2,1)

Dikaz. Podotknéme ptedns, Ze relace 2 < r je nutnym disledkem véty 1,2.
Nadrovinu zminénou ve vété 2,1 oznadme S. .

Vedme kazdym vrcholem A; (: =1,2,...,n + 1) normalniho mnoho-
thelnika 4,4, ... 4,,, pfimku p, rovnobéZinou s libovolné zvolenou p¥imkou
nerovnobéznou s nadrovinou f, a oznadme P, priseéik p¥imky p; s nadrovinou g.
Orientujme libovolné n + 1 piimek p; (# =1,2,...,7 4+ 1). Necht ¢; =
=+ 1resp. &,=—1 (¢t=1,2,...,n + 1) podle toho, jsou-li pfimky p;
a p;,, orientovany souhlasné resp. nesouhlasné; p,., = p,. Pfimka {P,P;,,}
t=12,...,n+ 1; P,,, = P,;) protne piimku {4,4;,,} (4,2, = A,) v bodé
B;, resp. je s ni rovnobéZna, takze je patrnd spravnost relaci

.

—> - o~

4B, _ AP, -,
‘—*BT—Ei,“—T, =La44..,7,
Ai:+1 i Aiz+1P 141

aptir<n
m,=a,,A,-mP,~,+1, l=12,..,8s=n+1—r7r.
Z nich snadno plyne

n+1l

kilki2 coe kir = I—I Ei . (2’2)

i=1
Avsak znaménko soudinu nalevo v rovnici (2,2) je nezavislé na volbé orientaci
pHmek p;(t = 1, 2, ..., n + 1). Orientujeme-li je tfeba vSechny souhlasnd, je

n+l
[Tea=+1
i=1

a z (2,2) plyne (2,1).



Véta 2,2. Budif A A, ... A,., normdlni mnohouhelnik.
JestliZe pro r bodé

Bil’Bi’a-": Bi,y 2_<__T§’n+]., (1,8)
plati relace (2,1), existuje prdvé jedna nadrovina, kterd obsahuje body (1,8) @ pri
r < n je rovnobéind s pFimkami stran _

@iy Ujgy - @5, S+ r=mn+1, (1,9)
normdlntho mnohothelnika A, A, ... 4, ..

Dikaz. Podle véty 1,2 existuje takovd nadrovina nejvyse jedna. MaZeme
piedpoklidat 7, = 1.
Nadrovinu, uréenou jednoznaéné body

B;, B; B

o) igy * iy 2

2<r<n+1,

a piir gn rovnobé&znou s pfimkami stran (1,9), ozna¢me . Kdyby nadrovina,
B byla rovnobéZna s pfimkou strany a,, bylo by podle véty 2,1

kigki3 oo ki’ == 1 >
a tedy srovnanim s relaci (2,1) bychom dostali (B; 4,, 4,) = 1, coZ nenf

mozné. Existuje tedy priseéik nadroviny g s piimkou {4,4,}; oznaéme jej B*_
Ztejms je ruzny od vrchola 4,, 4,. Podle véty 2,1 je

(Bf§ 4,, 4,) kizkia ki, =1,
z ¢ehoZ srovnénim s (2,1) plyne

(Bi"; Av 4,) = (By; 4, 4,),
t.j. BY = B, c. b. d.

Véta 2,3. Budif A, A, ... A,,, normdlni mnohothelnik. Necht jeho vrcholoys
nadroviny
ﬂil’ﬂiz""iﬂi,’ 1§r§n+1,

a pfi r < n jedté i vrcholové nadroviny
Bis Biy - Bs» THE=n41,

majt vlechny spoleény bod anebo smér.

Pak plati.

kiky ... by = (— It ' (2,3)
Dukaz. Pro trojihelnik je véta spravna.
Oznadme symbolem «™+1) (m = 2,3,...,n— 1) nadrovinu podprostory

{A,4, ... A, .5}, jednoznaéng wurlenou bodem An.» a nadrovinou pm hod-
prostoru {4,4, ... A, 4}

BudiZ v dal§im A piirozené éislo, 2 < h < n — 1.



Uvazujme nyni tyto tfi nadroviny
htl
ity ?(h++1 )’ P+ (2,4)

podprostoru {4,4,... A,,,} a rovinu {4,4, ,4,,,}. Kazdd z nadrovin (2,4)
mé s rovinou {4,4,,,4,.,} spoleénou pravé jen piimku, jak se snadno zjisti.
Kaidé z téchto piimek jde podle véty 1,9 pravé jednim vrcholem trojuihelnika
A4, 1A, 5. Aviak nadroviny (2,4) maji spoleény podprostor E, , dimense
h — 1, ktery jde podprostorem {A4,4; ... 4,} a bodem Q**1), resp. rovnobézné
se smérem g1, podle toho, existuje-li bod @**1) anebo smér ¢**1); plyne to
lehce z véty 1,7. Je pak ziejmé, Ze zminény priseény podprostor E,_, budto
rovinu {44, ,,4; ..} protind pravé v jednom bodé, anebo existuje pravé jeden
smér obsazeny v podprostoru E,_, a roviné {4,4,.,4,,,}. Z toho ihned plyne,
Ze prusec¢né piimky nadrovin (2,4) s rovinou {4,4;,,4,.,} maji spoleény bod
anebo jsou rovnobézné.

UZijeme nyni na né a na trojihelnik 4,4,,,4;,, véty Cevovy, kdyz jsme
jeSté libovolné orientovali pfimky {4,4;}, {4,4,}, ..., {4,4,}. Existuje-li
prusecik B®, plati vidy pravé jedna z relaci:

(B™; Ay, Ap1)(Briss Anaas Abh+2)(B(h+1); Apip, 4y) = —1,
(B(h>; Al! Ah+l)(Bh+]; Ah+1’ Ah+2) =—1 ’ , (2:5)
(B®; Ay, Ay q)(BOHD; Ay ip, Ay) = — 1.
Neexistuje-li prasec¢ik B®, plati vidy pravé jeden z téchto vztahi:
(Brs1s Anirs o) BOY; Ay ip, A7) = — 1, l
(Bs1; Apir, Anye) = — 1, (2,6)
(B®D; Ay yy, 4y) = —1. J
Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat ¢, = 1. Budtez
1';1:7:2)---:1:”’ lérhéh,

vSecka ta z ¢isel (1,5), kterd jsou nejvyse rovna .

Plati-li nyni v mnohothelniku 4,4, ... 4;,; normilnim v podprostoru
{4,4, ... 4;,,} pro jeho vrcholové nadroviny

(h)

(n (n
71 ) )

s V2 s e Vi Y
relace

k; k ki,,h (B®); Ap gy, Ay) = (— 1)rH1 (2,7)

iy PERE

existuje-li priseéik B™), a relace
bisy - Ty = (— 1)1, (2,8)

neexistuje-li prise¢ik B™, pak z (2,5) a (2,7) a stejné i z (2,6) a (2,8) plyne, Ze

9



v mnohotihelniku 4,4, ... 4,,, normilnim v podprostoru {d,4, ... 4, +o}
plati pro jeho vrcholové nadroviny

(h+1 (h+1 h+l A+l
Y1 D, L D, p Y
relace -
kixkiz e k,-u“(B(hﬂ); Apip, 4y) = (— 142
anebo

kik,, ... ki’h+1 = (— 1)r*e
podle toho, zdali praseéik B**1 existuje anebo ne.
Tim je naSe véta indukei dokédzana, uvazime-li jesté, 7e B™ — B
B Y™ = Ynir
Véta 2,4. Jestlite pror = 1 bodi

B.,B,,...,B;,, 1<r<n+41, (1,8)

n+1

na primkdch stran normdlntho mnohoihelnika A A, ... A, ., plati relace (2,3),
pak existuje pravé jeden bod nebo pravé jeden smér, kteryj obsahuji jeho vrcholové
nadroviny :

Bip Biyp B,y 1Sr=n+41, (2,9)

promitajict z jeho vrcholovijch podprostord body (1,8), a pit r < n jesté jeho vrcho-
lové nadroviny

,ﬂjl’ ’ﬂ-’fz’ ceay ,ﬁja 5 r + S="n + l . (2,10)

Dikaz. Podle véty 1,4 existuje takovy bod anebo smér nejvys jeden.
Polozme opét ¢, = 1. Bod resp. smér, ktery obsahuji vrcholové nadroviny
{2,9) a pfi r < n i (2,10) s vyjimkou nadroviny f, = §;,, oznaéme B resp. b.
Podle véty 1,4 existuje pravé jeden bod B anebo pravé jeden smér b. Uvazujme
nadrovinu f, uréenou (podle véty 1,6 jednoznac¢né) vrcholovym prostorem
{44, ... A,,} a bodem B, resp.- podminkou, aby obsahovala smér b. Tato
nadrovina (opét podle véty 1,6) neobsahuje p¥imku {4,4,} a je vrcholovou
nadrovinou normélniho mnohothelnika 4,4, ... 4,.;.

Déle uz zjistime podobné jako v dikazu vty 2,2, uiivajice oviem véty 2,3
misto véty 2,1, Ze bod B, = B, lezi v nadroviné g, t. j. § = B, = f;, ¢imz bude
dikaz proveden.

Poznédmka 3. Uvedenymi v&tami neni zodpovédéna otazka, maji-li i vrcho-
lové nadroviny

B "By v B (2,11)

normalniho mnohotihelnika 4,4, ... 4,,, spoleény bod anebo jsou-li rovno-
béZné s touZ pi{mkou. Nadrovinami (2,11) se budeme pozdéji zabyvat zvlast;
uvidime, Ze odpovéd na zmin&nou otazku je podstatné rizna podle parity di-
mense 7. :
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III.

V této éasti vySetfime nutnou a postadujici podminku, aby n vrcholovych
nadrovin

/31’/32, A ] ﬂn (3:1)
normalniho mnohothelnika 4,4, ... 4,,, bylo rovnobéZnych s touz ptimkou.
Tuto podminku vyjadfuji véty 3,7 a 3,8; véty 3,1 aZ 3,6 jsou pomocné.

Véta 3,1. Necht pro vrcholové nadroviny
ﬂl’ ﬂz’ fee 61; (3’1).

normdlniho mnohotihelnika A4, ... A, ., existuji body

Qu9, Qn9, ..., QO .

Budifv=mn— 2m, kde m = 0,1, 2, ...,
-

ro|

— 1pfinsudémam=0,1,2, ...,

—1 .,
n_r — 1 pft n lichém.

;_ 1] -+ 1, ktery obsahuje

Pro kaidé m existuje jediny podprostor dimense [v

body
Av+1a Bv: Q(vwz)’ Q('D*4), ey Q(O) .
Dikaz. V dusledku véty 1,8 stadi ukazat, ze bod A4, neleZi v podprostoru
{B,Qw~2Qe=% . Q®}. Ale to je zfejmé, nebot v opatném piipadé by nad-
rovina 8 podprostoru {4,4, ... 4,,,}, kterd obsahuje podprostor {B,Q®~2
Q-9 . QO}, obsahovala body A4,,,, 4,, ..., 4,. Ale to je nemoiné podle
véty 1,1.
Vé&ta 3,2. Necht vrcholové nadroviny
ﬂl’ /3'2.’“-: /31& . (3,1)
normdalniho mnohovhelnika A, A, ... A,,, maji spoleény bod Q. Necht pii n > 3
existuji body
Q-2 Qn—b, .. QO
. Ortentujme jesté libovolné piimku {@B,}. .
Pak plati:
1— & 4+ koy — oo+ (— 1) ki, ...
B,; Q-2 — 1 1/0g 1%
B @ Q) = I oty — o (= DT hF,

Dukaz. Orientujme nejprve libovolné pfimky
{An~1A1}: {A,._;:,Al}, vee

N

. (3,2)

n—-2

=

a piimky
(@-9Qu-9), (Qu-9Qu-9}, ...,

pokud nejsou jiz néjak orientovany v dusledku dmluvy 2,1.
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Z vt odd. IT nalezneme snadno, Ze pfi » sudém

(B @O, @®) =1 — ky + kik, (3,3)
a pfi n lichém
° 1 — k, + kky — kik,k
. N (3)) — 1 1v2 1™2™3
(-BasQl,Qa)_‘ l_kl M (3’4)

Necht opét v = n — 2m, kde nyni pfi n sudém, n > 2,

a pti » lichém, n > 3,

Zvolme néjaké v.

Podle véty 3,1 je mnohoihelnik 4,,,B,Q¢~2Q®-% ... Q© normilni v pod-
prostoru
{4,,,B,Qw-2Q0"% .. QO} . (3,5)

Predpokladejme, Ze existuje bod B®. Podle véty 1,8 a véty 1,2, aplikované
na uvedeny mnohothelnik, mé tedy p¥i » sudém podprostor

{A,Q"B,_,B,_, ... B,B™} (3,6)
a pti n lichém podprostor
{AwQ(v)Bv—sz—Il s BaAzB“’)} (3’7)
dimense nejméné [%1] . Av3ak podprostor (3,6) resp. (3,7) je obsaZen v nad-
rovinach
7(0)’ 6;0327 ﬂs)v—)b R ﬁ(Bv)
resp.

7(v)7 ﬂf}v—)m ﬂg’—)b M gv)

podprostoru {4,4,...4,,,}, a tedy je dimense pravs [v +1

2

] , takZe je nadrovi-
nou v podprostoru (3,5).

Aplikujeme-li nyni na mnohothelnik A4,,,B,Q0-2Q®~% . . Q©® normalni
v podprostoru (3,5) a zminénou nadrovinu tohoto podprostoru vétu 2,1, dosta-
neme

S(”) . (Q(v); Q(v—2)’ Bv) . tAv; Bw Au+1) * (B(v); Av+1, Q(O)) =1 )
kde pti » sudém ' )

jv-1

8@ = T (Bas Q2=2, Q20)

1=1
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a p¥i n lichém
i NS |

S0 = (43 QO, Q) ] (Barars @O0, Qer+n)
1-1

Podle véty 2,3, aplikované na mnohotihelnik 4,4, ... 4,,; normalni v pod-
prostoru {4,4, ... 4,,,}, je

kky ... k(BW; 4,4y, 4, = (= 1y,
a tedy

(— 1P+ bk, .. kg (ky — 1)

(B Qu9, Q) = 1 — oo (3.8)

V ptipadg, ze bod B® neexistuje, t. j. Ze nadrovina y® podprosﬂoru {4,4, ...
...4,,} je rovnob&ina s primkou {4,4,,,}, dostaneme po malé modifikaci
predchézejici tvahy opét relaci (3,8).

Ptedpokladejme nyni, ze plati

1 —ky + by — ..+ (— D kyky ... Ky
1 — k1+ kLkz — ot (= l)h_2k1k2---kh—2 ’

h,:v—2,v——4,...,h:>:4.

(By; Q=2, QW) =

V dusledku (3,3) a (3,4) je pak
8 =1—Fk +kiky— ...+ (— 1) 2kk,... k,_s,
a tedy podle (3,8)

(By; @02, QW) = 1—ky + bk, — ...+ (= 1) bk, .. &,

1 — k& +kky— ..+ (— 1) 2k, ... kyy
Tim je véta indukei dokazana.

Véta 3,3. Necht body

P,P, ... P,

le%t pravé v jedné nadroviné a budif p pfimka nerovnobéind s touto nadrovinou. '
Vedme bodem P, resp. P, pfimku p, resp. p, rovnobénou s pFimkou p. BudiZ 8
libovolnd nadrovina, kierd mejde Zddngm z bodd P,, P,, ..., P,, protind vdecky
pFimky v
{P2P3}’ {P3P4}’ e {Pn-—la Pn}7 Pn> P1 (3:9)
postupné v bodech
Rz, Rs, e Rn—l’ Rm Rn+1

a pFimku {P,P,} protind budto v bodé R,, anebo je s ni rovnobéind. Orientujme
libovolné vdecky pFimky (3,9) © pfimku {P,P,} a polofme ¢ = 1 resp. e = —1
pfi souhlasné resp. mesouhlasné orientaci pfimek py, p,.
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Pak plati:

P.E, =
. Ry; P, P = 3,10
resp. . .
PR, e
2 R, P, P =, 3,10’
FIR”_'_I 1:1;( 1 12 l+l) € ( )

podle toho, zdali nadrovina & pFimku { PPy} protind anebo nikoliv.

Dukaz. Necht nadrovina & je rovnobéZng s p¥imkou {P,P,}. Podle zobec-
néné véty Menelaovy 2,1, aplikované na mnohothelnik P, P, ... P, normalni
v podprostoru {P,P, ... P,} plati:

n-1

n (Ry;; Py, Pryy) =1
i-1

resp.
:llj (R; P, Pry)=1.
Aviak zfejmé ) .
PR, _
PR,.

takZe plati relace (3,10) resp. (3,10).

Necht za druhé nadrovina 6 protind ptimku {P,P,}, jiZ jsme n&jak oriento-
vali, v bod& R, ktery je oviem rizny od bodl P;, P,. Podle véty 2,1 je

n-1
(RQPmP1)-n(Rz§Pz,Pz+1) =1
1-1
resp.

n-1
(R§PmP1)-n(Rz§Pt’Pz+1)= 1.
-2

Déle snadno zjistime, Ze

PR,

—
n

(B; P,, P))=¢

1 +1

Relace (3,10) resp. (3,10’) plati tedy i v tomto piipadé.
Véta 3,4. Necht vrcholové nadroviny
ﬂ]’ ﬂe, vy Ign——p l.Bn

normdintho mnohoihelnika A Ay ... A, ., maji spoleény bod Q. Necht pfi n > 3
existujt body
Q(n—ﬂ), Q("‘A), ey Q(O) ¢
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Orientujme libovolné pFimku {QQn-2} a polo¥me & = 1 resp. ¢ = — 1 podle toho,
jsou-li (rovnobéiné) pFimky

{Am Au+1}’ {QQ(”_Z)} (3,11)
orientovdny souhlasné nebo nesouhlasné.
Pak plati:
A,,HA_:, — f(— 1y 1—Fk 4k, — ...+ (— )" 2kky ... kpy . (3,12)
Q™20 kky...bny

Dikaz. Pfednd body @ a @»~2 jsou rizné a piimky (3,11) rovnob&Zné podle
véty 1,8.
Podle véty 3,1 je mnohothelnik
A, Q-0 ... QO (3,13)
normalni v podprostoru
{4, Q@ 2Q"Y ... QO} ' (3,14)

1 . ; y
dimense [ﬁg—] . Pfimka {4,4,,,} zfejmé neni v tomto prostoru obsaZena.

n+1
2

Oznaéme E podprostor dimense [ ] + 1, urdeny podprostorem (3,14)

a pfimkou {4,4,,,}.

Pfedpokladejme nejprve, Ze pfimka { 4,4} protina vrcholovou nadrovinu
ym = {QA,A, ... Ay} = Bnyy v b0d8 B, . Podle véty 1,8 a podle véty 1,2,
aplikované na mnohothelnik (3,13) normélni v podprostoru (3,14), leZi pii n
sudém body

A,,Q,B, 5B, 4....B, B, (3,15)

A

Am Q: Bn—z’ Bn—4’ ey B37 AZs Bn+] (3,16)

a pfi » lichém body

v podprostoru dimense nejméné [il%—_l”] .

Av3ak pfi n sudém lezi body (3,15) v nadrovinach

ﬂnﬂ’ ﬂn—z, ﬂn—b L] /32

a pfi » lichém body (3,16) v nadrovinach

ﬂn«i:l’ ‘Bn—2, ﬂn—m R ‘83 ’
takze body (8,15) resp. (3,16) lezi v néjaké nadroving é podprostoru E.
MuzZeme tedy na utvar sloZzeny v podprostoru E z piimek stran mnoho-
thelnika (3,13) s vyjimkou piimky {4 ,,,@"~?} a pfimek {4,4,,,} a {@Q»~2Q}
a jeho zminénou nadrovinu ¢ aplikovat vétu 3,3; tak dostaneme

(n—2) .
(Brsss Ansy, 4y) - 8™ g—_:é: =E. (3,17)
4,4,
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Avsak podle véty 2,3 je
by ... by by, = (— 1)
a podle véty 3,2
S® =1 —ky 4 kg — ... + (— V)2 kky... kps .
Z toho a (3,17) plyne pak ihned relace (3,12).

Necht za druhé ptimka {4,4,,,} je rovnob&Zna s vrcholovou nadrovinou
Y™ = 'f,,,. Pak jednoduchou modifikaci vySe provedené uvahy dospsjeme
pomoci véty 3,3 k relaci

N —_—

s, @G,

* — )
”+1An

pfi ¢emz nyni

takze opét plati (3,12).

Véta 3,5. BudiZ A4, ... 4,., normdlni mnohoihelnik. Necht jeho vrcholové
nadroviny

Bis Bas .y B (3.1)
obsahuji véecky smér q. Necht pFi n > 5 existuji body
Qn-3), Q=5 .. QO
Pak plati: :
1—Fy + kg — oo 4+ (— V) kyky... k= 0. (3,18)

Dikaz. Pro n = 2 se véta dokdze snadno. Necht tedy n > 3.
Vrcholy
Ay Ay oo gy Ay, Ay
oznadme po fadé téz takto:

* * * % o
A, Ay, .. 45 A Ay
takze ovSem :
*
w=mn—1,
a uvaZujme mnohothelnik
k% *
A,4,.. 4., (3,19)
normalni v podprostoru :
* Xk *
{44, ... 4;.,} . (3,20)

Pro tento mnohotihelnik budeme v dal$im uzivat oznadeni z dimluv 1,3, 1,4
a 1,5 s pfipojenymi hvézdi¢kami, jako kdyby byl normalnim mnohothelnikem.

Vrcholové nadroviny
ﬁ]: ﬁ%x s ﬂn—m VYn+1o (3,21)
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kde nadrovina y,,, jde podprostorem {A4,4; ... A,} rovnob&#n8 se smérem ¢,
maji spoleénou pfimku p, kterd jde bodem 4, rovnobézné se smérem gq.
Ptimka p protiné podle véty 1,7 podprostor (3,20) v bodé, ktery oznadime ¥
a ktery je spoleénym bodem téch vrcholovych nadrovin mnohothelnika (3,19)
normalniho v podprostoru (3,20), které vzniknou prinikem nadrovin (3,21)
8 podprostorem (3,20). UzZijeme-li — za vySe uvedené konvence — amluvy 1,4,
mézeme tyto vrcholové nadroviny mnohothelnika (3,19) normélniho v pod-
prostoru (3,20) oznadit takto:
x % % %
Bis Bas -0 ﬂi—p Yo+l +
Oznaéme ;; nadrovinu podprostoru (3,20), kter4 je podle v&ty 1,6 jednoznadé-

kK *
ngé uréena podprostorem {4,4, ... 4;_,} a bodem Y a kterd je vrcholovou nad-
rovinou mnohothelnika (3,19). V oznaleni z tmluvy 1,5 mtZeme tedy vzhle-
dem k vysSe provedené konvenci psit

¥ e 3
Y =Q0 = Q;
dale se snadno zjisti, Ze

Qin—3) = é(;—z), Q3 = é(;—o’ vy QO = 5(0) . (3,22)

y . . YLV 1 v vr * ok ? ¥
Orientujme jest§ libovolng pfimku {A4:4:,.}. Budeme v dalsim rozlifovat
dva pripady podle toho, zdali ;,; = 79,; anebo ;,; = ’5,;.
v Y 2’ . *
Necht pfedné vrcholovi nadrovina y; = :‘};‘ mnohothelnika (3,19) protina

pfimku {jl;;l;,ﬂ} v bodé ﬁ;,. Podle véty 2,3, aplikované jednak na mnoho-
thelnik (3,19) normilni v podprostoru (3,20), jednak na normélni mnoho-
thelnik 4,4, ... 4, ,,, dostaneme snadno
* % E3
(B;.; A;;’ A'n+1) = — kn—lkn s (3,23)
takze
14 ky ik, + 0. (3,24)

% * LR £ 3
Podle véty 1,8 jsou body B;, @ a @2 razné a lezi na pfimce. P¥imka p
%
vedend bodem Q-2 rovnobézné se smérem g (je rovnobéZnd s pFimkou

p = {4,0}, a tedy) protne rovinu {4, ,4,4,,} v bods X piimky {4 ,5:}

ruzném od bodi 4, ﬁ;‘. Primku ;) obsahuji zfejmé vrcholové nadroviny
By Bn normalntho -mnohothelnika 4,4, ... An,y, 8 tedy jejich priseéné
ptimky {B,_,4,,,} a {Bnds_,} s TOVinou {An_ArA41} jdou bodem X.

s ¥ % * v .
Orientujme libovolné pfimky {B,Q} a { B4} Zfejmé
(By; 09, @) = (Bys X, Au). (3,25)
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Vzhledem k (3,22) maZeme na mnohothelnik (3,19) norméalni v podprostoru
(3,20) aplikovat vétu 3,2, a tak dostaneme
X ke *
(By; @62, Q) =
- , xro
Sl —ky kb — .o (— D) ks ks
Al —ky + ke, — o 4 (— 1) 2kky . ke +
+ (=D kk, ... ke (B A Aml)}

V roviné {4,_,4,4,,} snadno zjistime, Ze

(3,26)

k
B X, 4 Tl
( ) kn 1"‘( '+'kn 1kn)

Srovnanim s (3,26) dostaneme vzhledem k (3,23) aZ (3,25) relaci (3,18).
* *
Necht za druhé vreholova nadrovina y;, = '#;, mnohothelnika (3,19) normal-
k%
niho v podprostoru (3,20) je 8 pﬁmkou {4:A4;,,} rovnobéina.

Podle véty 1,8 jsou body Q a Q(" ‘2 rizné a pfimky {Q(" 2>Q} a {A An,l} =
={4,_ 1An“} rovnobézné. Orientujme libovolné tyto dvé pfimky a polozme
e =1 resp s = — 1 pfi jejich souhlasné resp. nesouhlasné orientaci. Je zfejmé,
%e pfimka p protind i nyni rovinu {4, _,4,4,,,} v bodé X, jimZ opét jdou jejt
prise¢né ptimky {B,_,4,,,} a {B,A4,_,} s vrcholovymi nadrovinami 8,_, a ,
norméalniho mnohothelnika 4,4, ... 4,,, a ktery ma tu vlastnost, Ze pfimka
{XA4,} je rovnob&Zina s pfimkou {4, _,4,,,}. Orientujme libovoln& i pfimku
{XA4,} a poloZme ¢ = 1 pfi souhlasné a ¢ = — 1 p¥i nesouhlasné orientaci

. *
primek {X4,} a {Q-9Q}. Zfejme

Q90 — ¢ X4, . (3,27)
Podle véty 3,4, kterou vzhledem k (3,22) opét miZeme aplikovat na mnoho-
thelnik (3,19) normdlni v podprostoru (3,20), je

_.__—>

A A o« noy L—ky bk, — ot (= D ey e

= g(— 1) . 28
e ooy - Fons (3,28)
Q(ﬂ—2)Q
V roviné {4, _,4,4,,,} ziejmé plati
Ani};:—l — :elkn._l ,

takze podle (3,27)

*  x _,

CAnady  Awndan (3,29)
* o % X o 3
Q-2 Qn-2'Q) .
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Uvéazime-li, Ze nyni jedté k,_,k,+1 = 0, dostaneme srovnanim (3,28) s (3,29)
opét relaci (3,18).

Tim je véta 3,5 dokazana.

Umluva 3,1. Budiz 4,4, ... 4,,, normilni mnohothelnik s vrcholovymi
nadrovinami

By Bos oo B (3,1)
Budtez u, v celd nezdporna disla takova, Ze
25 u+2<5vn.
Budiz A = 2,3, ..., v — u.
Oznac¢me
Bl Blles - Bl)n (3,30)
nadroviny podprostoru
{Awnduse - Auinal s (3,31)

které jsou jeho priniky s nadrovinami

Bu+1’ ﬁu+2: sy ﬁu+h .

Podprostory (3,30) jsou zfejmé vrcholové nadroviny mnohothelnika
A4,z ... Ayinyy normalniho v podprostoru (3,31); podle véty 1,4 existuje
budto pravé jeden bod jim spoleény, ktery pak oznafime Q(*),, anebo pravsé
jeden smér jim spole¢ny, ktery budeme znaéit ¢'*,.

Polozme jesté @, = B,,, a Q" = 4,,,.

Mnohotihelnik

Au+1Au+2 Av+1 (3732)

normalni v podprostoru {4,,,4,,,... 4,,;} nazveme piipustnym, jestlize
v-—u < 4 anebo jestlize pii v — u > 4 existuji body
QU P QU L Q0.

Poznidmka 4. Mnohotihelnik (3,32) muze byt piipustny p¥i vhodné volbé
vrcholovych nadrovin 8, f,, ..., f, a pfi jiné volbé nikoliv. Av8ak vyse zave-
dena zkratka ,,pfipustného mnohothelnika® nidm pozdéji velmi usnadni
vyjadfovani a nepovede k nedorozuménim.

Véta 3,6. Necht vrcholové nadroviny
Br: Bas - B (31)

normalniho mnohoihelnika A, A4, ... A, , obsahuji véecky smér q. BudiZ h pfiro-
zené &islo, 2 < b < n. Necht dale vrckolove nadroviny

B, BS", - B

mnohothelnika A4, ... Ay, normdlniho v podprostoru {A,A4, ... Ay} maji
véecky spoleény smér g™, ’
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Pak je vidy

Ar<n—3
a vrcholové nadroviny
ﬁ(hn—zh 1) ‘5(" h-1) (n-h-1) (3,33)
+ 3 veey U b
mmohoihelnika :4,,+2A,.+3 ... Ay mormadlntho v podprostoru
{Ah+2Ah+3 ce An+1} (3:34)

maji véecky spoledny smér ¢ F~b.

Dukaz. Necht » = n — 1. Nadroviny

ﬂ(ln—l)7 ﬂgnnl)’ (R ﬂ(ﬂ—_ll)
podprostoru {4,4, ... 4,} maji podle véty 1,7 a prvniho pfedpokladu dokazo-
vané véty spoleény bod Q-1 a tedy v disledku druhého jejiho piedpokladu
maji spole¢nou celou pfimku. To v8ak odporuje vété 1,4.
Necht A = n — 2. Nadroviny
ﬂ(ln—z), 5(;—2) . (n—2)

sy MPn-2

podprostoru {4,4, ... 4, ,} maji spoleény bod @~2 podle véty 1,8, a tudiz
podle pfedpokladu i pfimku spoleénou, coz odporuje vété 1,4.

Tim je prvni ¢4st véty dokazana. Piejdeme k ditkazu druhé ¢dsti.

Z véty 1,6 plyne, Ze smér q neni obsaZen v podprostorech {44, ... 4,.,}
a {Apyodnis ... Anyy}, takZe neni rovnobéZny ani se smérem g™, o némiZ se
snadno zjisti, Ze neni rovnob&zny s podprostorem {A,, ,4;,5... A,.;}. Nad-
roviny

~

ﬂl’ ﬂ2> AR .Bh ’ (3,35)

jeZ obsahuji podprostor (3,34) a smér ¢ s nim nerovnob&zny, protinaji se v pod-
prostoru dimense pravé n — h; oznaéme jej E,_,. Aviak nadroviny (3,35) jsou
viecky rovnobéZné i se smérem g™, coz znamend, %e v prostoru E,_, je obsa-
%ena rovina E,, obsahujici sméry ¢ a ¢™. JeZto rovina E, neni rovnobé&ini
8 podprostorem (3,34), s nimz lezi v podprostoru E,_,, protind jej pravé
v pfimee. Dokézeme o ni, Ze uréuje smér ¢{' "), ktery obsahuji viecky nad-
roviny (3,33) podprostoru (3,34).

Uvazujme kteroukoliv z nadrovin

ﬁh+2: ﬂh+3’ LT ﬂn . (3,36)

Ta obsahuje podprostor {4,4;... 4;.,}, a tedy i rovinu obsahujici sméry ¢
a g™, t. j. rovinu rovnob&znou s rovinou E,, obsahujici smér ¢{" ;*-. Obsahuji
tedy viechny nadroviny (3,36) smér ¢4 3*~". Pondvadi pak smér ¢i" 2" " lei
v podprostoru (3,34) a podprostory (3,33) jsou jeho fezy s nadrovinami (3,36),
plati i o nadrovinéch (3,33) podprostoru (3, 34), ze obsahup smér ¢y, e .

Tim je cely dikaz proveden. .
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Véta 3,7. Necht vrcholové nadroviny
ﬂl: ﬂz’ sy ﬁn (3’1)

normdiniho mnohothelnika A A4, ... A,., obsahuji vdecky smér q.
Pak plati:
1—Fy+ kg — oo+ (— W kyky... k= 0. (3,18)
Dikaz. V disledku véty 3,5 sta¢i dokazovat vétu 3,7 pro n > 5 a ten pii-
pad, Ze neexistuji v8ecky body @®—3, Qn=5, . . QO,
Pak 1ze najit takové pfirozené &islo s; > 2, e mnohotihelnik
4,4,... 4, (3,37,)
normalni v podprostoru {A4,4,... 4, ,,} je pipustny a existuje smdr g{*
(= ¢V v oznacteni z imluvy 1,5). Podle véty 3,6 je s, < n — 3 a pro mnoho-
dhelnik
As1+sAsl+3 N (3,38,)

normélni v podprostoru {4, ,,4; ,s5... 4,,,} existuje smér qg?;;x—l).

Neni-li uz mnohothelnik (3,38,) ptipustny, pak lze opst nalézt takové ptiro-
zené &islo 8, = 8, -+ 3, %e mnohothelnik
. A31+2A31+3 et A82+1 (3’372)
normélni v podprostoru {4, .4, .s... A,;} je piipustny a existuje smér
¢izs" 1. Opét podle véty 3,6 je s, < m — 3 a pro mnohothelnik
Ag ol g... Ay (3,38,)
normélni v podprostoru {4, ,4,.3... A} existuje smér qﬁ'z‘;;?"l).
Neni-li uZ mnohotihelnik (3,38,) pfipustny, pak pokradujeme-li tak déle,
dojdeme po koneéném podtu krokd k mnohothelniku
As,+2As,+3 v Ay (3,38,)
normélnimu v podprostoru {4, ,s4;.5... 4,,,}, ktery je pipustny, a pro
ktery existuje smér ¢{" 7~ V. Pfitom je
2_§31: 81+3§82’ 82+3§335 L] 811+3__£_n;
v>1.
Na vSecky mnohothelniky (3,37,), (3,37,), ..., (3,37,), (8,38,) (mnoho-
tihelnik (3,37,) je oviem piipustny mnohothelnik A, .4, ,+s--- 4s11)
miZeme aplikovat vétu 3,5. Tak dostaneme:

1—ky+ by — oo+ (— 1) kg .. By, = 0,
1 — Koz + Eoyako s — oo+ (= 1)k yiky i Ky, =0,
1— ka,+2 + ka,+nka,+3 — .+ (_ 1)"_3"—1 ks,+2ks,+3 k” =0.
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Nésobime-li druhou, tteti atd. aZ (v + 1)-ni z t&chto rovnic postupné

' (—- 1)" i1 klk‘z ves k3.+1’ (—‘ 1)” o1 klkz cee ksﬁ—l! (XS (" 1)’" ! klkz cee ks,,+1 s
a pak vSecky rovnice se¢teme, dostaneme (3,18).

Vé&ta 3,8. Neckht pro n bodu
' B, B, ....B, (3,39)

na pfimkdch stran normdlniho mnohovhelnika A A, ... A, ., plati relace (3,18).
Pak existuje pravé jeden smér, obsaZeny ve vdech vrcholovijch nadrovindch

ﬂl’ /32’ L] ﬂn (371)
normdlniho mnohovhelnika A,A, ... A, .y, které z jeho vrcholovijch podprostors
promitaji body (3,39).

Dukaz. Podle véty 1,4 existuje takovy smér nejvyse jeden.

Kdyby vrcholové nadroviny AV, g5~ 1, ..., " 7" mnohothelnika 4,4, ...
... A, normalniho v podprostoru {4,4, ... 4,} byly viecky rovnobéiné s touz
pF¥imkou, bylo by podle véty 3,7

1 —doy + kgkoy — oo 4+ (— D) T hyky .. ey = O,

a tedy srovnanim s (3,18) bychom dostali kk, ... k, = 0. Plyne tudiz z véty 1,4
existence bodu Q*—1,

Nadroviny By, B, ..., .-, maji podle véty 1,4 zfejmé spoletnou pravé jen
pHimku {4,,,Q®D}. Oznadme B nadrovinu, ktera jde podprostorem {44, ...

.. 4,-,} rovnobézné s touto pfimkou. Nadrovina f zfejmé nesplyva se sténou

{4,4,... 4,}, a kdyby 8la vrcholem A4, _,, pak proti vété 1,6 by podprostor
{A,4, ... 4, ,} obsahoval bod @*~1. Nadrovina f je tudiz vrcholova nadrovi-
na normalniho mnohodhelnika 4,4, ... 4,,,.

Kdyby nadrovina f byla rovnob&iné s ptimkou {4,4,,,}, existoval by
podle véty 1,8 pro mnohothelnik 4,4,...4,-; normilni v podprostoru
{4,4, ... A, ,} sm¥r q»~2 a podle véty 3,7 by bylo

1 —ky+kyby— ...+ (=1 2kky... by =0.
Srovnanim s (3,18) plyne

: kyky ... kp (1 —k,) =0,
coZ je nemozné.

To znamen4, %e nadrovina § protini piimku {4.4,,,} v n&jakém bods B}.
Podle véty 3,7 je *

l - kl + klkE-'— e + (—‘ ].)"m1 klkg o kﬂ-—] +
+ (= Drkky ... kn—l(B:; A, Ann) = 0‘-
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Srovnanim s relaci (3,18) dostaneme okamzité By = B,, ¢im% je dikaz pro-
veden.

Poznamka 5. Plati-li relace (3,18) a jedt8 kyk, ... knyy = (— 1)1, plat
i dalsich » relaci, odvozenych z (3,18) cyklickou zaménou indext. Geometricky
vyznam toho je zcela jasny.

Pesome

PACIIPOCTPAHEHUE TEOPEM MEHEJIAA U YEBBI
HA n-PASMEPHBIE OUI'VPHI

3BbIHEK HAJJEHUK (Zbyn&k Néadenik), IIpara.
(ITocrymuno B pegaknuio 22/XIT 1954 r.)

IIycrs B n-pasmepHOM eBRINAOBOM mpocTpaHcTBe E, TOYKM

A17 AE) ""Aﬂ+1 (1)
JsimHeiiHO HesaBucuMmel. Qurypa, cocraBieHHaa u3 n + 1 abeice
A1A27 AzAav tty Aﬂ+1A1 1) (2)

KOTOPYIO aBTOD Ha3LIBaeT HOPMAJIbHHLIM MHOroyrojabHukoM A4, ...4,,, AB-
jasercA n-pasMepHHM 00oOmenveM TpeyrodbHMKa. Toukm (1) on HasH-
BaeT ero BepIMHAaMM, abcuuccH (2) ero CTOPOHAMMU @y, g, . .., B, ;. U IPAMEE
onpeneseHHEle MU, IPAMBIMU ero cropoH. [lomupocTpancTBo pasmepa » — 2,
KOTOpOe OIlpefieIeHO BepIIMHAMU (2) 3a MCKIOYeHHEeM ABYX COCEJHUX, Jea-
ImMUX Ha CTOpPoHe a; (¢ =1,2,...,n 4 1), Has3EIBaeT aBTOP BePIUMHHHIM MOIPO-
CTPAHCTBOM, IIPOTHMBOIIOJIOKHEIM CTOPOHE @;. I'MIIepPIIOCKOCT, KOTOPAst COfep-
SKUT 8TO MOANPOCTPAHCTBO, HO HUKAKYI0 M3 MCKJIIOUEHHHIX BePIINH, HAaBHBAET
4BTOD BEepIIMHHOM I'UIEPIIOCKOCTHIO.

Ilyers B; (t=1,2,...,2+4 1) — TouKa Ha IPAMOY CTOPOHH @;, OTINYHAA OT
BepmmH A,, A, (An.y = A,) M f; — BepUIMHHAA IMIEPILIOCKOCTD, IIPOXOJSA-
nfas Yepes TOYKy B; M BepIIMHHOE IOANPOCTPAHCTBO, IIPOTHBOIIOJIOHHOE CTO-
poHe a;.

n 4+ 1 Touek

By, By, ...,B,, (3)

JIeMRUT caMoe 6oJpIle B OFHON IUIEPIVIOCKOCTH, U 7 -+ 1 BepIIMHHEIX Tumep-
mjiocKocrei .

:317 ﬂz, (RS ] ﬂn+1 (4)

umeloT camoe GoJble OfHY OGI[yI0 TOYKY MM caMoe Gosblie OfHO o6ujee Ha-
npasienue (T. e. camoe Goabnie OgHY ,,TOYKY B GecKOHEYHOCTH ‘).
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[Tycrs npsAMEe CTOPOH HOPMAIBHOTO MHOYOyroapunka 4,4, ... 4,,, opuen-
THPOBAHHEl IPOUBBOJILHO, ¥ IIYCTh BBEJIEHO ellfe cJeAyioliee 0003HaUYeHHME:

—_—

4B,
- Ai+1Bi

I'naBHEIM pe3yubTaToOM paGoTHl ABIAITCA CIEAYIOU[Ne TeOpeMb:

k, = , i=1,2...n+1.

1. Heobzodumoe u docmamounoe yciosue das moeo, 4mobur mouku (3) aexnca-

AU 6 eunepn./wcnocmu:
Rk ... bpyy = 1.

2. Heobxodumoe u docmamouroe ycaosue 048 mo20, 4mobyl GepULUKHBIE 2U-
nepnaockocmu (4) umeau 06wy mouky uiu Hanpasienue:

Ty o pyy = (— 1)n*1. < (5)

" 8. Heobxodumoe u docmamouroe ycaosue 048 moeo, ¥mobvt eepuLiHHble 2unep-
naockocmu (4), 048 Komopwix umeem cuay (5), umean cosmecmmoe Hanpasae-
nue (u, caedosameabHo, He MOUKY):

1— by 4 kg — oo (— 1)rkyky .. oy = 0.

IlepBass Teopema ABIAeTcA 7-pasMEPHBIM pACIPOCTPAHEHHEM M3BECTHOMH
TeopeMsl MeHesass, ¥ Bropas - reopeMbl UeBhl. 9TO MOMKHO BHIPDABUTH TOHKE
B Gosree obmeit opme, kax mokasaHo B oroit paGore. [Ipn momMomu ykasaHHEIX
TeopeM Oymer B OyAyIleM HOPMAJbHHIM MHOIrOYIOJBHHK WCCIefOBaH Oojee
mofpoGHo. :

“

L’ELARGISSEMENT DU THEOREME DE MENELAUS
ET DE CEVA SUR LES FIGURES n-DIMENSIONNELLES

ZBYNEK NADENIK, Prague.
(Regu le 22 décembre 1954.)

Supposons que les points
AI»AE’ s A-n+1 (1)
d’un espace euclidien & » dimensions E, sont linéairement indépendants. La
figure, formée par les = + 1 segments
A Ay AA,, ..., A, 54, (2)

que I'auteur appelle le polygone normal 4,4, ... 4,,,, est une généralisation
d’un triangle. Dans le travail présent, on appelle les points (1) les sommets de ce
polygone normal, les segments (2) leur c6tés a,, a,, ..., Gn41 et les droites déter-
minées par les segments (2) les droites de leur c6tés. Le sous-espace & n — 2
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dimensions qui est déterminé univoquement par les sommets (1) par I'exclusion
de deux sommets voisins sur le c6té a; (t=12,...,n + 1), est appellé par
I’auteur le sous-espace de sommet opposé au c6té a;. L’hyperplan qui passe par
ce sous-espace et qui ne contient aucun de ces deux sommets omis, est appellé
Ihyperplan de sommet.

Soit B; (i = 1,2, ...,n + 1) le point sur la droite du c6té a; distinct des
sommets A;, A, (Ap,s = 4;) et f; Phyperplan de sommet passant par le
point B; et par le sous-espace de sommet opposé au coté a;. Par les n + 1
points

Bl’ Bz» e Bn+1 (3)

passe au plus un hyperplan et les n 4- 1 hyperplans de sommet
/31’ ﬂz, e /3"+1 (4)

ont commun au plus un point ou au plus une direction (c’est-a-dire au plus
un ,,point & I'infini*‘), mais non un point et aussi une direction.

Orientons arbitrairement les droites des cotés du polygone normal 4,4, ...
.. A4,,, et introduisons encore cette notation:

.ﬁBJ;, i=1,2,..,n+1.
Ai+1Bi

Les résultats fondamentaux du travail présent sont les théorémes suivants:

ki:

1. La condition nécessatre et suffisante pour que les points (3) sotent dans un
hyperplan est
kky...kpy=1.

2. La condition mécessaire et suffisante pour que les hyperplans de sommet (4)
azent commun un point ow une direction est

By ... kpyy = (— 1)n+1, (5)

3. La condition nécessaire et suffisante pour que les hyperplans de sommet (4)
pour lesquelles on a la rélation (5), aient une direction commune (et alors non un
point ), est

1—k+bky— ...+ (—Drkky... b, =0.

Le premier resp. deuxiéme théoréme est un élargissement n-dimensionnel du
théoréme de Ménélaiis resp. de Céva bien connu. Dans le travail présent ces
deux théorémes sont expliqués aussi dans une forme plus générale. A I’aide de
ces théorémes le polygone normal sera étudié plus profondement plus tard.
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