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Casopis pro p&stovini matematiky, rok. 79 (1954)

HARMONICKA PRIBUZNOST
Cast II.

ZDENEK PIRKO, Praha.
(Doslo dne 19. prosince 1953.) DT: 518.76

.

V 8lanku jsou vylo¥eny nékteré podrobndjsi vlastnosti ptibuznosti,
kterd byla definovéna v stejnd nazvaném pojednéni na str. 201 a% 215
tohoto 8asopisu, roénik 76 (1951).

3.0. Podrime nazvy samodruiny bod, samodruind pfimka (a obecnéji samo-
drufnd kfivka), pouzivané v theorii birraciondlnich bodovych transformaci,
i pro naSe tvahy, a sice v tomto smyslu:

V roving X budtez [ £] a (‘) pfimka a bod, s ni incidentni, které si odpovidaji
v pfibuznosti H; v roviné 'X budteZ (x) a ['£] bod a pfimka, s nim incidentni,
které si odpovidaji v piibuznosti H-1. Necht roviny X, ‘X splynou; existuji-li
body (z) = (‘z) resp. existuji-li pfimky [£] = ['£], s nimi incidentni, nazveme
je samodruzné body resp. samodruzné piimky na&i piibuznosti. Nastane-li
tato okolnost pro kiivku (bod za bodem pro kfivku jakoZto geometrické misto
bodu; teéna za teénou pro kfivku jakoZto geometrické misto tecen), nazveme
ji analogicky samodruznou kiivkou nasi pfibuznosti.

3.1. UkéZeme, Ze takové Gtvary existuji, a uréime je.

Nutné a postadujici podminky, aby bod () splynul s odpovidajicim ('z)
(,;odpovidajicim‘ ve vySe uvedeném smyslu), jsou patrné

Xy Xy = Ty Ty 'y,
to jest, vzhledem k rovnicim (2.3,1),
Xy iy = £ £y 831 — 28,8, (3.1,1)
Nutné a postatujici podminky, aby prfimka ['&] splynula s odpovidajici [£]
(,;odpovidajici ve vySe uvedeném smyslu), jsou obdobns
‘51:‘521‘53':51:53:53:
to jest, vzhledem k rovnicim (2.3,2) (a po vynechani akcenti),
.51 18y by = a2yt — 22, (3.1,2)
To viak jsou rovnice, které obdriime obricenim rovnic (1); vysledek samo-
zfejmy,
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~ Ptejme se nyni, zda existuje bodovy utvar f = 0, ktery je samodruzny
(,,samodruiny‘‘ ve vyse uvedeném smyslu)! Je-li kladnd odpovéd na tuto
otédzku, pak tento Gtvar bude ovSem samodruzny i tehdy, budeme-li jej uva-
Zovat jako gbélku tecen.

Teéna kfivky f = 0 mé rovnici

of
}‘3)‘55’«'; =0 (fi %’i) ’

o jejich soufadnicich plati
Siibetla=hifath.

Po dosazeni do rovnic (1) mame tedy tyto nutné a postadujici podminky pro
samodruZnost bodového dtvaru f = 0:

Ty 1 %yt %3 = fofy: fifs :—2fifs - . (3.1,3)
Piedeviim mizeme pfedpoklddat, Ze f; == 0. Nebot piedpoklad f, =0, f, == 0,

fs &= 0 (a dva dalsf obdobné pfedpoklady) davaji vysledek trividlni:
Vrcholy zdkladntho trojstranu jsou samodruzné body harmonické pFibuznosti.

[3.1,1]
3.2, Pak ale miiZzeme psat podminky (3.1,3) ve tvaru
—2
fl':‘x'g'ly fﬂ_;i, f3= wsg (9$0) (32’1)
a odtud
f=elog|z| + @y
Tesp.
f=olog |z + ¢ (3.2,2)
Tesp. '
f=—2¢0log |zs| + ¢,,,
kde g jsou (zatim je$t® neurdené) funkce prom¥nnych z;, ;.
Jejich tvar uréime takto: Z rovnic (2) odvodime
_ 0@y __ s
I2 ‘ axa ’ f axa
_ 0@13 _ 09y3
h 0z, f 0z,
09y _ O0py,
h= ox, ’ f= 0w,
&ili, vzhledem k rovnicim (1),
f, = 0912 — 013 _ 0
1 om, ox, =,
Opas 0912 @
— = T = — 3'2’3
fa 0%, 0x, z, ( )
fo = 0913 — 0pas - —20
8 0xg 0xy xg
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Ale prvni fada téchto rovnic ukazuje, Ze

P = A1 + 4,, ¢1s = B, + B;,
kde 4,, ..., B, jsou uz funkee jediné proménné z,, a to té, jejiZ index se shoduje
8 indexem funkéniho symbolu; pfitom je

da, de, =z’
a tedy (c,, ¢y, ... arbitrarni konstanty)
A, = plog|c,z,|, B,=plog|c,z,|.
Obdobné plyne z druhé fady rovnic (3):
=0+ 05 @p=D,+D,,
Oy = glog |esz,|, D, = glog |cgy ;
z tfeti fady rovnic (3):
$iu=E, + B;, @p=F,+ F;,
E; = —2glog |ezs|, Fy = — 2¢ log |cexy| .
Srovnénim vsech téchto vyjadieni pozndvime, Ze

@ =4,+ 4,=D, + D,
@13 = B, + By =E, + E,
@3 =Cy + Cy = F, + F4

¢ili
A, =D, B,—E, C,=F,
.A2 =.D2, B3 = E3, 03 = F3 ..

Maji tedy funkce ¢,; tyto tvary (x, B, y arbitrdrni konstanty):
912 = A, + D, = ¢ log |yz,z,|

x

¢13 = B, + By = QIOg\ ﬂx—é

@os = Oy + F3 = glog

x
x—
3

Po dosazeni do rovnic (2) nalezneme (k arbitrérni konstanta):

1 2,2,

k

To znamend: Nutnym a postadujicim podminkém (3.1,3) bude vyhovéno,
jestlize f,, f,, f; budou derivace funkce (4); jinak: v piibuznosti H (a ovSem
i H-1) bude si kiivka

f=elog (3.2,4)

f=0 ¢&li xx,—kaz =0

odpovidat (,,odpovidat ve smyslu uvedeném vyse) bod za bodem (teéna za
teénou).
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Nalezli jsme tedy tthrnem:

Harmonickd pFibuznost md tyto a jen tyto samodruine dtvary: Vrchol P zd-
kladntho trojstranu a svazek kuZeloselek, které se dotykaji obou stram zdkladntho
trojstranu vychdzejicich z bodu P v obou zbyvajicich jeho vrcholech. [3.2,1]

4.0. Pro studium dalsich vlastnosti pfibuznosti H(H-!) je vhodné zavést
jestd jinou jeji definici, vyplyvajici z okolnosti, Ze piibuznost je souéinem dvou
jednoduchych a znamych piibuznosti (odst. 4.1). Toto vyjidieni piibuznosti
umoziiuje nejobecnéjsi vyjadieni analytické, z néhoz vyplyvaji dalsi jednoduché
transformaéni rovnice pfi zvla&tni volb& soustavy souradnic. Koneéné tento
rozklad pifbuznosti H(H-') umoziiuje odpovéd na nékteré otazky velmi obecné
povahy (odst. 4.4, 4.5), zejména otazku o utvarech, které se v nasi pfibuznosti
reprodukuji jakoZto celek.

sIv ™

4.1. Oznadme P poldrni pFibuznost, jejiz *dici kuZelosetka je K; oznaéme I
kvadratickou inversi, jejiz Tidici kuZelosetka je opét K a stfedem bod P (pdl
piimky p vzhledem ke kuZeloseéce K).

Viz opét obr. 2.1. V piibuznosti P odpovida obecné teéné ¢ zakladni kiivky I'
jeil pdl vzhledem ke kuZelosetce K, to jest bod Z. V piibuznosti I odpovida
bodu Z prusetik piimky PZ s polarou bodu Z vzhledem ke kuzeloseéce K,
to jest bod Y. Tim dokdzina véta:

Pribuznost H je soudinem pribuznosti P, | v tomto pofadi (to znamend: provedeme
nejdftve poldrnt transformaci P, poté na vysledek provedeme inversni transfor-
mact 1),

A H=PI. [4.1,1]

Vzhledem k involutorni povaze piibuznosti P, I plyne déle ze symbolické
rovnice véty [1]:

PH = PPI= | = PH, - (4.1,1)
HI = Pll= P = HI . (4.1,2)
Tim dokazéno dale: ‘

KaZdou ze tFi pFibuznostt H, P, I lze vyjdd¥it jako souéin zbyvajicich dvou
(ve vhodném pofadi). , [4.1,2]

Ze symbolické rovnice vty [1] plyne postupns:

HH-1= PIH-'= 1 = PIH-?,

P = PPIH-! = P = IH-1,

IP=IIH-* = H-1=|P.
Tim dokézana véta:

Pribuznost H- je souinem pFtbuznosti I, P v tomto pofadi (to znamend: nejprve
1, poté P),
H-1= P, [4.1,3]
A obdobnd k v&té [2]:
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KaZdou ze tFt pribuznostt H-1, P, I lze vyjddfit jako souéin zbyvajictich dvou:
H-1=IP, I =H-P, P=IH-1, [4.1,4]

Okolnost, Ze harmonickou piibuznost H a ,inversni‘‘ harmonickou p#ibuz-
nost H-11ze vyjadrfit jako souéin dvou piibuznosti jednodussich, ma také tento
vyznam. Zndme-li Pliickerovy charakteristiky zakladni kiivky I, tu 1ze snadno
udati takové charakteristiky i pro k¥ivku, kterd kiivece I" odpovidéd v polérni
piibuznosti P. UZijeme-li nyni na tuto kiivku jakoZto zdkladni zndmych vét
z theorie kvadratickych Cremonovych transformaci, ziskdme tim vzajemné
vztahy mezi Pliickerovymi charakteristikami k¥ivky zakladni a kiivky har-

monické. Obdobnd pro ,,inversni harmonickou p¥ibuznost. Uvaly tohoto
druhu v8ak opomijime.

4.2. Rozklad pFibuznosti H(H™!) ve dvé piibuznosti jednodussi podle vét
odst. 4.1 umoiiiuje nejobecnéjst analytické vyjddfenti nasi pifbuznosti.
Budtez

‘z';a,-k:c,xk = 0 resp. ‘Zb‘x,- =0

rovnice kuZelosetky K resp. pfimky p. I jsou soufadnice p, : p,: p; pélu P,
polary p vzhledem ke kuZeloseéce K
PiiDs: Ps = |byy Gras Gyg| ¢ |@1ys by, @yl 2 @y, @ga, By -
Budiz dile o
f(ay, 25, 25) = 0 (4.2,1)
rovnice zédkladni kiivky I". Jeji tetna v bod$ (z) (a v soutadnicich ‘z;)

v _ o
zfixi'—o (f¢= '5;‘)
mé vzhledem ke kuZelosedce K pél Z, jehoZ soufadnice 2, : 2, : 23 jsou

2,121 23 = |f1, Gag, Gyl ¢ @y, Fis Ba| 2 |@ays @gas fi] - (4.2,2)

Eliminujeme-li z; z rovnic (1), (2), obdrzime (v soufadnicich z,) kfivku, kterd
odpovidé zédkladni kiivee (1) v piibuznosti P. Hledand harmonicka kiivka
‘I’ je kiivka, kterd této polarni kiivce odpovidéd v piibuznosti I. Nalezneme
tedy jeji rovnici nejjednoduseji tak, %e stanovime prisedik (‘x) spojnice PZ
8 teénou zakladni kiivky I, to jest

\ o\ .\ —_—
Xy 'y g =

it h h f o f
Ps2y — Dy D12 — Do?y|  |Pi%a — Doy Po?s — Pa2a|  |PaZs—Ps%ar Ds2—Pi%s|

kde oviem tieba klést za z, : 2, : z; vyrazy dané rovnicemi (2). Eliminujeme-li
z; z téchto rovnic a rovnice (1), obdrzime (v soufadnicich ‘z;) kiivku 'I" har-
monickou ke kfivce I
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Budiz .
‘f('2y, g Ty) = 0 (4.2,3)

rovnice harmonické kiivky 'I'. Poldra jejiho bodu (‘z) vzhledem ke kuZelo-
sedce K (a v soufadnicich z;)

\ \} a‘f
Zfixi:.o fz'—: a‘x‘
protne p¥imku p v bods, jehoZ soufadnice jsou

bz, ba ba bl b17 b2
. : =, . N ’ \ M \ . 4.2,4
) Y1'%ith fz' fa fa: fl fl’ fz ( )
Spojnice bodd (¥), (‘r) mé soutadnice
‘z,, ‘. ‘T, 'z @y, ‘X
E i g k= P TR TR Ta | TP TR (4.2,6
1750 & Yo Ya Y, Y1 Y Y )

Eliminujeme-li ‘z; z rovnie (3), (5) (pfi dem?% za ¥, : ¥, : Ys tfeba klast vyrazy
dané rovnicemi (4)), obdrzime kifivku (v soufadnicich &;), kterd odpovida har-
monické kiivee (3) v pfibuznosti H -1, to jest kiivku ‘I, ,,inversné‘ harmonickou
ke kiivce I

Prejdéme ke dvéma zvldstnim volbdm soustavy soufadnic.

a) Zvolme trojstran soufadnic tak, Ze stied P bude vrcholem O, (0; 0; 1),
pfimka p osou z; = 0, teény z bodu P ke kuZelosecce K osamiz, = 0 a z, = 0.
Touto volbou uvede se rovnice fidici kuzelosetky K na tvar

A5 + 20,5%,%5 = 0
a rovnice piibuznosti na tvar

‘T %y 'y = fofy  fufs ‘_2f1fz. . (a)

Eliminaci z; z rovnice zakladni kiivky f(x) = 0 a z rovnic pravé napsanych
nalezneme bodovou rovnici harmonické kfivky ‘f('z) = 0. Rovnice ptibuz-
nosti (a) nezaviseji na parametrech a,,, as; kuZelosecky K, v souhlase s tva-
hami odst. 2.1. .

Obréceni rovnic pfibuznosti mé tvar

l §1: 8y &y ="2,'my 1 'y 1 —2'2, ', | (a*)

tedy tvar rovnic (2.3,2), jak jsme mohli odekévat. Eliminaci ‘z; z rovnice har-
monické kiivky ‘'f(‘z) = 0 a z rovnice pravé napsanych nalezneme pfimkovou
rovnici zdkladni k¥ivky; vysledek eliminace je rovnice

i ‘f(£2§3: 5153) _245152) =0]. (a."‘*)

b) Zvolme trojstran soufadnic tak, Ze bude polérnim trojstranem kuzelo-
setky K, pii éemZ volme stted P za vrchol 0,(0; 0; 1), piimku p za osu z; = 0.
Rovnice kuZelosetky K uvede se touto volbou na tvar
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“uxg + a,,a:: + aaax: =0

a rovnice pifbuznosti na tvar

|yt 2y 3y = agfify: antly i —(agft + anfd) | (b)
Obracens
D€y = @y, ', Ty 1 Gy ', Tyt — (@, + ay7) |, (b*)
a tedy
| Hanbibe Gubabs —(ndl + aydd) =0 (b**)

Rovnice ptibuznosti nezaviseji oviem na parametru a,;; kuZelosetky K.

K ob&ma volbdm soustavy soufadnic sub a), b) poznamenejme jesté toto.
V obou pfipadech jednd se o vyjadieni téhoz geometrického principu, nezé-
vislého na volbé soustavy soufadnic. Lze tedy piejit od jednoho vyjadfeni
na$i pfibuznosti k druhému pouhou transformaci soufadnic, to jest nesingu-
larni kolineaci. Snadno lze udat nejobecnéj§i transformaci, kterd pievadi
trojstran jedné volby v trojstran druhy; tak poznidvame, Ze existuje co! nesin-
guldrnich kolineaci, jimiZ lze jedno z obou vyjidteni pievést v druhé. Uvahy
tohoto druhu opét opomijime.

4.3. Vyjadfeni harmonické piibuznosti rovnicemi (4.2,a, b) aplikujeme na
nékteré zvldstni pFipady!
a) Zakladni kiivkou budiZz projektivnt kfivka Laméova

0@} + 0,23 + 0525 = 0 (o, n konstanty) .

Pii prvni volbé soustavy soufadnic (4.2,a) nalezneme (po vynechdni akcent)

1 "

1 ”n

e 4 T (T o = o
harmonicka kiivka je tedy téhoZ typu jako kiivka zékladni. Speciadlné pro ku-
%elosetku, pro niZ trojstran soufadnic je trojstranem polérnim (n = 2), na-
lezneme jako harmonickou kiivku projektivni lemniskatu; pro kuZelosetku,
jeZ je soufadnicovému trojstranu opsana (n = — 1), je harmonickou kiivkou
projektivni kiivka Steinerova. Atd.

Pii druhé volbé soustavy soufadnic (4.2,b) je vysledkem kiivka (opét po
vynechani akcenti)

1 T om 1 ’ n n 1 n
017" (@@ %)" !+ 037" (Ageay)" " 4 (—1)* 7 a3 ™" (ay,2] + azzxa)"— =0.
b) Zakladni kfivkou budiz projektibni kfivka W »
aagiags = 0 (0y, k konstanty; .o, +.05 4 g3 = 0).
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Pii prvni volbé soustavy soufadnic nalezneme
(=2)*

oflo3?03

w ' wPs® — k=10 (04 0+ 05 =10);

i je harmonicks kfivka téhoz druhu jako kiivka zdkladni. Ob& kiivky sply-
nou, jestlize

oy'og’oy = (—2)” }

0+ 0+ 03 =0
jedno fefeni je

o,=0,=1, o03=—2

a vede na samodruzné kuZelose¢ky nasf pfibuznosti (viz odst. 3.2).
Pii druhé volbé je vysledkem kiivka

% [a 2
(0325)78 — (— 1)78k(a; @] + agy73)7 (%ll ‘”1) (0—2: xz) =0
(0, 4+ 03+ 05 =0).

4.4. Povsimneme si piipada, kdy zédkladni kiivka je autopolarni nebo ana-
lagmaticka.

Budiz zdkladni kfivka I" autopoldrni vzhledem ke kuzelosetéce K. Pro tento
piipad plyne ze symbolické rovnice véty [4.1,1], Ze

H,=1,
to jest harmonicks kiivka je k zékladni kfivce inversni. A obrdcené plyne
Z rovnic
H=1, H=PI
postupné
I=PI, Il=Pll,atedyP =1,

to jest zédkladni kiivka musi byti takova, aby se pfibuznosti P reprodukovala.
A pondvadi existuje v dané pfibuznosti P nekonednd mnoho autopoldrnich
kfivek, méame tuto vétu: ’

V pFibuznosti H existuje nekoneéné mnoho kfivek, které jsou k zdkladnim kfiv-
kdm inversni. Nutnou a postaéujict podminkou pro to je, aby kftvka zdkladnt
byla autopoldrnt ke kuZeloseéce K. [4.4,1]

Budi? zékladni kfivka I" analagmatickd vzhledem ke kuZelosebce K a stfedu
P, Pak ze symbolické rovnice véty [4.1,3] plyne, Ze

H'=P,
to jest ,,inversnd‘‘ harmonické kiivka je k zdkladni kiivce polarni. A obrdcend

Z rovnic )
H-1=P, H-1=I|P

plyne postupnd
P=1IP, PP=IPP, a tedy I =1,
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to jest zdkladni kiivka musi byt analagmatickd. A ponévadi zase v dané
piibuznosti | existuje nekoneéné mnoho analagmatickyeh kfivek, méme
vétu:

V pribuznosti H-1! existuje nmekoneéné mnoho kfivek, které jsow k zdkladnim
kftvkdm poldrni. Nutnou a postadujict podminkow pro to je, aby kfivka zdkladni
byla analagmatickd vzhledem ke kuZeloseéce K a stiedu P. [4.4,2]

45. Zskladni kiivka I" budifgarovei autopoldrni i analagm&tiéké. ve smyslu
uvedeném v odst. 4.4. Pak je

H,s = 1 a zéroveii Hyy =1,

to jest zdkladni kiivka se reprodukuje v piibuznosti H (i v pfibuznosti H-1).
Obrécené pak z rovnic
H=1 H=PI

plyne postupné

Pl=1, PPI=P nebo Pll=1,
a tedy A

P=1,;

tenty? vysledek plyne i z rovnic

H-1=1 H-1=IP,

I musi byt zékladni kiivka takové, Ze se transformuje stojné jak v pfibuznosti
P, tak v piibuznosti I, tedy zaroven autopolarni i analagmaticka. I plati:

Nutnd a postabujict podminka, aby se kfivka v pFibuznosti H reprodukovala,
je, aby byla zdrover autopoldrnt vzhledem ke kuZeloseéce K 1 analagmatickd vzhle-
dem ke kuzeloseéce K a stfedu P. Tato kfwwka se pak reprodukuje © v pFitbuznosts
H-1. [4.5,1]

Véta [1] oviem ner,lka nic o tom, zda takové krlvky vskutku existuji. Otdzka
existence invariantnich utvarG v pribuznosti H(H-!) by vyzadovala hlubsi
studium souvislosti ana,lagmatickych a-autopoldrnich kfivek.

5.0. Harmonickou kiivku (a ,,inversné‘‘ harmonickou kiivku) lze konecéné
vytvorﬂ; jako obalku jisté jednoparametrické soustavy kuzelosecek, jak ukdzano
v odst. 5.1, 5.3. Tohoto zpisobu vytvofeni pouzijeme k odvozeni konstrukce
teény harmonické kiivky (odst. 5.2) a konstrukce bodi ,,inversné‘‘ ha.rmomcke
kiivky (odst. 5.4). "

5.1. Harmonickou kfivku lze vytvofit jako obdlku jisté ]ednopa.rametncke
soustavy kuZelosecek.

Podle véty [2.5,1] odpovida svazku piimek o stredu v obecnem bodé 8§ v pii-
buznosti H kuzelosetka K, jez obsahuje bod 8 & vrcholy O,, O,, O, zakladniho
trojstranu, a jejiz teény v bodech O,, O, protinaji se v bodé M, kolinedrnim
se stiedem § a vrcholem O,. Oznadime-li tedy N prisedik ptimky SO, s piim-
kou 0,0,, pak je bod M harmomcky k bodu N vzhledem k bodém 8,.0,, a je
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také touto vlastnosti uréen. I mi¥eme sestrojit kuZelosetku K ze dvou bodu
0,, 0, a teten O, M, O,M v nich a daliho bodu (O; nebo S).

Jsou-li z, : «, : #; soufadnice bodu S v trojstranu soufadnic 0,040;, je rov-
nice kuelosedky K (v soufadnicich ‘z;)

F = z,'2,'%; + 2,'%,' 0 — 225'2,'2, = 0,
a bod M mé soufadnice z, : z, : — 2.

Piedpoklddejme nyni, Ze bod S probihd kifvkou I' s rovnici f(z) = 0. Pak
ka%dému obecnému bodu této kiivky odpovidé jedind kuzelosetka K a kiivece
I’ jakozto (kiivé) ¥ad® t&chto bodl odpovidd jednoparametricks soustava ta-
kovych kuZelosedek. Jejich obalka, jestlize existuje, je uréena rovnicemi

D2 Frap=0, f=0 (=123
3.1!7‘

'z 2y + Afy = 0
‘w,'wy + Af, = 0 f = of
—2'2'c, + Afs = 0 T o)
f=0
kde A == 0 je zatim je$t& neurdeny souéinitel. Ale z pfedchazejici soustavy plyne
fofs = o'x,
,li3=9‘zi ___2\ Voot
—2f1fs = o'%s ¢= T e
f=0

a pondvadi tedna k¥ivky I' nd soufadnice &,: &,: & = f,: f,: f5, tedy

Ty wg Ty = Egfy £ —28.8,
f=o0.

To vSak jsou rovnice (2.3,1) pro pfibuznost H pouZitou na kfivku f(z) = 0.
Vétou:

Harmonickd kfivka ‘I’ zdkladnt kFivky I' je obdlkou jednoparametrické sou-
stavy kuZeloselek K, je£ odpovidajt bodim S kfivky I takto: KaZdd z nich prochdzi
vrcholy 0,, 0,,0, zdkladniho trojstranu a md v bodech O,, O, teCny, jejicht pra-
sebtk M je kolinedrnt s body S a O, a to tak, Ze platt (0,SNM) = — 1,kde N je pri-
selik pFimky 0,0, s pFimkou SO,. [6.1,1]

8.2. Véty [5.1,1] lze poutit k sestrojeni tecny harmonické kfivky.

Budi? ¢ tedna kiivky I" v bods S. Bod '8, ktery odpovidé bodu 8 v p¥buz-
nosti H, je patrné prisetik pfimky ¢ s kuZelosetkou K; v tamto bodé se kuZelo-
selka K a harmonické kiivka ‘I" dotykaji. .

Dovedeme-li tedy sestrojiti te¢nu zdkladni kiivky I', dovedeme sestrojit
i odpovidajici tetnu ‘t harmonické kfivky 'I' (pouZivajice Pascalovy vity na
body 0}, 03, 'S, obrizek sestrojf si Stenéf s4m). -
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5.3. Také ,inversné‘ harmonickou kfivku (to jest zékladni kfivku I’ pii
zndmé harmonické kfivee 'I') lze vytvofit jako obdlku jednoparametrické
soustavy kuZelosedek. ‘

Podle véty [2.5,2] odpovidad piimé bodové Ffadé na obecné pifmce 's v pii-
buznosti H-! kuZelosetka ‘K, je% se dotyké piimky ‘s a stran 0,0,, 0,0, 0,0,
zakladniho trojstranu, p¥i ¢emZ spojnice ‘m bodi dotykd 2,, 2, této kuZelo-
setky se stranami 0,0,, 0,0,, piimka 0,0, a pfimka ‘s prochézeji jednim
bodem 'P. Oznadime-li tedy ‘n spojnici bodu 'P s vrcholem O,, pak ‘m je
piimka harmonické k pfimce ‘n vzhledem k p¥imkim ‘s, 0,0,, a je také touto
vlastnosti uréena. I sestrojime kuzelosetku ‘K z dvou teden 0,0,, 0,05 s body
dotyku 2,, 2, a dalii teény (0,0, nebo 's).

Jsou-li ‘£, : ‘&, : ‘&, soufadnice piimky ‘s v trojstranu soutadnic 0,0,0,, je
rovnice kuzelose¢ky 'K (v soutadnicich &,) )
‘F = ‘515253 + ‘5251‘53 - 2‘535152 =0,

Probiha-li pfimka 's viemi te¢nami kiivky ‘f('¢) = 0, pak obélka pfisluiné
jednoparametrické soustavy kuZelosedek ‘K, jestlize existuje, je urdena rov-
nicemi

—,‘;%;('F-{—‘A‘f):(), f=0 (r=1,2,3)
Gili
&85 + \A‘fl =0
£+ 'A'fy =0 (,f:_a‘*f_)
—2& & + A ‘fa =0 ! &)’
\f —_ 0
nebo také
‘;2‘;3 = "9,
' 1‘ 3 = ' & [P 2
—2'fy'fa = ‘253 ( ¢=- —A 515258) '
. 'f =0

Pongvad? bod kiivky ‘I' mé soufadnice 'z, : 'z, : 'z, = 'f, : 'f, : 'fa, tedy

£ &y &y = "my' g  y  —2'2) ',
‘f=0.

To jsou rovnice (2.3,2) pro pfibuznost H-! pouZitouna kfivku 'f('&) = 0. V&tou:

s Imversné‘‘ harmonickd kiivka I' harmonické kfivky ‘I" je obdlkow jednopara-
metrické soustavy kuZeloselek ‘K, jef odpovidajt teéndm ‘s kFivky ‘I takto: KaZdd
z nich dotykd se stran 0,0,, 0,0;, 0,0, zdkladniho trojstranu a body dotyku se
stranami 0,0,, 0,0, jsou- prusebiky téchto stran s pFimkou ‘m, jef prochdzt pri-
sebtkem pHimky ‘s 8 pFimkou 0,0, tak, Ze platt (0,0, ‘s'n‘'m) = — 1, kde 'n je
spojnice bodu Oy 8 prusetikem pFimek ‘s, 0,0,. [6.3,1]
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5.4. Véty [6.3,1] pouZijeme k sestrojent bod# ,,inversné‘ harmonické k¥ivky.

Budiz 'T bod dotyku kiivky 'I' s pfimkou ‘s. Pfimka s (tetna kiivky I),
kters odpovida teénd ‘s v piibuznosti H-1, je tétnou kuZelosetky 'K, i je to
ptimka 's. Jeji bod dotyku 7' s kuZelosetkou 'K je zaroveii bodem zaikladni
kiivky I' (sestrojime jej, pouZivajice Brianchonovy, véty na teény 0,0, 0,0,
8 body dotyku £,, 2, a tefnu 's; podrobnosti této konstrukce se tykajici po-
nechdvame &tenafi). ,
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