Casopis pro péstovani matematiky

Vojtéch Jarnik
Tti sovétské knihy o analytické theorii ¢isel
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 76 (1951), No. 1, 35--65

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/116997

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1951

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/116997
http://project.dml.cz

Gasopis pro pdstovani matematiky, ro&. 76 (1951)

RECENSE KNIH A CLANKU

TFi sovétské knihy o analytické theorii Cisel.
V. JARNIK, Praha.

(Referét o prednaSce konané dne 23. X, 1950 v Matematické obeci prazské.p

Po vitézném ukonéeni Velké vlastenecké valky vysly v Sovétském
Svazu t#i knihy, nevelké rozsahem, ale velmi vyznamné svym obsa-
hem. Jejich autory jsou N. G. Cudakov, akademik I. M. Vinogradov
a jeho &insky %4k a spolupracovnik Loo Keng Hua. Tyto knihy tvoii
zérovenl jakysi celek. Kniha Vinogradovova vykladé autorovy metho-
dy, které tak pievratné pusobily v analytické theorii &isel, kniha
Huova pak vykladd o feleni slozitého problému (t. zv. problému
Waring-Goldbachova), pfi ném# je nutno kombinovati rizné methody
Vinogradovovy a na nékterych mistech je doplniti. Kniha Cudako-
vove pak je prvni knihou ve svétové literatuie, kterd systematicky
vykladé od samého podatku zéklady, na nichZ spotivaji pravé nej-
vyznamngjsi ¢asti Vinogradovovych praci, totiz ty, které se zabyvaji
aditivni theorii prvoéisel. PovaZuji proto tento referit za vhodnou
piilezitost, abych &¢tendfe nejenom informoval o téchto knihéch,
nybrZ i o naukéch v nich projednévanych, a to zpusobem obsirng;j-
&im, nez byva zvykem.

1. H.I'. Yydaros: BBenenne B Teopmio L-pynrunii Jupuxxe. (N. G. Cu-
dakov: Uvod do theorie Dirichletovych L-funkci.) OI'lI3, Moskva-Leningrad
1947, str. 203, cena 7 r., tirdZ 5000 exemplai.

Jednim z nejzékladndjsich problému analytické theorie prvotisel je vysetfo-
véani asymptotického prib&hu funkce 7(x) pro z —+ co; pfi tom 7(x) znadi potet
prvotisel, jez nejsou vétsi nez x; tedy n(2) = 1, n(3) = n(4) = 2, n(5) = n(6) = 3,
7(7) = ... = #(10) = 4 atd. Je zndmo, Ze

@) ~ 2, t.]. %0 lim ZP1BZ _
logx Z>t T
Tuto slavnou ,,prvoéiselnou vétu‘‘ dokazali r. 1896 nezavisle na sobd® Hadamard
a de la Vallée-Poussin.

Funkei n1(x) 1ze tedy v prvnim pfibliZeni aproximovati funkei

1.

x

. Ale 16
Toge o lépe

z
. de x
. . . _ [ g n [ .
se da funkce 7(x) aproximovati funkef liz f fogt + ¢1) (]est oviem liz logx)
2 .

Plat{ toti%: poloZime-li
¢ n(z) = liz + R(x), (1)

1) Pfi tom c je jista konstanta; na jejf hodnotd nam zde nezale%i.
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potom existuji kladna é&isla C, u tak, Ze je
|R(z)| < COwe— ¢ Vioez pro viechna x > 1. (2)
Je zvykem, psati tento vztah s pouzitim znémého symbolu O ve tvaru
y p P ym!

a(z) = liz + O(we—~V182) y2) (3)

. Studium funkce n(x) je mozno dale prohloubiti: Jednak je moZno st_udovati

nepravxdelnostl v rozdéleni prvoéisel, t. j. sledovati ,,oscilace’* funkce R(%) (je na p¥.

znémo, %e pro ndkters libovolnd velké x nabyva R(x) jak kladnych tak Zapomych
hodnot velikosti

|R(x)| > konst. «* (logw)~! logloglogz),

dale je mozno hledati odhady pro rozdil p,; — Py dvou po sobé jdoucich prvotisel
a koneéné je mozno snazit se o zostfeni nerovnosti (2). Vechny tyto otézky, a vedle
nich jest& jiné, byly vySetfovany v mnoha pracich. V poslednich 15 letech poskytly
znamenité vysledky Vinogradovovy, tykajici se trigonometrickych souétd, nové
moznosti pfi vySetfovani druhé a tfeti ze zminénych tii otdzek. Na pi. pravé
Cudakov podal podstatné prispsvky k tdmto probléméim. Nebudu se viak témito
vécmi zde zabyvati (nékolik slov o zostieni odhadu (2) feknu na konei referatu
o Cudakovové knize).

Zavedme nynf toto zobecnéni funkce m(x). Budte k,l dv& prirozend ¢isla,

0 < I < k. Oznatme znakem 7(z, k, I) podet prvodisel p < x, lezicich v aritmetické
posloupnosti

L1+ k14 2k, 1 4 3k, + 4k, ... (4)

Maji-li ¢isla I, k spoleéného délitele d > 1, jsou vBechna &isla - nk dslitelna ¢islem
d, a tedy posloupnost (4) obsahuje nejvyse jedno prvodislo. Avsak jsou-li I, k ne-
soudélna, potom posloupnost (4) obsahuje nekoneén® mnoho prvoéisel, jak jizr. 1837
dokézal Dirichlet. Potet &isel I (0 <! < k), nesoudslnych s danym ¢&islem k,
oznadme (k). Jak dokézali de la Vallée-Poussin a Landau, pla.tl pro n(z, k, 1) odhad
obdobny vztaham (1), (2): Jsou-li I, k nesoudﬂna, 0<lLk,je

n(z, k, l) = (Ic) —liz + Ry, (), 5)
kde o
| Ry, 1()] < Ckme—ﬂleogx ©

pro viechna x > 1; pii tom Cy, uy jsou kladné &isla, zévisld pouze na k. 3) Z (5), (6)
Je vidét rovnomérné rozdéleni prvotisel mezi ¢(k) posloupnosti (4), které odpov1da]1
ruznym hodnotém I (nesoudélnym 8 k); na kazdou z nich pfipadé pfiblizné stejny
potet prvocxsel p < =, je-li x dosti velké. Vzorce (1), (2) jsou specidlnim pFipadem
vzorei (5), (8) pro k =1 = 1.

Ale nerovnost (6) neni jeté zcela uspokojujici. Pravé ve své fenomenéalni praci
o Goldbachov®é problému potieboval Vinogradov studovati soutasnd ndkolik
funkei ni(z, k, 1) (pFi téZe hodnoté =, ale pro riazna k, 1), pfi ¢emz polet vySettovanych
hodnot k, I byl velmi veliky pii velkém z. Vzorec (6), jehoZ pravé strana zptisobem
bliZze nezndmym zavisi na k, nemsl proto pro néj cenu. Ale na St¥sti plati vedle
vzorce (6) jedtd tento ostfejsi odhad: Zvolme libovolné (sebe v&tsi) &islo M. Potom pro
vdechna k, 1, z, kterd vyhovujé podminkdm?)

LE=10<!<k< (logz)¥, (7)

2) Tento odhad dokézal de la Vallée-Poussin r. 1899.

3) Formuli (6) doka.za.l Landau 1909. Pred nim de la Vallée-Poussin do-
kézal pouze n(z, k, 1) ~—(_k)To_; 0 & —>+ 0.

4) Znakem [, k] budu znaditi nejvétiiho spole¢ného ddlitele &isel &, 1.
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plati nerovnost

—MMVfozTc ’
b

|Rg, ()] < C e (8)

kde Cyy, puyy jsou kladnd ¢isla, zdvislé pouze na M (tedy nezavisla na z, k, l). Tento
vysledek je bezprostfednim disledkem praci Pageovych a Siegelovych, a obsahuje
oviem odhad (6) (sta¢i zvoliti k pevné).

Diukazy odhadu (2) a (6) byly uz v literatuie dobfe pfistupny: viz na pf. pro
nerovnost (2) velmi péknou knizku A. E. Inghama, The distribution of prime
numbers (Cambridge Tracts in Mathem. and Math. Physics 30, 1932), o které jsem
napsal recensi v tomto Casopise, roé. 67, (1937—8) str. D54—D56; tato kniha vysla
téz rusky (A. E. Unram, Pacnpeneaenue npoctex yncesr, OHTHU 1936); obecn&jsi
nerovnost (6) je dokazéna na pi. u E. Landaua, Vorlesungen iiber Zahlentheorie,
II. svazek (Leipzig, Hirzel, 1927); viz moji recensi této knihy v C‘asopise, ro¢. 57,
(1927—8) str. 62—63.

Avsak obecngjsi, a pravé v posledni dobé tak dulezity odhad (8) byl dosud
piistupny pouze studiem Fady ne snadnych pojednéni, roztrouSenych po ¢asopisech.
Je velkou zasluhou N. G. Cudakova, ze svou novou knihu zamé¥il — mimo jiné —
pravé k tomu, aby ¢étenafe dovedl od prvnich poc¢atka theorie Dirichletovych
L-funkei spolehlivé az k této vété.

Pokusim se nyni struéné vyli¢iti, co to jsou Dirichletovy L-funkce a jak sou-
visi s problémem rozloZeni prvoéisel v aritmetické posloupnosti (4); pfi tom vy-
litim obsah Cudakovovy knihy. Prvni kapitola je vénovana klasické theorii
charaktoru, ktera vak je zde poddna novym, eclementarnim a velmi vhodnym zpt-
sobem.

Charakterem nazyvéme funkei (obecné komplexni) y(n), definovanou pro vie-
chna cela n, jez mé tyto tii vlastnosti: Funkce y(n) neni rovna nule identicky (t. j.
pro viechna cela n); pro vSechna celd m, n je y(mn) = x(m) y(n); funkece y mé celo-
¢iselnou kladnou periodu. Nejmensi kladné perioda se nazyvé zdkladnim modulem
funkce y; viechny kladné periody jsou pak nésobky zakladniho modulu. Ty kladné
periody, které nejsou délitelny zZadnym prvoéislem neobsaZenym v zakladnim mo-
dulu, nazyvé Cudakov moduly charakteru y.

Je-li na p¥. 18 zékladnim modulem, jsou moduly v8echna &isla 293 (¢ = 1, 2,
3,..; b=23,4,...). Cislo 180 je periodou, ale neni modulem. Jeito x(n) =
= x(1.n) = (1) x(n), je vidy x(1) = 1. Necht ma nyni charakter y modul k. Je-1i
[k, n] % 1, je x(n) = 0. Je-li [k, n] = 1, je podle Fermatovy véty n?® —= 1 (modk),
tedy (x(n)*® = y(n*®) = y(1) = 1.

V8echny od nuly rtizné hodnoty charakteru y jsou tedy ¢(k)-té6 odmocniny z 1.
To vede k tomuto t¥idéni charaktert: charakter se nazyva hlavném (znak: x,), ne-
nabyvé-li jinych hodnot nez 0, 1; charakter je druhého druhu, je-li redlny, ale ne
hlavni, t. j. nabyva-li t#¥ rtznych hodnot 0, 1, —1; charakter je.tFettho druhu,
jestlize nabyvéa také imaginarnich hodnot.

Druh4 kapitola knihy je vénovéana Dirichletovym fadédm, t. j. fadém tvaru
@ a "
2o (9)
. n=1
kde a,, jsou komplexni konstanty, s = ¢ 4 i¢ je komplexni proménné (oznadéeni s
pro komplexni proménnou a o, ¢ pro jeji redlnou a imagindrni ¢ast budeme stéle
uzivati); n® = eslogn, kde logn je redlny logaritmus. Nejznéms&jsi Dirichletovou
fadou je t. zv. Riemannova funkce

5) V prvnim paragrafu jsou studovény jektd obecndjif Fady.
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te)= > ‘n}s“ (10)
o on=1

Tato fada je absolutn® konvergentni pro o > 1; funkce { dé se vBak analyticky
pokradovati do celé komplexni roviny, a mé jedinou singularitu v bods$ s = 1, totiz
pél prvniho Ffadu. Zobecnsnim funkece { jsou pravé Dirichletovy L-funkce, defino-
vané takto: Je-li y libovolny charakter, poloZme

L(s, x) = Z x(n)' (11)

To je opét funkce komplexni promé&nné s; fada konverguje absolutné pro ¢ > 1,
a funkei L(s, ) 1ze analyticky pokraéovati do celé roviny. Je-li y hlavni charakter,
1i& se L(s, ) pouze nepodstatns od (s). JestliZe viak y neni hlavni charakter, potom
pro kazdé n jest y(n + 1) + x(n + 2) 4 ... + x(n + k) = 0 (kde % je modul cha-
rakteru y); nésledkem toho se jednotlivi ¢lenové v fad$ (11) vykompensuji do té
miry, %e p6l v bod& s = 1 zmizi, a funkce L(s, x) je celistvé.

Funkee { vyhovuje funkéni rovnici
(1 —8) = 2(2n)~3I'(s) cos}ms . {(s), (12)

a podobné plati pro t. zv. primitivni charaktery (co to je, nebudu vykladati) vztah,
ktery uréuje L(1 — s, ¥) pomoci L(s, %) (pFi tom ¥ je charakter komplexné sdruzeny
k x). Toto v8e (a jestd trochu vice) je obsahem druhé kapitoly.

Abych osvétlil smysl tteti a étvrté kapitoly, ukazi, jak souvisi funkce (10), (11)
s prvotisly. V pilroviné o > 1 plati vatah, znamy jiz Eulerovi:

8e) =II(1 + p~8 + p725 + p7% 4 .. ) = [I(1 —p~%)1 (13)
P P

(nésobi se pfes v3echna prvodisla p); logaritmujeme-li nekoneény soudin a potom
derivujeme, obdrzime

———C(%) = Z T logp = Z logp . (p=% + p~2 4 p3 + ...). (14)

Forméalnd obdrzime (13), (14) trividlnim vypoétem; opravndnost téchto operaci pak
plyne z absolutni konvergence pfisludnych fad. Definujme funkei A(n) takto: Je-li
n ¢islo tvaru p™ (p prvodislo, m ptirozené éislo), budiz A(n) = logp; v ostatnich p¥i-
padech budiz A(n) = 0. Potom lze (14) napsati ve tvaru

'—%% - 2 Ar(‘”) (pro o > 1). (15)
n=1
a+Ti
1 y®

Je zndmo, zelimita lim —

~— dsjerovnanulepro 0 <y < larovna jedné pro
T—>+o 8

a—Ti

y > 1; pfi tom je a > 0 a integruje se pres usetku ¢ = a, — T < ¢t < T (rovno-
béznou s imaginérni osou). Budi% z libovolné necelé kladné &islo.8) Zvolime-lia > 1,

8
nésobime (15) vyrazem E%f % aintegrujeme od @ — T'ido a + Ti, zjistime snadno,

%e muZeme pfejiti k limité &len po ¢élenu, a obdriime

%) Ani cela z nedinf zvléstnich obtfzi.
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a+Ti

S [ EEO S e

- 8§ =
2mi T_,_\L.aoa_ ; s §(s) nez

= z logp + z logp + Z logp + ...

.@éx

(16)

P2 péw*

Snadno se ukéZe, %e viechny soudty vpravo az na prvni davaji soudet f4du nejvyse
«t logz; je tedy prava strana v (16) rovna

2. logp + 0(Jz loga), (7
P=2
kde symbol O(f(x)) znaéi funkei, kters je v absolutni hodnot® mensf ne% ¢ f(x), kde ¢
je vhodnd zvoleng konstanta. Ukéze se dale, Ze vyraz (17) je pro z —+ o0 téhoZ
Fadu jako =, takZe ¢len O(]z logz) je pro nd% asymptoticky problém bez vyznamu.
Dale se velmi snadno ukéZe, #e kazdy na$ poznatek o velikosti funkce X logp vede
p=z
k obdobnému poznatku (pfiblizné téze presnosti) o velikosti funkce X 1 = n(x)

P=a

(levé strana je ov8em soudet tolika jednidek, kolik je prvoéisel az do éisla ). Tedy:
Misto asymptotického vysetfovdni funkce m(x) miiteme vysetiovati integrdl na levé strané
rovnice (16). Tim je ukazéno, jaks je souvislost mezi funkei 7(x) a funkei £(s).

Budte nyni dana dv& nesouddlna &isla k, I (0 < I < k) a zabyvejme se funkef
n(z, k, 1), kterd udava podet prvotisel p < & v aritmetické posloupnosti (4). Jak
isolovati ona prvodéisla, ktera lezi v této posloupnosti?

K tomu ném pomohou pravé L-funkece, jak uz poznal Dirichlet. Je zndmo, Ze
k &islu k existuje pravs (k) charakterd s modulem k. Vezm&me jeden z nich, yx(n),
a sestrojme funkei

(18)

)
L(87 x) = Z s .
n=1
Vzhledem ke vztahu y(mn) = x(m) x(n) mizeme provadéti s funkei L(s, x) pfesns
tytéZ operace, které jsme provaddli v rovnieich (13), (14), (15),. (16), (17) s funkef
£(s); pouze misto n3, p—ms ge v8ude vyskytne
x(n) .05 (x(P)™p™™S = x(p™) . (pP™)75.

Nakonec vyjde, podobn$ jako v (16), (17), rovnice

a+Ti
1 . z8 L'(s, ) _
—_ — ds = .
2mi 1'1—1:200 f s L(s, ) »,,Z, x(®) log.p + O(fw log2) (19)
a—Ti = '

Z theorie charakteru je viak znédmo: Jsou-li 7, n dv& cels é&isla, [I, k] = 1, a se-
strojime-li soucet
1

S(n) = &Tk‘); %) x(n),

PFfi dem% se sdité pres viechny charaktery y o modulu k (v podtu ¢(k)), potom je
S(n) =1 pro n=1 (modk), ale S(n) = 0 ve viech ostatnich pfipadech. Tedy:
Jestlize rovnici (19) nasobim é&fslem %(!) : p(k) a settu pfes vSechny charaktery y
o modulu %, dostanu vpravo prévé

Zlogp + Oz log), (20)
kde soudet se vztahuje na viechna prvoéisla p < z, lekici v posloupnosti (4). Dove-
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du-li pfiblizné vypotisti tento soudet, dovedu opét jiz velmi snadno vypotisti pii-
blizné ¢islo n1(x, &, I) (podobnd jako u vyrazu (17)). Cely néas tkol se tedy redukuje na
ukol: Vypodisti pfiblizné integrdl v (19) pro x — 0. PFi tom a je libovolné ¢&islo vitsi
nez 1 (limita v (19) nezavisi na a). :

K piibliZznému vypoétu integralu v (19) postupuji pak takto: Budiz x néjaké
&islo ,,hodné velké*‘. Zvolim T ,,velké‘ a Eislo a blizko jedné (ukazuje se na p¥. vhod-
nym, voliti

T=GVE_g—x’ a=1+—l——).
logz

Zvolme n&jakou kfivku €, v roving komplexni proménné s, danou rovnici

7 = glt), (21)
kde } < @(t) < 1. Sestrojme uzavienou kiivku C, skladajici se z usetky
c=a —T<t<T (22)

z oblouku Cy(T) kiivky Cy:
c=glt) —T<t<T (23)

a ze dvou ,,vodorovnych* tsetek Uy, U,, spojujicich krajni body tsetky (22) s kraj-
nimi body C,(T):

M <o<at=T p—T)<o0<Lat=—"T

Y

(nadrtndte si to!). Jestlize tato kfivka C neprochézi Zzadnym nulovym bodem funkce
L(s, ), je

1 T s s, y) 1 1 1
o [ 22— [ 4 [~ [ +5, (24)
2mi amri ® L(s, x) 271 oum 2 7, 271 i,
o c o LS ) .
kde S je soudet residui funkce — = L6 g uvnitt k¥ivky C. Jeito funkce L’ : L ma
4

pél 1. ¥4du s residuem m v kaidém bodé, jenz je nulovym bodem m-tého Fadu
funkce L (pfi ¢em% pol Fadu n-tého funkce L jest interpretovati jako ,,nulovy bod
tadu —n‘), vidime, ze S obsahuje pfedevaim ¢len dx pochézejici od pélu funkce L
v bodd ¢ = 1 (p#i tom § = 1, je-li charakter y hlavni, § = 0, neni-li y hlavni: nebot
potom bod s = 1 neni pélem). Déle obsahuje S souéet

2

-> - (240)

Y

kde se stitéd pfes vBechny nulové body y funkece L, leiici uvnitt C (kazdy se bere
tolikrat, kolik &ini jeho nasobnost). Lze dokézati, Ze v pulroving ¢ > 1 je stale
L(s, %) ¥ 0 (jedinou véinou obtiz, prekonanou jiz Dirichletem, pusobi nehlavni
realné charaktery v bod® s = 1). Pisi-li tedy v (24a) y = x + Bi, je a < 1. Jeito
|#¥| = 2% hraje v souétu S roli hlavniho élenu &len z (vystupujici oviem pouze v p¥i-
pads, kdy x je hlavni charakter). Nahradim-li tedy levou stranu v (24) &islem oz,
dopustim se chyby, kterd je ddna souttem

1 f x® L'(s, x)
271 o
Jde nyni o to, voliti funkei g(¢), t. j. kiivku C,(T') tak, abychom mohli vyraz (25) co
nejvyhodndji odhadnouti. Integraly ptes , kratké‘ tusetky U,, U, nebudou é&initi
obtizi, jakmile zvlddneme integrél pfes C,(T'). Zabyvejme se proto jen prvnim
a poslednim &lenem v (25). Jezto nakiivee Oy (T) je o = g(t) a tedy |2 = 2%%), bude

ds + 1 f 1 S« xy 25
s Lisy) 2ni ) 2 Jg“;ﬂ?‘ (25)
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pro odhad integralu pfes C,(T) vyhodno, bude-li ¢(¢) co moZns malé, t. j. bude-li
kiivka C(T') lezeti pokud mozn4 daleko ,,vlevo* od piimky o = 1. Ale zde se nasky-
tuje hned dalsi obtiz: Posuneme-li ¢aru C,(T') pfili§ daleko doleva, muzZe se stati, Ze
mezi touto ¢arou a pfimkou ¢ = 1 bude lezeti p#ilis mnoho nulovych bodu p funkce
L(s, y), coz by nam znemoZnilo odhad soudtu z” : p. Je tedy nasim tikolem:

A) Nalézti funkei ¢(t) (co nejmensi) tak, aby neexistoval budto Zadny nulovy
bod nebo jen mélo nulovych bod v oblasti ¢ > ¢(¢).

K tomu se oviem druzi jesté dalsi problém:

B) Nalézti funkei g(t) soudasns tak, abychom na kfivece Cy(T') dostali vyhodny
odhad funkee L’(s, ) : L(s, %) — nebot jinak bychom nemohli odhadnout integral
pres Oy(T).

Ale tento problém B) bude rozfesen, jakmile rozfesime problém A). Plati totiz
tato véta (Carathéodoryova): Je-li f(s) regularni v kruhu |s — 55| < R, a vyhovuje-li
realng &ast funkee f v tomto kruhu nerovnosti R f(s) < U (kde U je ndjaks konstan-
ta), potom v kruhu [s —sy| < 7 (kde 0 < r < R) je

2R
I7s)] = B—rp (U — R f(sp))- (26)

Mém-li nyni kruh o stfedu sy = 1 + lhol_x + ity & o poloméru R < }, potom velmi
g:
snadno dostanu odhad (zdola i shora) pro
R 1logL(sy, x) = log|L(se, %)l

za druhé dostanu snadno odhad shora pro |L(s, )| v kruhu?) |s — 5| < R, a tedy
i odhad shora pro

log|L(s, x)| = RlogL(s, x).

Jestlize v tomto kruhu je L(s, ¥) + 0, je v ndm logL(s, x) reguldrni, a aplikaci véty
Carathéodoryovy na funkei f(s) = logL(s, y) dostanu z (26) odhad pro [L'(s, x) :
: L(s, y)| v kazdém mensim koncentrickém kruhu. Tedy problém B) bude Fesen,
najdu-li vhodny obor, v némz L(s, y) nemé nulovych bodd, t. j. rozfesim-li problém
A). (Vypada to asi takto: Nema-li L(s, ) nulovych bodi vpravo od k¥ivky o = ¢, (t),
potom staéi funkei @, (¢) nahradit funkei ¢(¢) o néco mélo vétsi, aby byl splnén vedle
pozadavku 4) i pozadavek B). Pfi tom dokonce nevadi, je-li vpravo od kfivky
0 = @,(t) dostatetnd maly potet nulovych bodit — potom oviem je nutno trochu
upravit pouziti Carathéodoryovy véty.)

Zbyvé tedy reSiti problém A), t. j. nalézti co nejmensi funkei @(t) tak, aby
v oboru ¢ = ¢(t) lezelo jenom ,,mélo‘‘ kotfenu funkei L(s, x). Tomuto problému je
vénovéna 3. kapitola Cudakovovy knihy; pFi jeho feSeni se opét vydatnsé uziva
Carathéodoryovy véty. Pii pevném k byl tento problém felen jiz ddvno (dukaz lze si
predisti v citované knize Landauové). Vysledek je tento: BudiZ k p¥irozené éislo;
potom existuje kladné ¢&islo c(k), zévislé pouze na k, s touto vlastnosti: Je-li y libo-
volny charakter o modulu k, potom v8echny nulové body funkce L(s, x) lezi vlevo od
kiivky

o= c(k) o7
- log(J¢e] + 3)° (27)
To znadi: kazdy nulovy bod o + it této funkce vyhovuje nerovnosti
o(k)
o<l ——vu——0. 28
log(|t| + 3) (28)

7) Pokud tento kruh neobsahuje body, blizké bodu s = 1,
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Z tohoto vysledku jest jiz moZno odvoditi odhad (6) (a tedy i odhad (2)). Nelze
z ného viak odvoditi odhad (8), pokud nezjistime, jakym zpusobem zavisi c(k) na k,
po piip. dokud nenahradime nerovnost (28) jinou nerovnostf, v niz by zévislost na
¢isle k byla explicite vyttena. Takovou nerovnost odvodil Page; jeho vysledek je
velmi zajimavy: )

Existuje ¢islo ¢ > 0 (nezévislé uZ vabec na niéem, t. j. tak zvansé ,,absolutni
konstanta'’) s témito dvéma vlastnostmi:

Budiz k libovolné pfirozené &islo; vySetfujme viechny mo#né funkce L(s, %),
patfici ke viem moZnym charakterim o modulu % (pocet téchto funkei je g(k)).
Potom plati:8)

1. V8echny nereilné nulové body o 4 it viech t&chto funkei vyhovuji nerov-
nosti
c

<l ——
7= """ log k(] + 3) (29)
2. Také viechny realné nulové body o viech téchto funkei vyhovuji nerovnosti
(29) (kde ov8em ¢ = 0), t. j. nerovnosti

c<L1 (30)

c

" log3k’
8 jedinou moZnou vyjimkou. Ob3irng: Mezi v8emi uvaZovanymi funkcemi L(s, x) (p¥i
daném k) existuje nejvyse jedna (oznadme ji L(s, 1)), u niz existuje realny nulovy
bod ¢,, vyhovujici nerovnosti

o >1 (31)

c .
" logsk’
takovy nulovy bod o, existuje pak u funkce L(s, ;) jen jeden, je nutnd jednoduchy
a prisluény charakter x; je nutn® druhého druhu.

Tomuto nulovému bodu g, (existuje-li) budeme fikati vyjimeény nulovy bod
(pFisludny k danému &islu k).

Zvolime-li za kiivku Cy(T) v (25) kiivku

’

[

== l —_——

log(k(|e] + 3))

kde volim vhodné ¢’ > 0, ¢’ < ¢, podaif se nam snadno odhadnouti integraly v (25).

Pokud se pak ty¢e posledniho ¢lenu v (25), ktery se vztahuje na nulové body funkce

L(s, x), lezici vpravo od kiivky (32), potom tento ¢len odpadé, neni-li y pravé onim

,»Vyjimeénym‘ charakterem y;, kdeZto pro y = y, muZe tento &len byti roven

— 2% : 04. Jeito, jak jsme si rozvéZili, je hlavnim ¢lenem v celém vypoétu vyraz z,

pochézejici od pélu funkee L(s, x,) (¥, je hlavni charakter) v bods 1, jde o to, zjistit,

%e &len ™ je podstatns niZéiho fadu ne% z, aby nés pfi koneéném odhadu ,,zbytku**

Ry, 1(x) v (8) nerusil. Nenf tedy vyhnuti: také pro o; musime hledati odhad analogicky
odhadu (30), oviem ménd pfesny. Page odvodil tuto nerovnost:

Prok > 1je

—T<LeLT, (32)

"o, < 1— ek H(logk) 7, (33)

kde ¢, > 0 je jisté ,,absolutni konstanta‘‘. Siegel pak dokézal: Ke katdému e > 0
existuje ¢&fslo c(e) > 0 (zdvislé pouze na &) tak, Ze pro kaZdé pfirozené k je

g < 1l—cle) k" (34)

8) Tento vysledek s nepatrnou modifikaci platf i tehdy, uvazujeme-li soudasns
viechny charaktery se viemi moduly od 1 a% do k.
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Jezto pro 0 < £ < % a pro dosti velks % je

c
¢ 10(1)1_ 1

l——0 - »
log3k I k*logzk

je Siegelova nerovnost ovem horsf nez nerovnost (30) (platné pro ,,nevyjimedné‘
realné nulové body 0), ale lepsi nez Pageova nerovnost (33). Pres to nelze nerovnost
(33) jen. tak beze vieho zahoditi, a to pro tento velmi zajimavy rozdil mezi (33) a
(34): Provadime-li ditkaz nerovnosti (33) a provedeme-li pii tom v8echny odhady aZz
do numerickych podrobnosti, miZeme nalézti numerickou hodnotu ¢, tak, ze pro ni
plati nerovnost (33). Naproti tomu viechny dosud znémé dukazy Siegelovy
véty jsou ryze existenéni a nedavaji mozZnosti, urditi &islo ¢(¢). Tak na pf. pro € = }

nedovedeme udati Z4dné &islo ¢(}) > 0 tak, aby pro kazdé k bylo oy < 1 —¢(}) k—i
(pokud oviem vyjimedny nulovy bod existuje); vime pouze, Ze takové ¢islo ¢(}) > 0
existuje.

To, co jsem prévé vylozil o poloze nulovych bodi funkei L(s, x), je hlavnim
obsahem tfeti kapitoly Cudakovovy knihy.V prvni &ésti &tvrté kapitoly pouiva
pak Cudakov téchto vysledkt k dukazu vzorce (8).?) V druhé &4sti étvrté kapitoly
uzive Cudakov téchto vysledktt k odvozeni slavné véty I. M. Vinogradova
o Goldbachové domnénce; o této véci viak zde nebudu mluvit, jeZto o ni ob8irngji
pojednam pii zprévé o knize Vinogradovové.

Pro lepsi prehlednost jsem nevyslovil viechny vysledky v nejostiejsi forms:
&tenat proto najde u Cudakova o ndco vice, nez je zde uvedeno. Pivodni Siegeliw
duikaz vzorce (34) spotival na hlubokych pojmech a v&téach z theorie algebraickych
téles. Ditkaz, podany Cudakovem, je sice slozity, ale vystaéi s béZnymi prosttedky
analysy. Po publikaci Cudakovovy knihy vysla kratks prace T'. Estermanna,l®)
obsahujici velmi jednoduchy a elementarni dukaz Siegelovy véty, kters tedy ni-
kterak nelezi tak ,,hluboko‘‘, jak se dosud zdélo.

Ctenét si snad uvédomil, e dalsi pokrok ve zlepSeni odhad (2), (), (8) spodivé
ve zlepSeni naSich znalosti o nulovych bodech funkei L(s, x) (pfi odhadu (2) jde
pouze o funkei {(s)), t. j. ve zlepfeni odhadua (28), (29), (33), (34). Pro funkei n(x)
(t. . pro odhad (2)) uéinilr. 1921 prvni krok v tomto sméru J. E. Littlewood (viz
na pf. citovanou knihu Landauovu). Ale teprve fundamentélni vysledky I. M.
Vinogradova o trigonometrickych souétech umoZnily dalsi podstatny pokrok.
O téchto vécech Cudakovova kniha nemluvi; doufejme, Ze je najdeme v slibova-
ném 2. dile této knihy.

Cudakovova kniha je vzornou, dokonale promyslenou a propracovanou
monografii, ktera se od zadatku aZ do konce dobfe éte. Tiskovych chyb (a snad
i drobnych nedopatieni) je pom&rné dost, ale kniha je psina tak piesnd a srozumi-
telnd, Ze je étenaf ihned objevi & snadno si je opravi.

Pozadavky na predb&iné znalosti étendfe jsou mirné. Vedle b&inych znalosti
z integralniho poétu & z theorie analytickych funkef (pouze zékladni véci) se poza-
duji prvni elementy theorie ¢isel;11) pouze na dvou mistech se opira Cudakov o cito-
vanou knihu Inghamovu.12)

9) Na zaklad® Siegelovy nerovnosti (34).

10) On Dirichlet’s L-functions, Journal of, the London Math. Soc. 23, 275 a%
279 (1948).

11) V rozsahu knihy I. M. Vinogradova, OCHOBH TeOpMH HMCeJ]; viz moji
recensi této knizky v Casopise 74 (1949), str. D88—D89. Mezitim vyilo ji¥ 6. vydani.

12) Jde o snadny theorém A na str. 57, a o obti#n&j§i theorém B na str. 112,
jehoz dukaz 1ze nalézti na pf¥. té2 u E. Landaua, Vorlesungen iiber Zahlentheorie I,
véta 225. [Formule pro c, je u Landaua (ktery pi%e a,); zbysek si étenét snadno
doplni.] o e e

PEES e " A
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II. . M. Bunozpados: MeTon TPUrOHOMETPHYECKHX CYMM B TeOpHH YHcel
(I. M. Vinogradov, Methoda trigonometrickiych soulii v theorii &isel). Prace mate-
matického ustavu V. A. Stéklova XXIII (1947), Moskva-Leningrad, vydavatelstvo
Akademie Nauk SSSR, str. 109, cena 9 r., tirdz 2000 exemplaiu.

Obsah knihy je rozvrzen stejné jako v knize téhoz autora ,,Nova methoda
v analytické theorii ¢isel** (Prace mat. ust. V. A. Stéklova X, 1937).1%) Od r. 1937
zdokonalil Vinogradov své methody, a tak srovnani obou knih umoziiuje sledo-
vati pokrok, kterého bylo v té dobé dosazeno.

Abych uvedl étendie do problematiky této knihy, zaénu s t. zv. Waringovym
problémem. Waring vyslovil r. 1770 tuto domnénku: Ke kaZdému piirozenému
¢islu n > 1 existuje &islo r (z4vislé na n) takové, Ze kazdé prirozené ¢islo N lze vy-
jadiit jako soudet 7 ,,n-tych mocnin®, t. j. ve tvaru

N =g} 4+ 25 + ... + 2 (¥ =0, cela). (35)

Pro n = 2 roziesil tento problém jiz Lagrange: Zde je mozno poloZiti r = 4, t. j.
kazdé ptirozené ¢islo N lze psati ve tvaru N = x2 + x2 + a2 + a2 (x; = 0 celd). Pro
obecné n byla Waringova domnénka dokézana az r. 1909 Hilbertem. Tim ovsem
problém nebyl uzavien, nebot vzniké jesté otdzka po nejmensim moZném r (pii
daném n) a otdzka, na kolik riznych zpusobu lze &islo N vyjadiiti ve tvaru (35) pii
danych hodnotéch n, r. Celkem jde tedy o tyto tfi hlavni otazky:

I. Dokdzati Waringovu domnénku.

II. Oznaéme (pfi daném n) znakem G(n) nejmensi ¢&islo », pro které vSechna
piirozensd N aZ na konedny podet se daji psat ve tvaru (35).14) Existuje-li ¢islo G(n),
je tim soudasnd fesen kol I. Vznik4 nyni problém, jak uréiti nebo aspor; odhadnouti
éislo G(n).

III. Oznadme (pfidanych n, r, N) znakem W(N) = W, .(N) polet feSeni rov-
nice (35) v celych nezépornych &islech xy, ..., #,, t. j. poéet vyjadieni ¢isla N ve
tvaru (35).

Klademe si za tikol, nalézti pfibliiné vyjadfens vyrazu Wy, (N) (pfi danych n, r)
pro velkd N. Zjistime-li pii tom, Ze (pfi danych n, r) je W, (N) > 0 pro viechna
dostatend velka N, je tim zfejmé dokézéna nerovnost G(n) < 7, t. j. je tim podan
piispévek k feSeni problému II.

Je tedy patrno, Ze problém III zasahuje nejhloubdji, a za¢néme tedy timto
problémem. K jeho fefeni pouZili na podatu dvacatych let Hardy a Littlewood
s velkym tuspéchem methody, kterou pfi jiném problému aditivni theorie ¢isel
po prvé zavedli do matematiky Hardy a Ramanujan (vynikajici indicky matema-
tik) r. 1914. Formalni zaklad této methody prevzal Vinogradov, ale v jejim pro-
vedeni (a zde je ovSem hlavni obtiz) pouzil zcela novych myslenek, které mu umoz-
nily neobyé&ejné zlepseni diivéjsich vysledkii. Jen pro srovnani uviadim toto o problé-
mu II: Hardy a Littlewood dokazali, %e

Gn) . (36)

lim sup — =1

n—>0 pn, 2
Vinogradov naproti tomu jiz v r. 1934 dokézal, Ze

lim sup nGl(”) <, (37)

N> ogn

18) Viz mij referét o této knize v Casopise, roé. 67 (1937—8), str, D303—D306.

14) Misto ,,vBechna pfirozend N aZ na konedény poéet'‘ bychom mohli Fiei
,»viechna pfirozens N vibec*; tim bychom misto éisla G(n) dostali &islo (po ptipads
jiné) g(n) = G(n). Ale &islo G(n), nepfihlizejici k event. koneénému podtu ,,vyjimes-
nych‘ hodnot N, se jevi dulezitdj¥im.
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a ¢&islo 6 pozdéji jestd snizil. Naproti tomu lze na nékolika Fddcich dokézati, Ze
G(n) > n, a tedy

lim inf £
n—>0

>1. (38)

Srovnéni vysledkua (36), (37) ukazuje, jak nesrovnatelns lepsi je (pro velka n) odhad
(37) nez odhad (36), a srovnani (37), (38) ukazuje, jak blizko uz je odhad (37) sku-
teéné (dosud pro vétsi n neznamé) hodnoté G(n).

Vratme se v8ak od problému II k problému ITI. Pokusim so vyli¢iti v nejhrub-
ich rysech, na ¢em spo¢iva methoda vysetiovéani tohoto problému, pii emz se budu
ptidrzovati postupu Vinogradovova. Budte r, n dand prirozend ¢isla; jeito piipad
n = 2 je zndm (problém II je na pf. FeSen rovnici G(2) = 4),15) budu stéle piedpokld.-
dati n > 3. Uzitetnad ndm bude tato samoziejmé poznamka: Je-li b celé ¢islo, je

1 . . 1 .
fez’"b"‘ dx = 0 pro b % 0, fez’"b“ dx =1 pro b = 0. (39)
0 0

7wz L vz

Je-li z realné &islo, oznadime znakem [z] nejveétsi celé ¢islo, jez neni vétsi ne% z,
takZe na p¥. [7] = 7, [7,3] = 7. Déle polozime {z} = = — [x] (t. zv. zbytek ¢isla «
modulo 1), napt. {7} = 0, {7,3} = 0,3. Vidy je 0 < {z} < 1. Budte nynir, n dand
prirozend éisla. M4-li se néjaké prirozené éislo N vyjadfit ve tvaru (35), musi byti
7 < N, t.j.2; < P, kde zde i v dal§im klademe

1
P = [N7]. (40)
Odtud je témé&f ihned patrno, Ze plati toto: PoloZime-li
P o
. L(x) = Z e2ma:c , (41)
=0
jest 1 .
W, r(N) = [L"(x) e 2"*¥ dux. (42)
0 : !

Nebot pravé strana je rovna soudtu vSech integralt (pro zjednoduseni pisi expx
misto e®) :
1

f exp(2ni(x'1" +ap + ...+ x:’—— N) &) do, (43)
0

kde #,, ..., z, probihaji v8echna ¢&isla celd od 0 do P. Mezi integrily (43) je vSak
podle (39) prévs tolik jednidek, kolikrat je 7 + ... + @) — N = 0; kdeZto ostatni
integraly jsou rovny nule. Podotkn®me jests, Ze integrand v (42) mé periodu 1; mi-
Zeme proto misto integradnich mezi 0, 1 vzit integraéni meze a, a + 1 (a jakékoliv
reélné ¢islo). _

V soudtu (41) je kaZdy &len v absolutni hodnoté roven 1; tedy je |L(x)| < P + 1,
a pro celistvé « je pravd L(x) = P + 1. Snadno bychom vypoéetli L(}), L(3}) a obecné
(¢ pri daném racionalnim x = at (@, q cela); oviéem pro velké4 g by vysledek byl
neprehledny a nemdl by ceny. Ale pfece ndm tato poznémka ukazuje cestu: Dané
¢islo o se snaZime aproximovat zlomkem 2 nepiilid velkym ¢ a olekavame, Ze

L(x) se dé priblizné ndjak vyjadrit. K tomu cili zvolime &islo 7 > 1 (jak zvolime toto
15) Problém III pro n = 2 fekil Hardy.
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&iglo, ukézems zs chvili) a pfipomeneme tuto zndmou vétu z theorie diofantickych
aproximaci: Je-li ¥ > 1, potom ke katdému redlnému x existuji celé ¢isla a, g tak,
Ze jo .

0<g<,

a 1
oc——-il < q—'t’ [a, g] = 1.16) (44)

1
Lze tedy psati o = g + 2z, kde 2] < pra Poéitejme nynf soutet L —3— + z) . Séitaci

index z (x =0,1,2,..., P) pisme ve tvaru = = gt + s, kde s probiha ¢&isla 0,1, ...,
¢ — 1, a pti pevném s probfha ¢ cels ¢isla, vyhovujici podmince

P —s

qut—!—sgP,t.j.———;_g_té - (45)
Vzhledem k tomu, %e funkce exp2nix mé periodu 1, méme
qg—1
L(g + Z) = z 2 exp(Znig (gt + &)™ + 2miz(qt + s)") =
7 8=0 ¢t A
¢—1 221 % 3" (46)
= 2 e 9 .Dy2),
8=0
kde
Dyz) = z exp(2miz(gt + 8)™). (47)
0=qt+s<P

Abychom piiblizng spodetli D(z), pfipomeneme tuto vétu VAN DER CORPU-
TOVU: Jestlize m < m, jsou celd ¢isla, a jestlize redlna funkce f(t) v intervalu
{m, m,» vyhovuje nerovnostem 0 < f'(z) < 4, f"(x) = 0, je

my my

exp(2ni f(t)) = [ exp(2ni f()) d¢ + 20, (48)
t=m m

kde znakem ©® budeme zde i pti&té znaditi éisla s absolutni hodnotou < 1 (rtzna @
nebudeme navzijem rozlifovati indexy).

Rovnice (48) platf oviem i tehdy, kdy% v ni misto f piSeme —f (pfechod k &is-
lim komplexnd sdrufenym). Aplikujme tuto wvétu na D,(z), kladouce f(¢) =
= |z|(gt + 8)". Abychom mohli této véty uzit, musi byti f'(f) = gnlz|(gt + )" 1 < &5

jeZto zde |z| miize nabyvati viech hodnot < q—l_; a gt + & vdech hodnot a% do P,

1
dostavame podminku gn . pr pr—1 < 4; nejmensi pFipustnéd hodnota pro 7 je
tedy
T =2nP"" L (49)

Zvolme 7 timto zpiisobem. UZitim VAN DER CORPUTOVY véty dostivame z (47)
ihned (substituci gt + & = v)

P
Dy(2) = —;—w(z) + 40, kde y(z) = fez"iz""dv, (50)
0
nadez z (46) plyne )
a S 9=l 9pi24"
L_.+z)= )29 | 4@q kdo Spo=Se T . 51
(q y(z) q q aq Z (51)

§=0
1¢) Znakem [a, ¢] znadime nejvdtsfho spoleéného délitele.

48




" Prvni ¢len vpravo je sou¢inem dvou &initelii: prvni z nich, 9(2), nemé nic spoleného
s theorii &¢isel a nezavisi na a, g; druhy ¢&initel zase m4 raz vyslovens &iselné theore-
ticky, zavisi na celych &islech a, g, ale nezdvisi na 2.

Ziejms |Sa,¢l < ¢; ale aé se dokonce dokézati (coi je rozhodujici pro dalsi
uspéch), zZe

|Sa,ql < cg*m, (52)

kde ¢&islo ¢ zavxsi pouze na n, anikolivna a, ¢ l") Integral tp(z) se bez obtizi odhadne,
nadez pro prvni ¢len v (51) dostaneme s pomoci (52) odhad

S 1 : _1
|1p(z) %’ <cg nMin(P, |z| n). (53)
i

1 1 1
Pro hodnot; , blizké h 6 — 18 i — —
ro hodnoty |z|, blizké hodno pe ) (na. pt. pro 7 <l < q‘r) vychézi odtud

1—L

S 1
e <ctn=cP

y(z)

’

1
(viz (49)). Kdyby tedy bylo ¢ > Pl_i, mohl by ve formuli (51) &len 4@g (o némz
nevime nic vice, ne% %e je v absolutni hodnot® nejvySe roven 4q) prevlddnouti
fadovs nad ,,hlavnim* élenem y(z) S, 4,471, a vzorec (51) by asi nemél mnoho ceny.
Budeme proto vzorce (51) v dal$im uZivati jen tehdy, je-li
1
0< g <P (54)

Uéitime nyni dusledky z toho, co jsme dosud fekli. Dana jsou ptirozen4 &isla
n=>3,r.

Je-li N jakékoliv ptirozené é&islo, polozme
L
P =[N7], T = 2nP" " 119)

Ke kazdému reédlnému « existuji potom cels &isla a, q tak, Ze plati (44). Jinymi
slovy: Sestrojim-li ke kazdé dvojici &isel a, ¢ s podminkami

0<q§1, [a':q]=1 (55)
interval
Ioq= (a L2, ) 56
G a T q q.': q ( )
11
potom tyto intervaly pokryvaji celou é&iselnou osu.20) Specialnd I, = (— = ;),

I,= (1 — —1—, 14+ —1—) Podet vyjadieni disla N ve tvaru (35) je dan. vzorcem (42);
T

abychom netrhali-intervaly I,,, I,, volme misto integraéniho intervalu (0, 1)
1 . .

v (42)interval (— - 1— %—) (to smime). Tento novy integratni interval je ziejmé

obsaZen ve sjednoceni viech intervalu I, 4, pro néz plati

0fa<q¢g< [a,ql=1 (87)

17) Znak c, ¢,, ... znamens a% do konce vidyv &tisla, kterd zdvisi nejvyse jen na
n a na r; razné hodnoty ¢ ¢asto nerozlisuji.

18) Pamatujme, Ze |2| muZe nabyvati viech hodnot mensich ne% —1— .
e 7

19) Zajfmat nés budou oviem hlavn® velké hodnoty N.
20) Oviem: &4stednd se tyto intervaly prekryvaji.
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Z téchto intervala I, , nazveme zdkladnimsi intervaly ty, pro ndz plati
1

1—
0<gLP (58)
Snadno se ukéze, ze z4dné dva zékladni intervaly nemaji spole¢nych bod. Oznaéme

1
znakem M mnozinu vSech bodw, kterd zbude, kdyz z intervalu (-— L 1——%)

odstranfme vsechny zakladni intervaly. Rozdélim-li nyni integraéni interval
(—— —i—, 1 ———i—) , & oznatim znakem H, , integral funkce L'(x)e~27iaN pies inter-
val I, ., a znakem H” integral pfes mnozinu M, dostdvém z (42)
[p=n) 4
Wy r(N)=H + H”, kde H = z Z' Hg,q (59)
g=1 a=0

Pii tom X’ znati, Ze se s¢itd pouze pres lisla @ nesouddlné s q. Predpokladejme
v dalsim 7 > 2n + 1 (pro¢, uvidime za chvili). Potom se ze vzoreu (51), (53) snadno
zjisti, 2e neudslame piili§ velkou chybu, vynechédme-li v (51) ¢len 4@g, takie pro

H, . mame v prvnim piiblizeni vyraz3!)
0
—22iNE (S0 \"
e 4 (—‘;i) f Y'(z) o—2niNz dz. (60)
) 1
0t

V tomto integralu udélam zase jen ,,malou* chybu, jestlize v ném integruji od
1 1
—oo do + (misto od — q_r- do —q—‘-[-) , & tento integral (zavisly uz jenom na N) ma

vy

hodnotu (jak se zjisti po jistych obtizich ¢ist® podetniho rdzu)

1 r
ol

n Nm T

T3]
An
pfi ¢emz znakem o(f(IN)) znadim jakoukoliv funkei, kters je ,,nizstho fadu‘‘ nez f(N),
. . 1 N .

t. j. jakoukoliv funkei g(N), pro kterou je lim g) = 0. Dosadime-lido (59) za H, ,
N>+ f(N)

pfiblizny vyraz (60), pfi ¢emz za integral dosadime (61), a provedeme-li podrobné
odhad chyby, které se pfi tom dopustfme, dostaneme z (59) snadno

(F(1+%))T r [Plﬁi]

IS Aq(N)+o(NT1)+H”, (62)

Yo (N:—‘_l), (61)

7

WopN) =+
JHI
n
kde
1 r e N
ANy =5 (S—‘”l) o MY (63)
a=0

21) Integradni proménnou « lze v intervalu I4,q P84ti ve tvaru % + 2, kde 2

. 1 1
probihé interval {— —, —]J.
qr 4t
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Polozime

S(N) = S(N, 7, n) = 3 Ay(N) (64)
. g=1

(z (51), (63) je vid&t, ze tato Fada, které se ¥ika ,,singuldrni fada‘‘, zavisi pouze na
N, n, r); v disledku nerovnosti (52) a podminky r > 2n + 1 ihned zjistime, Ze tato
nekoneéné fada mé konvergentni ,,majorantu‘‘ nezavislou na N
@ : @
ch g "<cSg o m
g=1 q=1

Tedy je S(N, r, n) < c,, kde ¢, zavisi (jak jsme se smluvili) jen na r, n, nikoliv na
N. Jestlize tedy v (62) nahradime konetny soudet nekoneénou Fadou, dopustime se

T
I
opét chyby radu o( N© ), takze celkem méame vysledek (pror > 2n + 1)

(F(l + %))' Z 1 I
WarN) =~ " N (N, m) + o( N® ) +H" (65)

(3

Abychom pokrotili dale, je nutno piedpoklddati » > 4n. V tomto piipadé se
totiz ¢iseln® theoretickymi uvahami d4 zjistit: existuje ¢, > 0 tak, Ze pro viechna N
je

0 <c, <S(N,r,n) <cy (pror = 4n). (66)

Je tedy vidét toto: JestliZe dokdZeme (pro jistou dvojici ¢isel n, » (r > 4n = 12)), %e
je také

r
. ——1
H” = f L7(x) e—27iaN dx = o(N" ) (67)
M

potom lze v (65) vynechati H” a vidime, Ze pro tuto dvojici #, r je problém III vy-
r
~—1
feSen: Prvni ¢len v (65) je kladny, je podle (66) presné fadu N , a tedy pro velka N
r
Z
daleko pfevysi zbyvajici ¢len o( N7 ); odtud je specidlné vidét, Ze pro velkd N je

W, r(N) > 0, takze mame G(n) < r, coz je piispévek k feSeni problému II.

Zbyva tedy posledni a hlavni ukol: dokéazati vztah (67). Jestlize aZ dosud bylo
moZno Fici, Ze Vinogradov — pies mnohéd zjednoduseni a zlepSeni — vychézel
z Hardyho a Littlewooda, je jeho postup pfi dukazu vztahu (67) zcela puvodni
a jeho methoda nesrovnateln mocnéjsi nez methody jeho pfedchuadci. Jest oviem

|H"| < [|L(x)|" do. . (68)
M

Vime, %e katdy bod z M lezi v nékterém z intervali I, , (0 < ¢ < v = 2nP7-1),
Vime déle, ze M neobsahuje zadny bod ze ,,zékladnich** intervalt I a,p te J- tdch,

1— 1
pro ngz ¢ < P ™. Tedy: Kaidy bod « ¢ M lezi v n8kterém (aspoii v jednom)
1— 1
intervalu I, 4, kde P* " < g < 7. Ob¥irng:

Ke kazdému & mnoziny M existuji celd éisla a, g tak, Ze jest

1

a 1
[G,Q]=1, “'—_q“l<7_‘—§’q—g', (69)
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pfi ¢emz
1—1 _
0<a<gqg P "<g<t=2nP" (70)

Hardy a Littlewood se opfeli o tuto dulezitou vétu Weylovu z r. 1921: Budiz

flx) = xax™ 4 x;2"1 4 ... + «, polynom s redlnymi koeficienty. Budte a, g &isla,

pro n&Z je
1

’ < — (71)

[a’ q] = lv qz

a
X — —
q

Budiz @ pfirozené ¢islo. Potom pro kazdé ¢ > 0 plati
1

Q
[Dexpemi )] < dtn, ) Qutege [+ + ) (72)
z=0 Q Q
kde d(n, €) je jisté ¢islo, zavislé pouze na n, &, tedy nezavislé na Q, a, q a na koefici-
entech &, &, ..., xp.
Dosadim-li sem @ = P, f(x) = ax”, kde « je ndjaky bod z M, a vezmeme-li za -
a, q ¢isla s vlastnostmi (69), (70), vidime, Ze pro kazdé « € M je
' 1
. ( —142 L );ﬁ‘—i
L] < dyfm, o) PIHET @D p Ty PRI <
1} —n+1
—1+4+—}.2
< dy(n, &) P17 P( * n) . (13)

Podstatné je zde oviem to, L27H1 4 ope

n—1
n
je men3i nez 1, zvolime-li ¢ dosti malé.
1
Jeizto pro velkéd N je P ~ N7, a jezto mnoZina M mé miru mensi neZ 1, dosta-
neme uzitim (73) z nerovnosti (68) ihned
r n—1 ,—n+1

|H’| < d(n,r,e) N* wF e, (74)

Jezto ¢ muZeme voliti libovolnd malé, je vidéti toto: Zvolime-li r tak velké, Ze

r
r. -_2 ! 27n+1> 1, bude H” = o(N;—l), a néd problém bude vytesen. Na pf. stadi
n
vziti
r>n.om, (75)
naéez bude vskutku
noan 2L g g2l oy

n2

Tim je tedy dokazéno, %e v rovnici (65) 1ze vynechati H”, je-lir > n . 2"; tim je tedy

pro tyto hodnoty r rozieSen problem III a zéroveh dokézana nerovnost G(n) <

< n.2% Je vhodno poznamenati, 26 Hardy a I/Lttlewood vhodnou tpravou du-
kazu ukézali, Yo misto (75) stasi slabsi nerovnost

r 2= (n—2) 2771 4 5, (75a)
a Ze nerovnost pro G(n) jests nad to zost¥ili.
Na éem nyni spoéiva Vinogradoviw tspéch? Predstavme si, Ze bychom
zjistili, Ze pro ka%dé o € M plati nerovnost tvaru
1—2
|L()] < dy(n) . P24 < d(n) N 7, (76)
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kde da(n) a A > 0 jsou &isla zavisla jen na n (nezavisld na « a na P).2?) Za druhé, %e-
bychom zjistili, Ze pro jisté celé &islo s > 0 je
1
JIL@)]* dx < dy(n, 5) P2s7A, (717):
0

kde u > 0 stejné jako d, zavisi jen na n, s. Kdybychom nyni polozili r = 2s + &
(k celé kladné), dostali bychom z (68), (76)
k—ak
[H"| S dfr) N " [|L(o)]?s dos (78)
jezto pak M je &asti intervalu (0, 1), dava (77) ihned
( k—Ak + 28 — ;4‘)
H =0\N . n

A+ p
n

(79y

Jezto k + 2s = r, je exponent —:;——— ; jestlize tedy Ak 4+ u > n, t. j.
n—p

k> i

7
, bude H” — o(N7 ). Tedy problém III bude feSen, jestlize

n—Hu
PR
Je vidét, Ze tato nerovnost bude tim vyhodngjsi, ¢im bude A v (76) vétsi a dale, éim.

r> 28 + ’ (80y

bude 2s — —'Z— mensi. Pro ilustraci uvedu jeden ptiklad. Vynikajici éinsky matema-
tik Hua dokézal, Ze

1
f|L(o¢)12n do < dgy(n, €) pt-nte (81y
0

pro kazdé ¢ > 0. Polozim-li tedy » = 2" 4 1,2%) a pouziji jakéhokoliv odhadu tvaru
(76), kde A > 0 (stadi na p¥. Weyliv odhad (73)), obdrzim ihned

” 1—A+2"—n+e ( 1“1*‘4:5) ( — 1)
H” = O(P ) = O\N™ % | = o\N7

(zvolim-li ¢ < A), takZe podminku (75a) lze nahraditi pro n > 4slabsi (a tedy vyhod-
n&jsi) podminkou
r>2om 4 1 : (81a)

Vykon Vinogradoviw spotiva pak v tom, Ze si prednd uvédomil dulezitost vztahtt
tvaru (77) pro nés problém, a za druhé, Ze odvodil velmi ostré nerovnosti tvaru (76)
a (77). Jako ilustraci uvedu aspoti toto: Jezto je zfejms |L(x)| < P+ 1, je cely smysl
nerovnosti (76) skryt v &isle A; mohli bychom ¥ici, Ze &islo 4 mé¥#i ,,G¢innost'* vzorce
(76). Weylova formule (73) ukazuje, e za A miZeme poloziti kterékoliv &islo mensi

n—1
nez 2

1 o
T Kdeito Vinogradov dokazal, ze za A muZeme (je-li n > 12) po-

loziti hodnotu
1
= . 82
A 3n(n — 1) log(12n?) (82)

22) Tohoto druhu je na pf. Weyltw odhad (73).
28) T. j. 28 = 2%, k = 1.
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" ‘Tedy pro velkd n je Vinogradovova formule nesrovnatelnd presndjsi nez
Weylova (stati srovnati fad funkce 2" a funkce n? logn). Vinogradovovy dule-
Zité vysledky o nerovnosti (77) nebudu ani uvadéti — &tenai by si bez podrobného
vykladu nemohl vytvoriti jasnou predstavu o jejich vyznamu. Jen zase pro ilustraci
uvedme toto: Dosadime-li do (68) za |L(x)| podle (76) s hodnotou (82), obdrzime, Ze

r

. LA
jest H” = o(N™ ), jakmile

r(1—A) r . n
_— < — =1, t.j. —,
n < n bor= A
t. j. jakmile
r > 3n¥n — 1) log(12n?) (pro n > 12). (83)

Prava strana je pro velké n fadu n® logn. Zde jsme nepouzili viibec vzorce typu (77);
s pouzitim tohoto vzorce dostal Vinogradov vyhodn&jsi nerovnost (s pravou
stranou Fadu n? logn), jak za chvilku uvid#ne (viz vzorec (86)). Toto zlepieni vzorce
(86) proti (83) ukazuje vyznam vzoreu typu (77).

Spoleénym zékladem Vinogradovovych dukazi mnerovnosti (76), (77) je
velmi elementarni, ale pii tom nesmirné duchaplny a obtizny odhad integrandu
| L(x) |28 ve vzorei (77). Je totiz ziejms

P P
L) = > > exp(mia(m® + ...+ @ —yy" — o —Y) (84)

Tiyeenn @y = 0%,..,Y,=0

Vyraz (84) je tedy souétem nékolika &lenti tvaru exp2nina,,, kde a,, jsou cels éisla.
Podle (39) je potom integral v (77) roven soudtu tolika jednidek, kolik z &isel a,, je
rovno nule. Ale zjistit nebo aspoii odhadnout rozumnym zpusobem poéet &isel a,y,,
rovnych nule, se zde nezdafilo. Proto Vinogradov misto rovnosti (84) dokazuje
vhodnou nerovnost podobného tvaru

M
|Lix)|2s < Z oxp(27iod,y,), (85)

m=1
kde opét b,, jsou cela ¢isla. Integrujeme-li tuto nerovnost, obdrzime nerovnost

1
JIE@)|* dx < K,
0

kde K je po&et ondch b, jeZ jsou rovna nule. Vtip je v tom, Ze Vinogradov sestrojil
takovou nerovnost (85), ve které ¢islo K lze vhodné odhadnout. Konstrukce nerov-
nosti (85) je vlastnd nejvétsim vykonem Vinogradovovym v tomto problému.24)
Dtkaz je obdivuhodnym spojenim jednoduché zékladni myslenky s omraéujici
technickou virtuositou. Podobné véta, ale o néco méné Gdinnd, byla obsaZena jiZ
v citované knize z r. 1937, a je zajimavo toto: atkoliv se mnozi vynikajici matemati-
kové celého svéta intensivn® zabyvali Vinogradovovymi methodami a podali
mnoho dulezitych modifikacL i aplikaci, pfece nehnuli s timto ustfednim bodem;
a teprve Vinogradovu samotnému se podafilo (bylo to v dobd vélky) nahraditi
svoji starfi methodu dokonalejsf methodou, jeZ je vyloZena v této knize. P¥i veSkeré
8vé sloZitosti a duchaplnosti je tato methoda ryze ,,elementarni‘‘; pouziva vlastng
jen zndmych nerovnosti

24) Je to vlastnd lemma na str. 58—59; abych &¢tensfi usnadnil porozumsnf,
uvadim misto tohoto lemmatu vlastns jeho jednu aplikaci, totiz myslenkovy pochod
pfi dikazu jiného lemmatu (str. 73). )
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k k k k k
(Dad) < a2 Dbk (S a)m s km > am;
i=1 =1 i=1 i=1 i=1
1
(a,ay ... ag)® g (@, + ... +ag) (a; = 0,b; = 0; m prirozensé &islo).

Tolik o nerovnosti (77). Pokud se tyte nerovnosti (76), pfevadi Vinogradov tento
problém vtipnym obratem opét na nerovnost podobného typu jako je (77), pouze
s n-rozmérnym integralem misto jednoduchého, takze miZe pouziti v podstaté téze
methody.

Po nalezeni &isel 4, s, u v (76), (77) je potom, jak jsme uZ vidéli, problém IIT
feden, jestliZe plati (80). Po dosazeni pFislusnych hodnot dostavé tak. Vinogradov
tento vysledek: Je-li

n > 12, r > [10n2 logn],28) . (86)
T

——1
je H” = o(N™ ), atedy problém III je pro tyto hodnoty vyfesen. Specidlnd tedy mame
G(n) < 10n?logn pro n > 12. (87)

Jestlize viak se omezime na problém II, t. j. na odhad &isla G(n), miuzeme jiti
jesté dale. Vinogradov potom totiZz nevySetiuje wvsechna Fefeni x,, ..., z, rovnice
(35), nybrz jenom néktera, vyhovujici vhodnym podminkam. Jestlize se ukaZe, Ze
pfi uréitém r je pocet téchto feleni pro vSechna dosti velkd N razny od nuly, plyne
odtud G(n) < r (jezto neberu vdechna FeSeni, vzdavam se tim oviem FeSeni problému
III). Methoda dikazu, velmi dimyslné a originalni, je podstatnd ]ednodu‘s"si nez
v problému III: obtizné problémy, tykajici se nerovnosti (76), (77), jsou zde nahra-
zeny uvahami mnohem jednodussimi. Timto zpusobem uZ v knize z r. 1937 bylo do-
kézéano, ze

G(n) < 6n(logn + 1) pro n = 16 (88)
(odtud plyne (37)), nyni pak Vinogradov dokazuje, Ze

G(n) < n(3logn + 11) pro n = 3 (89)
(ale pfiznam se, Ze jedno misto dikazu je mné dosud nejasné).

Tolik o Waringovu problému. Je patrno, jak velkou roli v ném hraji ,,trigo-
nometrické‘‘ (nebo ,,exponencialni‘‘) soudty .

Q
8(Q) = S(ox, a3, -ty @) = > exp(2mi f(2)), (90)
z=0
kde A .
f(®) = az™ 4+ @1 4 ...+ o (91)

Pro @ = P, f(x) = ax™ prechéazi tento soudet ve funkei L(x) (viz (41)). Ale tyto
soudty jsou dulezité i v docela jinych otdzkach. Vezméme jednu z nich, t. zv. rovno-
mérné rozdéleni modulo 1. Budiz dén polynom (91) advé éislaf,y (0 < B <y < 1),
Cisla {f(0)}, {/(1)}, {/(2)}, ..., t. zv. zbytky &sel f(0),f(1), f(2) modulo 1,28) lez{
v intervalu 0, 1). Pro hbovolne pfirozené @ oznadme znakem Ng,y(Q) podet onéch
¢&isel Q-¢lenné posloupnosti

{10}, {/(1)}, {/(2)}, ..., {H(@)} . (92)
28) Difvéjsi vysledek, otistény v knize z r. 1937, se li&f od tohoto hlavné tim, Ze

misto n* obsahuje n?.
28) Zopakujme: {5} = 0, {5,1} = 0,1; {5,8} = 0,8; {6} =
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. které lexi v intervalu (B, ¥). Jestlize pro kazdou volbu &isel f; ¥ je
lim Ng,y(Q) -
et @

y—5 (93)

fikdme (z davodu zrejmych), Ze posloupnost

10). £(1), £(2), £(3), ... (94)

Y

je rovnomérné rozdslena modulo 1. Nazorn® se to dé Fici také tak, Ze komplexni
éisla
exp(2ni f(x)) (x =0,1,2,...)

jsou rovnomsérns rozdélena na jednotkové kruznici. Nasledkem toho — jak se snadno
ukéZe — plati pro kazdou rovnomsérné rozdélenou posloupnost (94) nejenom tri-
viélni odhad |S(Q)| £ @ + 1, nybrz dokonce

S(Q) = 0(@).%") (95)

Z rovnomé&rné rozdélenosti posloupnosti (94) plyne, jak je témé&f ihned patrno, také
rovnomérné rozdélenost kazdé posloupnosti m f(0), m f(1), ..., kde m je libovolné
pfirozené ¢&islo, a tedy podle (95) téz

Sn(@) = 0(Q) pro m =1, 2,3, ..., (95a)
kde
Q
Sm(@) = > exp(2zim f(x)). (95b)
z=0

A nyni je dulezité, Zze podminky (95a) jsou nejenom nutné, nybrz i postadujici
k tomu, aby posloupnost (94) byla rovnomérng rozdélena. To dokézal r. 1916 Weyl,
zakladatel systematické theorie rovnomérného rozdsleni.28) D4 se nyni oéekavati,
ze kazdy odhad, ktery kvantitativné zostii rovnice (95a), dovoli také kvantitativné
zostFit rovnici (93). Jezto pak Vinogradov nasel velmi ostré odhady vyrazt S, (@)
(jako vzorek jsme uvedli vzorec (76) s hodnotou (82)), dé se otekavati, Ze z téchto
jeho odhadi vyplyne zostieni rovnice (93). Vskutku nasel Vinogradov na pi. tuto vétu
(necituji ji ani v plné ostrosti ani v plné obecnosti): Budi% f(x) = xa™ + 2”1 4
+ ... + &y polynom, n > 12. Budiz Q piirozené &islo; budte a, ¢ celd nesouddlné
&isla takova, ze

a 1
_— —, 1 < Q. 96
1<x q|<92 <q<@Q (96)

Potom pro libovolna B,y (0 < B <y < 1) jest
1
iv"_é(p—) —— ﬁ)l <cq 8(n—1)log12n(n—1) logQ.2?) (96a)

Na pf. jestliZe je
Y a = VE, d > 0 racionalni, & iracionélni,

27) Jednotlivi élenové tohoto soudtu se vzhledem k rovnomérnému rozdsleni na
jednotkové kruznici do znaéné miry vykompensuji — to je velmi nézorné.

28) Avsak prvni specidlni vysledek v tomto smdru nélezi, tusim, W. Sier-
piriskému.

%%) ¢ zde zévisi pouze na n, t.]. nezévisi na &, &y, ..., &y, a, ¢, Q. Cinitel log@
(ktety Vidl oviém jenom tehdy, kdyz g je velmi malé v poméru ke Q) u Vinogradova
nenf, ale patrné jde o nedopatieni.
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potom je znémo, %e existuje konstanta 0 < ¢(x) < 1 tak, #e v ka?dém intervalu
(c(x) @, @) — je-li Q dosti velké — existuje ¢islo ¢ & k nému prisluiné a tak, Ze plati
(96). Lze tedy vziti g ,,téhoziadu‘ jako @, a z (96a) je patrno, ze pro vSechna Q >
> ¢y(n, &) jo

1
HesQ )| < cyn, ) @ T OETIGT) . logQ.

Je patrno, ze tato nerovnost d4avé informaci o tom, jak rychle lev4 strana konver-
guje k nule pro @ —+ 0.

Jeité jeden problém vySetiuje Vinogradov. Zabyvali jsme se pravd otézkou,
jak jsou rozdélena ¢isla (92) v celém intervalu <0, 1). Jednodussi je problém, ktery
se zabyvé jen témi &isly {f(x)}, ktera jsou blizko nule nebo jedniéce, t. j. témi hodno-
tami z, pro néz f(z) je velmi blizko néjakému celému &islu y. Jde tedy o otdzku, na-
lézti celé &islo x > 0 (a k ndmu pisluiné celé y) tak, aby rozdil |f(x) — y| byl pokud
moZno maly.3%) Uvedu jen jeden vysledek: Budiz n > 4, f§ realné,

i a 1
[a,q1=1, ¢>0, \rx——l<—.
q] q 7 po

Potom existuji cela z, y tak, ze
2
Joa?® — B —y| < e, 0 <z < g™, (97)
pii ¢emi ¢, zavisi pouze na n, a g je rovno '
1 logn
4n2 log(n + 1) log(n logn + n)’

Q =
Odtud plyne zfejmé
1
loa® —f—y| <@ 2, (98)
kde exponent 7@ je pro velk4 n asymptoticky roven Snlogn

Celkem se mé tento problém (co do obtiZnosti, co do methody i co do ptesnosti
vysledki) k problému rovnomé&rného rozdéleni asi tak, jako problém II k problému
III ve Waringové problému. (Viimnséte si na pt., Ze se v (96a), (86) vpravo vysky-
tuji vyrazy radu n® logn, kdezto v (98), (89) vyrazy fadu n logn.) Ve vzorcich (76),
(90), (97) a pod. byl f(x) mnohoélen (n8kdy dokonce speciélni, xz™ nebo az® — B).
Obdobné vysledky lze viak odvoditi i pro obecn&jsi funkce f.

Prozatim jsem vyli¢il obsah prvnich osmi kapitol Vinogradovovy knihy:
Kap. I — pomocné véty; kap. IT — ,,singulérni fada‘ S(N); kap. ITT — integral H’
v (59); kap. IV — vzorec (89); kap. V — vzorec (97) a pod.; kap. VI — odhady trigo-

P X

nometrickych souéta Zexp(Zni f(x)) & pod.; kap. VII — problém III; kap. VIII —
z=0
rovnomérné rozdsleni modulo 1.

Vinogradovova kniha obsahuje jedté tfi daldi kapitoly. V nich hlavni po-
zornost je vénovéna t. zv. Goldbachovu problému. Jde o domnénku, kters
vznikla r. 1742 z korespondence mezi Goldbachem a Eulerem:

1. Kadé sudé &islo N > 4 je soudtem dvou lichgch prvodisel. Na pf. 6 = 3 + 3,
8=5+3,10=5+5=7+ 3 =23+ 7 atd. Ze spravnosti této domnénky by
plynula spravnost dalsi domnénky:

30) Lépe feteno: jd¢ o otdzku, jak malym lze udiniti tento rozdil, je-}j pfedepsa.-
no, e z nemé prekroditi jistou hranici.
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I1. Ka%dé liché &tslo N > T je soubtem tii lichych prvoéisel. Vskutku: staéi po-
uziti domnénky I na sudé éislo N — 3 > 4.

Jeitd o néco slabsi je domnénkas:

III. KaZdé liché islo az na koneény polet vyjimek je soudtem tii lichych prvo-
Eisel.31)

A koneénd jedt® slabsi domnénka:

IV. Ewxistuje pfirozené &islo r tak, Ze kaZdé celé &islo N > 1 je soultem nejvyse
r prvoéisel.

V 1. 1930 sovdtsky matematik Snirelman dokézal domnénku IV. Landau
nazval tuto jeho préci ,,jednim z nejvétsich pokroka v theorii &isel, které zazil*.
Ale jiz v r."1923 se zabyvali Hardy a Littlewood domnénkou IIT a dokazali:
domnénka IIT je spréavnd, jestlize nulové body Dirichletovych L-funkei L(s, yx)
maji jistou (dosud nedokézanou) vlastnost. Hardy a Littlewood tedy prosté
prevedli domnénku III na jinou nedokéazanou domné&nku. Situace nevypadala ni-
kterak nad&jns, pokud se domnénky III tyée. A proto vzbudila ohromny rozruch
prace Vinogradovova, ktery r. 1937 domménku III vskutku dokézal. Methoda
Hardy-Littlewoodova i Vinogradovova vychézeji obé z podobnych zakladu jako
methoda k feSeni Waringova problému, kterou jsem vylozil pied chvili. Mohu proto
jisté nyni postupovati struénéji.

Budiz N libovolné celé kladné &islo; oznatme znakem I(N) podet vyjadieni
sisla N ve tvaru .

N = p, + Ps + Ps (p; lichd prvodisla). (99)

Polozme
Sx) = D e2niap, (100)
3<P<N

kde se stit4 pres vSechna liché prvodislap < N (pismeno D bude stéle znagdit prvo-
&isls). Potom je — podobné jako v (42)) —

1
I(N) = [8%x) o—2aiaN do; (101)
0
nebot integril vpravo je souttem integralt tvaru
1
[exp(2mix(p, + Py + Py — N)) da, (102)
-0

a podle (39) je tento integral roven 1, plati-li (99), kdezto v ostatnich ptipadech je
integrél (102) roven nule. Je vidét, Ze soudet (100) je formdiné jednodussi nez (41),
jezto misto ™ je v ndm pl, ale zdsadné obtizndjsi, jeito se v ném s&ité pres prvodisla
a ne pies celé éisla. ’
Postupujeme nyni podobné jako pfi Waringové problému, ale normovani
&isla T a definice ,,zékladnich intervalu* bude pondkud jind — jeZto se neséitd pfes .
cel4 &isla, nybr% ptes prvotisla. Pro jednoduchost poloZzme logN = g. Viimnéme si
vzorel (5), (8) pro funkei z(zx, k, 1) (to je potet prvotisel p = I (modk), jez jsou < z).

Jotto funkee ¢—+/1982 (4 > 0) konverguje k nule (pro = >+ o) ziejms rychleji, nez
kterdkoliv mocnina log—*x = e—hloglogz, je patrno toto (pii-li v (5), (7), (8) N, o,
¢, a misto z, logz, k, 1):

:#)-Fimak feteno: Existuje ptirozené ¢islo N, tak, Ze kazdé liché &islo N > N,
je souétem t#f lichych prvodisel. :
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Jsou-li h, B jakékoliv (sebe vétsi) kladné &isla, potom pro

la,q)=1 0<a<q<oh™) (103)
je
N
1 dz N )
n(N, q, a) = (@] H 104
(. ¢, 9) o@ J Togz T (qe" (104

2

pfi tom znak O zna&i funkei, jejiz absolutni hodnota je mensi nez c(h, B) Nq~1p~B,
kde c(h, B) > 0 zdvist pouze na h, B. V tomto smyslu budeme rozuméti symbolu O
© v dalsim.

Zvolme nyni néjak pevnsg &islo A > 4, a polozme T = Np~3%. Zdkladnim inter-
valem I, , nazvu interval

a 1 a 1
Ijg=——— —+ — 105
il >4 (q T * r)’ (109)
jestlize
[a,q] =1, 0 < g < @3 (108)

. . ! 1 TR .
(ve Waringové problému jsme méli q_r misto P na tom ¢&initeligzde mnoho nezéle-

1
Zi, jezto g podle (106) je pom&rnd malé). Volme v (101) opst integradni interval (— -
1
1— —T—) misto (0, 1) a ozna¢me znakem M mnozinu, ktera zbude, kdyz z integra¢niho

intervalu odstranime zakladni inﬁervaly. Ke kazdému x "M existuje tedy dvojice
celych nesoudélnych &isel a, ¢ tak, Ze

a
l<a<gq p<q¢g< 1, |x —— < (107)
ee 1= q Tt — q
Rozd8lim opét integral (101) na dva dily (stejné jako v (59))
[**] ¢—1
IN)=H +H", H = Z‘ Z’H,M, (108)
g=1 a=0

kde H 4,q je integral pies interval I, ,, H” je integral pfes mnozinu M. V§imndme si
napred integralu pfes M. Zde lezi hlavni zésluha Vinogradovova: Podatilo se mu
pro o € M dokazati nerovnost obdobnou nerovnosti (76), coz byla véc zasadnsé nova,
jezto ted se séita ptes prvodisla. Nam staéi tento tvar jeho véty: Je-lix € M, je

S(x) = O(Ng2~*). (109)
Nyni uZ snadno odhadneme H”:

1
|H”| < [|8()]* dx £ (k. B) Ng*~% [|S(a)]* dox =
M 0

1
=c(h, ByNgh > [e2nia(ni—ps) di;
3Z=pu,P=N 0

ale posledni integral je roven 1 pro p; = Py, jinak je roven nule. Posledni soutet je
tedy roven prostd n(N) — 1 = O(Ng™?) (prvodislo 2 nepoditame), takze

H” = O(N%g1-h), (109%)

32) Zde je jedno, pi%i-li 0 < a < gmnebo 0 <a<g;nebot a =0 aa=gqje
piipustno jen pro g = 1. .
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Vidime, Ze zde odpadaji obtiZe s integraly typu (77) — to je proto, Ze zde mame
n =1

Naznaéme ted, jak se vypotte H, ,. Musime vypodisti S(x), kdyz o lezi v I 4,
t. j. kdyz « mé tvar

a=2ts < 0<a<g< M g~ L (110)

Sumaén{ interval (2, N>¥) rozdélme na intervaly

kd (Mo, My», (My, My, ..., (My_y, My,
e
My =2, My =N, M, —M; = No~9

(posledni interval muZe byti kratsi). Poget téchto intervalii je fadové roven g?%.

Budiz j libovolné z éisel 0, 1, ..., ¢ — 1, nesoud&lné s ¢, a oznaéme
Si,i(o) = > e2nixw, (111)
P

kde se s¢ité pfes ona prvoéisla p intervalu M;_, < p < M;, ktera leZi v posloupnosti
7,1+ ¢ 97 + 2g, ... Je zfejmo, Ze
—1 k
Se) = " > Sise) + R, (112)
j=01i=1
kde R je soudet t&ch ¢lent exp(27ixp), kde p neni nesouddlno s g, t. j. kde p je obsa-
Zeno v ¢, takZe jistd p <8 g; tedy

Rl < g < o (113)
Potitejme nyni
. a
Sii(e) = Setaior — Se?™a” . e2aiep, (114)
P P

Zde p = j + mq ( celé), a tedy exp(zni%p) — oxp(2ai S i). Tedy

a
2ni—j .
Sijo)=e " a Ye2nizp, (115)
V4

Pocet ¢lentt v poslednim soudtu je zfejmé roven n(M;, g, j) — n(M;_y, g, 1), a to je
podle (104) ptibliZzné rovno

M,
1 f dx
@(9) logz’
My

pfi ¢em? vyraz s O je zanedbatelny (jak se zjisti z toho, Ze B lze voliti jakkoliv velké).
Déle: p lezi mezi M;‘, a M;, takZe

N
o

1
[ep —2My| < — [M; —M;—| < = (116)

1
Jezto tento vyraz je velmi maly, miZeme v prvnim pfibliZeni v (115) viechna &isla
exp(2nizp) nahraditi jedinym ¢&islem exp(2nizM;), takZe v prvnim pfibliZeni je
8;,5(x) rovno

) S¥fté se pres p > 3, t. j. ples p > 2.
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M,
L 2y f o2rizM; 4% ' (117)
?(9) ¢ ¥ logz
i—1

Schvalnd jsem konstantni vyraz exp(2nizl};) dal za znameni integradni. Nebot
integraéni proménnd » opét lezi mezi M, _,, M;, takze stejnd jako v (116) plyne
|zM; — zx| < 0%, a zase bez velké ujmy na presnosti mohu misto zM; psati zz,
takze pro S;,j(x) dostanu pfibliZng hodnotu

M;
2rij f 2niz (118)
s . e4nIzZy
P(g) 1 ogx
My
k
Sedtenim pies ¢ = 1, ..., k dostanu pro Z S;,5(c) priblizny vyraz
i=1 .
N
a. dx
271 —j ), kd = f 2nizz - 119
e z), e y(z e .
o(q) 7 ¥l v 5 ogxr (119)

Pii tom y(2) nezavisi na a, q, j, kdeito prvni &initel zase nezévisi na N, z. Je§td
méame séitati vyraz (119) ptes j. Zndméa elementéarni véta z algebry pravi, ze

Lol Zniij
‘e 4 = u(q) (pro [a,q] = 1), (120)
=0

kde u(q) je Mdobiova funkce takto definovana: u(1) = 1; je-li ¢ soudinem s riznych
prvocdisel, je u(q) = (—1)3; je-li viak ¢ délitelno druhou mocninou néjakého prvo-
&isla, je u(g) = 0. Sedtenim v (119) podle § dostanu (viz (112); zbytek R nerusi vzhle-
dem k (113)) pro S(x) priblizné vyjadieni

u(9)

—p(2). 121

7@ y(z) (121)
Umocnim-li na t¥eti, ndsobim exp | — 27i 2 + z) N ) aintegruji, dostdvam pribliz-
né vyjadrent pro Hy,, (jezto p*(q) = u(q)):

a
plg) —2oN N .
Kad:H (2), D(z) = | y3(z) e—27izN de. (122)
3
?*(q) 1f

Pro integral @(z) dostanu bez velkych obtizi pfibliznou hodnotu §N2%p~3.

Dosadim-li za Hg,g do (108) hodnotu (122) a za H” odhad (109*) a vySetiim
chybu, které se tim dopustim, dostanu celkem )
[ -1,
ul(q) r —2ni—N
I(N) = z-—_z e 1 3N+ o(N%73). (123)
q= a=0

¥*(g)
1
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Zavedu-li do (123) misto koneéného souétu nekoneénou fadu

< = amily
©(q) i
S,(N) = Z_-«Z o 4 (123%)
(9)
q=1(p3 a=0
(jejiz konvergence se snadno dokézZe), obdrzi se ihned

N N
1) = 4o S + o[ o) (124)

Soudet fady S;(IV) se dokonce snadno vypodte; jest

1 ” 1
N) = RN -
1) I10+m—m)rlb w—%+ﬂ’ (125)
P

kde prvni souéin se vztahuje na viechna prvotisla p, druhy pak na ona prvoéisla
P, joz jsou déliteli ¢isla N. Odtud je ihned patrno, Ze pro viechna lichd N lezi S;(N)
mezi dvéma pevnymi kladnymi ¢&isly; je totiz

1
p<sn g [ |1+ o=5)™
4 .

Odtud je vid&t: Je-li N liché a dostatetn® veliké, prevaii v (124) vpravo prvni ¢len
nad druhym, a tedy je I(N) > 0. Tim je dok4zana domnénka III. Soudasné dava
(124) piiblizné vyjadieni I(N) pro velks N.

Ted musim vsak poprositi ¢tendfe za prominuti: Pro vétsi piehlednost
jsem o dukazu domnénky III referoval podle knihy z r. 1937, kde se Vinogra-
dov opiral o odhad (8), plynouci ze Siegelovy nerovnosti (34). V knize z r. 1947
uziva Vinogradov pouze vysledki Pageovych. To vede k malé forméalni kompli-
kaci, kterou jsem chtél ¢tenafi uSetfit. Av8ak soudasnd mé vyloudeni véty Sie-
gelovy z dukazu jeden dulezity dusledek. Vidéli jsme, Ze Siegelova véta je Ciste
existenéni (nedovoluje numerické odhady), kdeito véty Pageovy mohou byti
sledoviny aZ k numerickému vypoétu. Lze tedy touto methodou stanoviti
vskutku é&islo N, takové, Ze kazdé liché &islo N > N, je souétem t¥i lichych
prvotisel. Sta¢i potom provéfiti vSechna liché éisla od 9 do N, abychom
zjistili, zda je spravnd také domnénka II. Jeden z zéku Vinogradovovych
vskutku takové N, nasel; vysla viak hodnota tak velké, Ze provéieni viech &isel az
do N, se ukézalo prakticky nemoznym. Domnénka I pak dosud vzdoruje viem po-
kustm o dukaz.

V kapitole XI podévé Vinogradov dikaz vdty o rovnomdrném rozdsleni
&Sisel .

20¢, 3%, Xy vuuy PX, ..

modulo 1. Jde tedy o rozloZent &isel {pa} (kde p probihé viechna prvodisla) v inter-
valu <0, 1). Proti problémim dfive projedndvanym (posloupnost (94)) je zde
formdlnt zjednoduseni v tom, Ze jde o polynom 1. stupnd xz, ale podstatné ztizeni
v tom, %e x misto viech ptfirozenych &éisel probihé pouze prvoéisla. Vysledek nebudu
uvadéti.

34) Pro sudé N je S$;(N) =0, jeito v druhém soudinu v (125) je &len

_— =0
22 —3.2+3
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Podotykéam, Ze jsem neuvadsl vysledky ani v plné obecnosti, ani v plné ostrosti;
r . r
tak na pf. odhad o(N " l) v (67) 1ze vidy nahraditi ostiej$im odhadem O(N" ! 6),
kde § je jisté kladné &islo, zavislé pouze na r, n. Podobné je tomu v mnoha jinych
uvedenych vysledeich.

Pozadavky na znalostt Gtenafe, které klade kniha Vinogradovova, jsou
velmi mirné. Pozaduji se vskutku pouze b&zné znalosti integralniho poétu (asi v roz-
sahu prvniho dvouleti na nasich universitach). Jediné véty o n(w, k, I) (rozdéleni
prvotisel v aritmetickych posloupnostech) se uvadéji bez dukazu. Ale tuto mezeru?®)
si mize étenat vyplniti pravé z knihy Cudakovovy.

Ovsem na schopnosti matematického mysleni (a predevsim mysleni funkéniho
ana zivy cit pro pomérnou zédvaznost ruznych funkei pfi kvantitativnich odhadech)
klade kniha znaéné néroky. Vinogradov &asto neprobird explicitnd trivialni od-
hady a sousttedi se na hlavni véci. Domnivadm se, Ze je to v této tak slozité latce
spravny postup: podrobné probirdni viech detailti by tplné setfelo étenafi rozdil
mezi hlavnim a vedlej$im: ¢tenéf by poznal, Ze vSechno je spriavné, ale nevédél by,
jak na to ndkdo mohl pfijit. Oviem skryva tento zpusob jisté nebezpeti, a to i pro
autora: Ze si totiz drobnost, kterou prenechal k uvaze ¢tenafi, sim podrobné ne-
promyslil. A tak proklouzlo i velkému Vinogradovovi v této knize nékolik nedo-
patieni, z nichz néktera maji vliv (na $tésti ne podstatny) i na vysledky. Na pi. v du-
kazu véty 1 na str. 63 se hned z podatku vynechavé élen Fadu Pl—e; nemuze tedy
(na pt. pro m = 1) tento ditkaz davati vysledek S <€ P1—et, kde t > 1. Toto nedo-
patieni pak mé vliv v kap. VIIL. Tiskové chyby se v knize vyskytuji, ale neni jich
nijak nadmérné mnoho. Ale to jsou vi8e vyhrady spiSe formélni, tykajici se obtizi
Stenaie pii studiu této knihy. Neobyéejné zidvaznost method i vysledku a vyrazny
zpusob podéni (za zminku stoji i zajimavé a poucné piedmluva) &ini z této knihy
snad nejdulezitéjsi knizni publikaci z oboru theorie ¢isel v poslednich 10 letech.

III. Xya Jo-Ken: AnguTHBHAS TEOPHA NPOCTHIX dncel (Loo-Keng Hua:
Additivné theorie prvodisel). Vydavatelstvo Akademie Nauk SSSR, Moskva-Lenin-
grad 1947. Prace matematického institutu V. A. Stéklova XXII. Str. 179, tirdz
2000, cena 13 r.

Predem podotykéam, Ze rukopis této knihy byl napsén jiz r. 1941; jeho vydéni
se zpozdilo v dusledku valky. Proto se tato kniha opird o starsi methody Vinogra-
dovovy a ne o jeho posledni methodu, vzniklou az v r. 1942, Uzitim této novéjsi
methody by se automaticky zlepsily nékteré jeji vysledky. JeZto jsem ¢tenéfe jiz
obsirné uvedl do problematiky otézek, jeZz se zde Fesi, mohu zde jisté postupovat
- struénéji.

Kniha se sklddé z 12 kapitol a dodatku; prvnich devét je vénovéno t. zv.
Waring-Goldbachovu problému. Waririgiv problém jednal o vyjadieni &isla N
ve tvaru

N =27 +af+ ...+ a7} (2; =20 celd).

Nyni budeme nadto pozadovati, aby x; byla prvoéisla (takie pron = 1, r = 3 by
problém preSel v Goldbachéiv problém ve tvaru II nebo III). Ale jesté obecnsji
misto z” vezmu libovolny polynom

f(@) = age™ 4+ a2t + ... + ay (g9 > 0), (126)

ktery pro celd z nabyvé celych hodnot (tuto vlastnost mé kady polynom s celymi
koeficienty, ale také na pf. polynom 4a? 4+ 3= = $x(x 4 1)). Ptame se pak po poétu
vyjadreni éisla N Ve tvaru

N = f(py) + f(Pa) + -.. + f(pr) (D5 pr&oéiala). (127)

35) Jejim#z vyplnénim by se rozsah knihy zdvojnésobil.
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Potdet téchto vyjadieni oznatme opét W(N) (z4visi na N, na r a na polynomu f).
Je vidét, %e se zde kombinuji obtiZe problému Waringova (n-té moeniny) i Gold-
bachova (jde o prvodisla), a k tomu. jesté to, Ze nejde o specidlni polynom 2%, nybrz
o obecny polynom f(z). Polozme

1
T(x) = Dexp(2nix f(p)), P = [N"]. (128)
p=P
(S&it4 se'pies prvodisla.) Potom analogicky jako v (42) je
1
W(N) = [Tr(x) e=27iNa do. (129)
0

Zvolime op&t vhodné 7, oznatime znakem I, , interval

" [a 1 a 1 )
Tpo=[2—— 24+ =), (130
w4 (q P )

a rozdélime integral v (129) na dva integraly:
W({N)=H" + H’, i (131)

kde H’ je soudet integralu pl"es ,.zakladni‘ intervaly I4, 4 (s ,,malymi‘ hodnotami
g — viz pfisludné omezeni pro q v (54) pro Waringdv a v (106) pro Goldbachdiv
problém), H” je pak integral pfes zbytek M intervalu (0, 1). Opét se propoétou
integraly pfes zédkladni intervaly — a tim integral H’ — kdezto H” se pouze od-
hadne.

K odhadu H” se jednak musi odhadnout T(x) pro « € M (to je tézky problém:
jde o polynom 7n-tého stupns, a soutasns se stité pies prvocisla), kteryzto odhad pro-
vedl Vinogradov (a je v knize Huové vylozen v kap. VI). Ale protoZe tento odhad
je mélo presny (jde o obtizny problém séiténi pies prvoéisla), musi se opét séhnout
(podobné jako v (77)) k integralum tvaru

1
[IT(x)[2¢ dax.3) (132)
0o .

Stésti je, ze u tohoto integralu u% nevadi, e se séité jen pies prvodisla. Nebot tento
integral je zfejms roven souétu viech integrali tvaru

1
fexP(2ﬂi0‘(f(P1) + oo+ f(Ds) — H(Dsyq) — - — f(Pas)) do,
0
¢ili (podle (39)): (132) se rovné poétu fefeni rovnice
(P + oo + [(Ds) — f(Ps41) — --- — f(Dgs) = O, (133)
kde p; probihaji prvodisla < P. A zcela podobné: pigi-li
P
T(x) = >exp(2nix f(z)), (134)
=0
je
1
f]T(a)Ps do (135)
0

roven poétu feSenf rovnice (133), kde viak nyni p; probihaji nejenom prvoéisla, nybrz

38) P#i Goldbachové problému jsme tento integrdl (tam bylo s = 1, n = 1)
,néhodou snadno vypogetli (viz vypodet pied formuli (109*).
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viechna celé nezaporn4 tisla < P, takze (135) je aspoii tak velky jako (132), a misto
(132) muazeme odhadovati (135), kde uz o Zadna prvotisla nejde. Tento integral se
tedy odhaduje methodami, jimiZ se vySetifuje integral (77) ve Waringové problé-
mu. Jakési zajimavéa komplikace vzniké jesté z toho, Ze definice ¢isla 7 a definice
zékladnich interval, ktera se hodi pro problémy s prvotisly (zde tedy pro odhad
T(x)) je jiné ne% ta, kterd se hodi pro problémy s libovolnymi celymi &isly (zde tedy
pro odhad integralu (135)); srovnej na p¥. (54) (Waringdv problém) a (106) (Gold-
bachuw problém), kde horni hranice pro éislo g, pfisludné zdkladnim intervaltum, se

1—31
podstatns lisi (jednou P~ 7, po druhé g3, t. j. f4adov® log®"P). Ale nakonec vie-
chno dobte dopadne, a dostaneme, Ze plati: Je-li budto

nzlr=2"41%) (136)
nebo

n > 14, r > n3(logn + 2,2 loglogn),38) (137)

je (viz (129))

1 r r
L T_ r_
W) = o~ r (") s X : (N” i (138)
- log'’N " ° log"™ |’

")

kde S(N) je opét jisté ,,singularni fada‘‘ podobného typu jako (64). Ale po cestd
k tomuto vysledku potkame jest& nékolik obtizi. O jedné z nich se zminim. Ve Wa-
ringové problému jsme se setkalis vyrazem S, 4 (viz (51)), pro néjz jsme potiebo-
vali odhad (52). O néco obecnéji se vyskytne zde

q

8(g, ) = Zexp (2mﬁx_)) ,39)
z=1 g

kde f(x) je polynom au@™ + a;z""! + ... + a,_,z s celymi koeficienty, pfi ¢emz

nejvétsi spoleény délitel [ay, ay, ..., ap_;, g] = 1. Pro tento soutet dokazuje Hua

v kap. I odhad analogicky k (52): Ke kazdému & > 0 existuje c(n, ¢) tak, Ze

1
@, N] < e, &) g’ n T

je-li ¢ = p™, l1ze dokonce klésti ¢ = 0. Pro ¢ = p dokdzal tuto v&tu Mordell, pte-
chod k piipadu ¢ = p™ provedl Hua, nadez piechod k obecnému g uz je snadny. Je
zajimavé, ze dukaz pfipadu ¢ = p i pfechod od ¢ = p k ¢ = p™ jsou dosti obtiZné
a vypadaji zcela jinak neZ ve specidlnim piipadé souctu Sg 4.

Jiny takovy pomocny problém je odhad souétu (kap. II)

P
zdk(lF(wl’ woes xm)l)a

Zrsenes By = 1

F(zy, ..., z,.) +0
kde F je polynom v m promdnnych s celistvymi koeficienty, d(a) pak znadi potet
délitelu ¢isla a.

37) Toto odpovida Huové formuli (81a).

38) S pouzitim novéjsi Vinogradovovy methody by se vystadilo s nerovnosti
r 2> 10n? logn.

39) Sg,q ze vzorce (51) dostaneme pro f(z) = ax™.
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Ale formuli (138) neni jest8 vi3e hotovo. D4 se snadno dokézat, Ze S(N) < b,,
kde b, je &islo nezévislé na N. Ale kdyby pro néktera N bylo S(N) budto rovno nule
nebo velmi blizké nule, potom by vzorec (138) Fikal jenom, ze W(N) je ,,niziiho

r

——1
fadu' nez Nn  log™"N, ale prvni ¢len v (138) by ztracel vyznam hlavniho élenu,
ba ani by nebylo patrno, zda je W(N) > 0 pro vSechna velka N. Je tedy zahodno,
dokézati nerovnost tvaru

S(N) > by, ‘ (139)

kde b, je kladné &islo, nezavislé na N. To provadi Hua v kap. VIII, ale jen pro spe-
cialni polynom f(x) = 27, t. j. pro vyjadieni

N=p," + ...+ p," (140)

a dostavé vskutku nerovnost (139), ale pouze pro takova N, kterd vyhovuji kon-
gruenci
N = r (modK), (141)

kde K je jisté ¢islo z4dvislé jen na n. (Podrobné: Vezméme vSechna prvotisla p, pro
néz n je délitelno &islem p — 1. U kazdého z téchto p stanovme nejvyssi mocninu p?,
ktera je délitelem &isla n — muize byti oviem tézy = 0. Potom polozim @ = y + 1,
s jedinou vyjimkou: je-li p = 2, n sudé, kladu ©® = p + 2. Potom K je soudinem
v8ech téchto éisel p®. Uizitim Fermatovy véty se snadno ukaze: Je-li p; prvodislo,
a neni-li p; délitelem &éisla K, potom je p;® = 1 (modK). Jestlize tedy Zadné p; v rov-
nici (140) neni délitelem ¢isla K, potom nutnd plati (141). Tedy: Chei-li néjaké é&islo
N, nevyhovujici kongruenci (141), vyjadfiti ve tvaru (140), musim aspon jedno p;
voliti zcela specidlné, totiz mezi prvoéiniteli éisla K. Lze proto oéekavati, a dalo by se
asi snadno dokézat, ze pro ¢&isla N, nevyhovujici kongruenci (141), je podet feSeni
r A .
W(N) nizs$iho fddu nez N» ! log="N, a Ze pro takovédto N asi $(V) konverguje
k nule pro N —+ .)

Tim je tedy feSen Waring-Goldbachiv problém pro f(x) = z™ a pro r, vyho-
vujici budto nerovnosti (136) nebo (137). Z (138), (139) plyne specialné W(N) > 0
pro viechna dostateéné velka N, vyhovujici kongruenci (141). JestliZze se vak sna-
zime, dokéazati pouze Fesitelnost rovnice (140) a nestarame se o poéet feSeni (jde tedy
o ndco podobného jako o pomér problému III a II ve Waringové problému), ma-
Zeme opét zlepsiti nerovnosti (136), (137) pro r. V kap. IX dokazuje Hua v tomto
sméru, ze kazdé dostateé¢nd velké N, vyhovujici kongruenci (141), 1ze vyjadiiti jako
soudet r s¢itanca tvaru p;”, jestlize r = ry(n), kde ry(n) pro velka n je asymptoticky
rovno 6nlogn. Vidite, Ze v problému Waring-Goldbachové dospivame kvalita-
tivnd i kvantitativn® k vysledktum téhoZz razu jako v problému Waringové, aZ na
podminku (141). Podotknéme jeit&, Ze pro malé n udal Hua zvlasté nizké hodnoty
pro &islo 7y(n) uvedené pred chvili: ry(4) = 13, r,(5) = 25, 74(6) = 39, ry(7) = 55.

Poznamenejme jestd toto: Ve Waringové problému jsme zjistili, Ze asympto-
ticka formule pro Wy, (N) (a podobné je tomu u Waring-Goldbachova problému,
formule (138)) plati pro

r>2m 41 (142)
a rovnéz pro .
r 2 [10n2logn] (n = 12). (143)

K odvozeni vzorce (143) je nutno uZiti obtiZné Vinogradovovy methody odhadu
trigonometrickych souét, kdezto k odvozeni vzorce (142) se hodi methoda Wey-
lova (ov8em s utitim Vinogradovem inspirované Huovy formule (81)). Pro velka n
je oviem (143) nesrovnatelnd lepsi nez (142); pro malé hodnoty n davé viak (142)
lepdi vysledky neZ (143).
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Zbytek Huovy knihy obsahuje vedle nékolika ,,riznosti jest® problém
TeSeni soustavy rovnic

P+ .+ =N,
P+ ...+p2=N, (144)

Tedy: pii pevné danych n, r si klademe tikol: zvolime.li pfirozen4 ¢isla N,, ..., N,
jaky je potet feseni W(N,, ..., N,) systému (144) (pfi demz p; maji byti prvoéisla)?
Resen{ je oviem dosti komplikované, ale probiha podobnd jako u Waring-Gold-
bachova problému: Pro dostateénd velké r se vyjadii W(Ny, ..., Ny) asymptoticky
opét vhodnou singulérni fadou, a dokéze se, Ze soutet singularni fady je vétsi nez
jisté kladné konstanta, vyhovuji-li Ny, ..., NV, jistym podminkém. Tyto podminky
jsou zdasti opét tiselnd theoretického rézu (ovsem sloZitéjsi nez (141)), ale pFistupuji
k nim jesté dalsi podminky kvantitativniho razu. Je na p¥. zfejmo, Ze mé-li (144)
miti feSeni, musi jistd byt N, > N, (nebot p,2 > p;), ale soudasné musi N, < N,?2,
jak ihned dostanete z (144). Toto je oviem jen hrubé informace, podrobné vyli¢eni
téchto podminek najde ¢tendt v Huové knize. Jest poznamenati, Ze systémem (144)
se 8 velkym tuspéchem zabyval téZ sovétsky matematik MardZanisvils. '

Na znalosti &tenéfe klade Hwuova kniha asi stejné pozadavky jako kniha
Vinogradovova. Studium knihy je velmi zajimavé pro toho, kdo mé o v&c special-
ni zdjem; ale je znadéné obtiZné, nebot jde vlastné jen o jeden problém, technicky
velmi slozity. K tomu pfistupuje jestd tato obtiz: K feSeni problému této knihy je
nutno kombinovati nékolik method (hlavn® Vinogradovovych), po piipadd je
doplniti a pfipojiti k nim dalsi pomocné tivahy na pohled dosti jiného rdzu (na pf.
kap. I, IT). Jde tedy vlastnd o FeSeni Fady dilsich tkolu a jejich koordinaci s hlediska
spoleéného cile. Tato koordinace neni na nékterych mistech zcela jasnd provedena.
To vede nékdy k znaénym obtizim pro ¢tenéfe, nékde i k mensim nespravnostem,
které vSak na $tésti nemaji vlivu na hlavni vysledky knihy. Zda se, Ze rukopis
této velmi p8kné a zasluzné knihy by byl po této strance potfeboval revise; ne-
zapominejme oviem, Ze publikace této knihy byla na pét let pferuiena valeénymi
udéalostmi.4®) S tim souvisi asi také znaény potet drobnych nedopatieni v tisku
— nenf vidy jasno, jde-li o pfepsani autora &i prekladatela ¢i o tiskové chyby.

40) A %e, jak se zd4, byla aspoi téstelnd sizena za nepiitomnosti autorovy.
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