Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Eduard Cech
Novéa metoda projektivni geometrie zborcenych ploch

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 53 (1924), No. 1-2, 31--37

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109365

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1924

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/109365
http://project.dml.cz

31

Rémarque sur les quartiques planes spéciales.
(Extrait de Particleprécédent.)

On obtient des quartiques spéciales en demandant que le
nombre des transformations quadratiques reproduisant la quar-
tique elliptique plane différe du nombre (de neuf) qui se présente
dans le cas général.. Puisqu’on peut — comme l'auteur a montré
ailleurs — obtenir ces transformations par projection des homo-
graphies d’une quartique gauche, on peut s’attendre a ce qu’il sera
ais€ d’obtenir des courbes spécialisées comme il vient d’etre men-
tionné, en choisissant le centre de projection dans des positions
spéciales par rapport aux figures qui sont importantes pour les
homographies citées ci-dessus. L’auteur fait une étude sommaire
de ces cas en choisissant comme centre de projection a) un point
du cone quadratique contenant la quartique gauche, b) un point
d’une face du tétraédre polaire commun a toutes les quadriques
.contenant la quartique, ¢) un point d’une aréte de ce tétraédre,
d) un point d'une surface. de Voss de la qudrtique gauche re-
spéctive (on nomme ainsi les six quadriques qui se reproduisent
par seize homographies du groupe reproduisant la quartique). Dans
ce dernier cas la-courbe spéciale plane se reproduit par un groupe
de seize transformations quadratiques; elle est caractérisée par
cette propriété géométrique simple qu’elle est engendrée par deux
involutions projectives de droites.

Nové metoda projektivni geometrie zborcenych

ploch.
Napsal Eduard Cech.

1. V ndsledujicim hodldm strun& vyloZiti novou metodu pro
diferencidlni studium zborcenych ploch v obyZejném prostoru
vzhledem ku projektivnim transformacim. Doufdm, Ze Ctendr shledd, .
Ze tato metoda je mnohem jasn&ji a jednodussi neZ metoda Wilczyn-
ského. Oznaluji jedinym pismenem, jako x,y,2z(§ n, &...) Ctyfi
homogenni soufadnice bodu (roviny), (x y zf) znali determinant
z homogenich soufadnic &tyf bodd, S x § znamend Ctyiclenny soucet
xLE - x2 £ x3 E3 | x4 £4 (xy 2) znali Ctyfi soufadnice rovi-
nové & tak, Ze jest identicky v t (xyzf) = S&#; dudln& pro
(Ent7), (7). Kone&n& znatim (x y) Pliicherovy soufadnice piim-
kové xty2—x?yi, x2ys— x3y*...; podobn& (& 7). :

2. Plocha pfimkovd II je urlena, jsou-li ddny dva proménné
body, jichZ soufadnice y, 2¥) jsou funkcemi téhoZ parametru, a jest
vytvofena ptimkou o soufadnicich (y z). Vyrazy, které jsou urleny

*) Pro krétkost mluvim o bodech y, z a podobné.
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plochou IT a nem&ni se projektivnimi transformacemi, jsou funk-
cemi y a2z a jejich derivaci a splfiuji tyto &tyfi nutné a postalujici
podminky:

A. Neméni se zavedenim nového parametru.

B. Neméni se linedrni homogeni substituci bodovych souradnic
o numerickych koeficientech a determinantu 1.

C. Neméni se, kdyZ misto y a z zavedeme resp.

y=ey+fz (1)
z==yy 9z

kde «, 8, y, 6 jsou funkcemi parametru podrobenymi jediné podmince
ad—By=1. (19)

, D.  Neméni se, ndsobime-li y a z souasn& tymZ faktorem g,
ktery jest libovolnou funkci parametru,

Presn&ji fedeno, jak zde nehodldm bliZe doklddati, tyto vyrazy
jsou urleny plochou IT jen tehdy, kdyZ zvolime posmvm smysl
na tvoficich pfimkdch, a neméni se prolektlvnlml transformacemi
o positivnim determinantu.

Vyjd&me nejprve od urcitého analytlckého vyjddieni a zavedme
novou neodvisle prom&nnou v kladouce

(yzdydz) = wdv?, o =+ 1. )
Diferencidl dv je tim tpln& uren, zvolime-li positivni smysl na IT
- jako mistu pfimek. Derivace dle v znaéim Carkami. Zpﬁsob jak
jsme urdili dv, je zfejm& invariantni vzhledem k operacim A, B, C,
ne v3ak vzhledem k operaci D. Telnd rovina plochy II v bodé
Ay+uz jest An+ul, kde

n=zy), {=@z2). )
Jest Syn = Szn = Syl = Sz{ = Sy'n = Syn' = S2l'=Sz2'{ =0,
Syl' =8Sznp=— Syl = — 827 = w.
. Vyrazy
[} ’ 1 __-E(_)_‘ II_____?_{ i _______Cg‘ 1 5=
a=——58yn,b_ 2Syé— 2Sz?y,c—— 2Sz§,

1 ‘ ot w 151 11 5=l Y Y/
A::—z9 SO —y"r), B=ZS(y§ — YU+ —2'"y),
C: __(‘21 S (zlgh — zl/g/) .
j f— %‘S (ylgll—""yugl‘—z'q?"—i-z”??’) .—3 (ac——b2)
i jejich derivace dle v jsou zfejm& invariantni p¥i operacich A a Bi
Nad to ka¥dy vyraz invariantni p¥i operacich A a B jest funkec.

vyrazii (4) a jejich derivaci dle v. Lze totiZ snadno dokazati, Ze
platl diferencidlni rovnice

©)
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y’:*bY—‘raz—}—jf, J:)’=—b)'f+a%—(3+j)J'+A2, 5)
d=—cw+tbztz Z=—cytbz—Cy+(B—))z

y =—bn-+al -+, ﬁ’:——b?f—l—a?*.(B-—j)"i—i—A?, .
(et bfrE Em—citbi—Ci—@tie O

Oznaéme x=ty+tz, E=tHn+14C (6)

obecny bod plochy II a tenou rovinu v ném, pfi CemZ operace C
uzivdme tak, aby x a § se neminily, t. j. pfipojime k (1) rovnice

= at,+yty, ty=p1+0%. (69
Bod x opisuje asymptotickou ¢aru na II, kdyZ '
t’l=btl+ct2, t’gz'-—"afl_btsz. (7)

3. Zdkladni teorém moji teorie ploch zborcenych jest,
Ze bilinedrni forma

/.

f(fl ’ ’51) =At 5, +B ;% +t7)+ Clyr,+j (t1a—1t, 7,), (8)

t,’ T,
v niZ 7;, 7, jsou kogredientni s #,, 4, tedy 7,y 47, z je druhy:
bod pfimky (yz), jest invariantni pfi operacich 4,B,C.
TotéZz tedy plati o vyrazu j a o kvadratické formé&
(89

f{tl) — At 2Bt £, - Ci>

\tg
Bod x je fleknoddlnj, kdyif(?): 0. Také rovnicef(?; zl)=0'
2 3 %2

md jasny geometricky vyznam. Pfimka (j}é) je sspfimkou (y 2)
invariantn& spojena vzhledem k operacim A, B, C. NaleZi ostatné
oskulaénimu hyperboloidu; obecnéji, poldrni rovina bodu

21y+222+!‘1j’+ﬂ~zé

vzhledem k oskulanimu hyperboloidu jest

W+l n+ ut

Vyznam projektivity f (? ,;1) =0 na tvofici piimce (y 2) jest tento:

Tec&nou rovinu plochy I v bodé& ¢, y -+ ¢, z protnéme pfimkou (y z)
a v priiseCiku sestrojme te€nou rovinu ku ploSe vytvorené piimkou
(y 2); jeji pruseik s (y 2) je pravé bod 7,y 47, 2.

4. Abych aspofi na pfikladé objasnil, jak postupuji pfi této
metod& v feSeni geometrickych otdzek, hledejme oskulalni linedrni
komplex @ plochy IT a ptejme se pak, kdy je £ pevny. PoloZi-
me-li p = (y 2), jsou pfimky ndleZejici Q linedrni kombinace

p! p/, p//’ p///’ p .

Casopis pro pdstovdni matematiky a fysiky. Roénik LIIL 3

.
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Pfedpoklddejme nejprve, Ze y a 2 byly tak voleny, Ze x opisuje
asymptotickou &dru, kdykoh tat, ]sou konstanty; coZ kréatce vy-
jadfuji tim, Ze pravim, Ze 1 je vztaZena na asymptotické Cary.
Dle (7) bud¢e a=b=c =0, a (5) zn&ji jednoduse

y'=—(B+)) y-l—Az, =—Cy+B=Nz (9
Kladu-li g= (y 2) = (' 2), je tedy

p'=2(q—jp)
Prlmky ndleZejici Q jsou tedy linedrni kombinace p, p, ¢, ¢/, q".
Jest dle (9)
=2, p'=02)—(2y)
q’ =C@y)—B—j) (zy) —(B+) )+ A(z2)
¢"=r+2(AC—B+) p—2g,
kde jsem poloZil
r=C0y)— (B—=J) (2y) — (B+)) ¢2)+ A" (22).

Pfimky komplexu £ jsou tedy linedrni kombinace p, p’, q, ¢/, r-
Komplexu £ nileZeji pfedevsim tvofici pfimky hyperboloidu, osku-
lujiciho JI podél p, té soustavy, jiz naleZi p; tyto jsou ovSem line-
drni kombinace pouhych p, p, ¢q. Tudiz ndleZeji £ dv& pfimky
druhé soustavy na oskulagnim hyperboloidu, t. j. asymptotické te¢ny
ve dvou bodech na p. & bude nejjednoduSeji urlen, zndme-li tyto
dva body. Bud ¢,y t,z jeden z nich. Asymptohcké te¥na v ném

I y + oz 67 + 162) = 12 09) + 1,6 [02) + @) + 12 (22).
Toto miZe byti zfejm& jen tehdy linedrni kombinaci p,p’, ¢, ¢, 1,
je-li tu linedrni kombinace pouhych p', ¢/, r, t.j. kdyZz
43 0, C C
t.t,, 1, B—j B—j
t.ty, —1, B+j B+/j
£, 0, A A
Cili kdyz — * " | A, + B, Bt +Ct [ (10)
At +B't, Bt +Ct,
Komplex 2 je pevny, kdyZ existuje linedrni homogeni relace mezi

pa prvym1 péti derivacemi, " &ili kdyZ 7 je linedrni kombinaci
p, P a0, ¢, 1 Aviak

kde r=s—{—(AC B;+]) P—2Jq,
s=C'(yy)— (B"—J") () —(B"+J) (y2) -+ A" (22).
. Jako vySe vidime, Ze s musi byti linedrni kombinaci p’, ¢’ r, coZ
ddva podminku
‘ A A B C
A B C
AII Bll C/I

e O,V

(11)
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Ze levé strany rovnic (10) a (11) jsou simultani invarianty forem
FG), £ G,

je ostatn& a priori jasno, aZ na to, Ze se v nich nevyskytuje j.

Poznamendvdm letmo, Ze j se nevyskytuje tehdy a jen tehdy,

b&Zi-li o atvar invariantni nejen pfi kolineacich, nybrz pfi pro-

jektivnich deformacich. .
Pfedpoklad, %e IT je vztaZena na asymptotické &4ry, nevadi,

abychom vysledek beze v3eho mohli upraviti tak, aby byl platny

kdykoli. Sta¢i zfejm& formy f', f” nahraditi formami f, 7, jeZ
vzniknou z f tak, Ze derivujeme netoliko koeficienty, nybrz i ¢,, £,

a to dle rovnic (7). Jinak feZeno, stati A',...C" ve vysledku na-
hraditi vyrazy A,...C, kde :
A = A'+2 (Ab— Ba), atd. (12)

5. Abychom dospéli k \}yrazﬁm invariantnim také p¥i operaci D,
uzijme této operace nejprve na kvadratickou formu f (%). Uvdzi-
me-li, Ze pfi tom jest ndm dle (2) zméniti také neodvisle pro-
mé&nnou, dosp&jeme ihned k vysledku, Ze forma f ({) se prost¢ ni-
sobi ¢=* Nyni sta&i formu f(%) normalisovati, aby vyrazy
drive definované, staly se invariantnimi i pfi operaci D. Pfedpo-
kldddme-li nejprve, Ze fleknoddlni &dry plochy II jsou riizné (re-
dlni & imagindrni), docilime ?adané normalisace poZadavkem

B:—AC=¢ e=+1.. (13)

Pfislu$nou hodnotu v nazyvdm projektivoim obloukem,
pfislus$nd pfimka ¢ opisuje Wilczynskim zavedenou hlavni plochu
fleknoddlni kongruence. Riizné geometrické definice ¢ podal jsem
prede dvéma lety. Za pfedpokladu (13) jsou vyrazy

h=AC — B,
A A A‘,

" k=|B B B (14)
c C c|

a j projektivni invarianty II, z nich? h a k jsou invarianty téZ pfi
projektivnich deformacich. Plocha II je uréena aZ na kolineace,
zndme-li znameni & a h, k, j jako funkce projektivniho oblouku,
a je-li B 2 0. Je-li v8ak ¢ = — 1. je nutn& h > 0. Korelace mé&ni
pouze znameni k. Je-li # = 0, md- IT pfimku fidici. Pro struZnost
vypustim, jak lze v tomto pfipadé II invariantn& urciti.

6. Je-li B2 — AC =0, t. j. splynou-li ob& fleknoddlni &ary,
je nutno normalisaci provadéti jinak. V tomto pfipad¥ lze poloZiti-

s (11“:) = (& to —as 1))’ n*=1 (15)
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Je-li @ @' — «, ¢, 7 0, stali, abychom normalisaci provedli, pfed-
poklddati
: a, &' — a, o' = ey, =1, (16)

PiisluSnou hodnotu v nazjvdm projektivni pseudooblouk
plochy II. Pifislunou polohu p¥imky ¢ lze takto geometricky
charakterisovati: Zvolime-li tvofici pfimku p, leZi jeji p6ly vzhledem
k tak zv. oskulatnim kuZeloseCkdm vSech asymptotickych kiivek
v jejich priselicich s p v pevné roving (zévislé na p) W,. Priisec-
nice roviny W, s oskula¥ni rovinou fleknoddlni dry protne osku-
lagni hyperbolmd (ve fleknoddlnim bodé na p a podruhé) v bodé
pnmky g. Ze (16) plyne Ze existuje [ takové, Ze

o= lay, = la, A

IT je urfena aZ na kolineace, je-li ddno znameni ¢ a invarianty /
aj jako funkce projektivniho pseudooblouku. Je-li a0, —a,e,'=0,
II ndleZi specidlni linedrni kongruenci. Pominu, jak Ize v tomto
piipad& II projektivn& charakterisovati.

7. Metoda, kterou jsem v pfedchozich fddcich strun& vyloZil,
dd se rozmanitymi- zptisoby zobecniti ve vy$Sich prostorech.*)
V obylejném prostoru Ize zcela obdobnym zplisobem studovati
kongruence W, jichZ ob& fokdlni plochy jsou zborcené.

. *

Une méthode nouvelle dans la géométrie projective de -
~ surfaces réglées.
(Extrait de Particle précédent.)

" Soit S une variété & n-+ 1 dimensions, lieu d’espaces liné-
aires a n dimensions, et immergée dans un espace linéaire a 2 n—-1
dimensions. Supposons, ce qui est le cas général, que deux E, gé-
nérateurs infiniment voisins de S soient sans point commun; alors,
par chaque point de S, il passe une courbe asymptotique de S dont
le plan osculateur (2 deux dimensions) en chaque pomt est situé
- dans l'espace tangent de S.

On peut déterminer S en donnant n-1 points variables, liné-
-airement indépendants, .xo, X, ..., Xn, fonctions d’un méme para-
métre v, de maniére que 1) pour chaque valeur du paramétre v,
VE, générateur soit déterminé par les positions correspondantes
des points X, Xy, .-+, Xn; 2) Co, Ci....,Cn 6tant des. constantes
arbitraires, la.courbe engendrée par le point '

Co Xo +Clx1+ +Cnxn

RRY ]ednom zobecnéni "mmup se ve francouzskem vytahu.



37

soit une courbe asymptotique de S, et 3) que I'on ait
(%0 Xq .- Xn dxo dX;...d Xp) = dV7,

le premier membre étant le determmant des coordonnées des
points en parenthéses.

. On voit tout de suite que les points xy,x, ..., X, satisfont
aux équations différentielles suivantes »

N :
%i — 2 a;j Xj—I—-bx,'
les a;; vérifiant I’équation
Qoo+ @y + -+ ann=0.
Soit St hy S22+ ++hy Sy =ay
=1, e, =0siiZ]
le déterminant caractéristique de la matrice (a;).

Les points x,, x;,..., X, ne sont pas déterminés parfaitement
par la variété. En effet, on peut les remplacer 1) par

j=o

(1)

3 Coi Xiy 2 Cyi Xiy «« oy 2 Cni Xi

~ la matrice (c;) ayant des coefficients numériques et un détermi-
nant égal a l'unité; 2) par ox,, 0Xi, ..., 0Xn, ¢ étant une fonctlon
de v, pourvu que 'on remplace, en méme temps, v par

V' =] o* dv.

En supposant que le déterminant caractéristique (1) ne se réduise
pas & S, on peut supposer, par exemple, i, =1, h, étant le pre-
mier coefficient de (1) divers de zéro.l) Les autres coefficients
de (1), ainsi que b, sont alors des invariants projectifs de la
variété S. De plus, tous les invariants projectifs de S, @ Pexcep-
tion de b, sont des invariants de la matrice (ay) par rapport
a Popération Nl(az'j) N, N étant une matrice a coefficients nu-
mériques et dont le déterminant est égal a lunité.

Dans l'espace ordinaire, le probléme analytique ainsi posé
peut étre résolu complément sans difficulté. On arrive ainsi a une
théorie projective des surfaces réglges qui me parait préférable
a celle de M. Wilczynski. La note qui precede en résume les résul- -
tats; bien entendu, le cas exceptionel olt s, = 0 n’est point exclu.

La méthode précédente peut &tre beaucoup généralisée.

1) Ceci introduit une racine 4r-iéme.
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