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ralitles 3 PF, PG,-FH et PM, PN, PL. Les points de la courbe

intégrale, par ex. D,, sont aux deux tiers du segment D’ D".
L’avantage de la méthode b), comparée a la methode a), consiste

en ce que la position de chaque point, p.ex. D,, est indépendante

de la division des segments B'B”et C'C” en trois parties égales.
Il n’en est pas ainsi dans la méthode a), la la position du point D,

dépendant de la division des segments FM, GN, HL en troxs
parties égales. Or, cette division de segments trés courts n’est
pas une opératxon précise. Les erreurs de cette division pouvant
s’additionner, dans la méthode @), on doit préférer la méthode b).

Il n’est pas nécessaire de supposer perpendiculaires les axes
des coordonnées. On peut méme employer, pour la courbe intégrale, un
autre systeme d'axes (&, 7,) que celui des (&, 7), employé pour la

fonction intégreé (fig. 3.). L’essentiel est que la distance d = OP
du pdle P soit parallele a ’axe (&). Si les modules pour les

sin @
coordonnées de la fonction f sont a, § et si @, =« P le mo-
1

@ p
0

dule pour les ordonées de la courbe intégrale est y =

O cislech derivovanych funkci jedné redlné
proménné,
Napsal Vojtéch Jarnik.

Vtomto ¢ldnku chci dokdzati jistou vétu o denvovanych &islech
funkci jedné proménné. K tomu cili prededlu jednoduchou vétu po-
mocnou: BudiZ f(x) funkce konecnd, definovand vuza-
vieném intervalu <a, >, jeZ nemd v tomto inter-
valu variaci konelnou. Potom mnoZstvi &isel

v (¢, 0= 1) =1

proa=<x<b a=<x"<b, xXF+ x" neni shora ani zdola
ohraniceno.

Rozdé€lme << @,-b > na konelny polet dilii:
a=X<x <...<x,=0b;

sestrojme rozdily f(x;4+1)—f(x:) pro i=0,1,...n—1, a ozname
soulet t&ch z nich, jeZ jsou kladné, P (neni-li Zddny kladny, kla-
deme P =0) a soulet t&h z nich, jeZ jsou zdporné, —N (neni-li

Zddny z nich zdporny, klademe N = 0). Oznalme déle :

(1) T—=P-+N.
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Patrné€ plati
(2) f() —f@=P—N.

UvaZujme vSechna moZnd takovd rozdéleni < a, b > a oznatme
horni hranici 7, P, N resp. 7, w, ». Dle supposice je 7= -} oo,
musi tedy dle (1) byti alespoii jedno z &isel =, » rovno — cc.
Potom v3ak z (2) plyne, Ze i druhé z Cisel =, v je rovno -} oc.
Je tedy m = 4 oo, =+ co. Kdyby nyni bylo (x, x") < M
(resp. & (x', x) > — M) pro viechna x’, x" z < a, b > (x' % x"),
bylo by P < M (b — a) (resp.N<<M (b—a)) pro vechna moznd -
rozdéleni intervalu <a,5>. To je v8ak nemoZno, a pomocnd véta
tim dokdzdna.

Véta I. Budiz f(x) funkce kone&nd v < a b >, jeZ
v 2ddném uzavieném intervalu << a/, & >, kde
a=<< a<<b=b>b nemd variaci koneénou; potom exi-
stuje mnoZina bodf@ x hustd v <<a, b> a takovi, Ze
v kaZzdém jejim bod€& je aspoil jedno ze 4 derivo-
vanych &isel funkce f(x) rovno 4 > a aspoil jedno
rovno — oo,

Zvolme, abychom to dokdzali, libovolny interval << o, § >
(@ = a<< = 0b). Vném dle pomocné véty existuji dva body

- x), x," takové, Ze x,' < x,", & (x, x,") > 1. V intervalu

n ! 1" ia !
Xy — X, " X, — X

X ! ——— X, — —
< 1 —I—' 4 ) 1 4

existuji opét dva body x,’, x,” takové, Ze

x;’ <x', U, x )<< — 2
Obecng, naSel-li jsem jiZ body x:', x;", najdu v intervalu
xl " ___xi_l‘ " xi“— xil

>

<o EE y  ELT
dva body xi/1i, xi"+1 takové, Ze xi/yi<<x/'vi,
3 (=)0 (x/'p1, x"41) > i+ 1

Plati tedy (4) X< X <. << X< X,

7 7 1 " ’
(5) xi+1—xi-{—1<5(xi—.x.'i)-

Maji tedy dle (4) a (5) body x;' a x; spolefnou limitu X, pro
lim i = oo. JeZto pak x/ << x, << x/", je
T (x.l x_//) — f(xf”) _f(xi’)
L) 1 x[ll — xil

jisté Cislo, obsaZené mezi Cisly
. T*
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f(x:") _'f(XO)’ f(xz‘”)”"'fv(xo)

.
ki

. Xi' — X, X" — X,
déle dle (3) je .
lim U (x/, x") =+ oo, lim ¥ (x/, x;") = — o,
=00 i=00

a tedy tim spiSe : ‘
T LS o dm O =T6)

x=x X —X, Tox= X X — X, ’
¢imzZ jest véta I. dokdzdna.

Véta II. Hovi-1i f(x) pfedpokladtim véty L. a je-li
nad to spojitd v <<a,b >, existuje mnoZina bodd x
hustd v < a, b > a takovd, Ze v kazdém jejim bodég
jsou ob& horni derivovand &isla funkce f(x) rovna
~+ oo, ob& dolni derivovand &¢isla rovna— o,

JeZto f(x) je spojité v << a, b >, plati v&ta Diniova: v kaZzdém
C4steCném intervalu («, 8) z (a, b) je horni resp. dolni hranice
kteréhokoliv ze C&tyf derivovanych Cisel rovna horn{ resp. doini
hranici & (x', x"), kdyZz x', x” jsou v (e, 8) a x' & x". Je tedy
vidét dle pomocné véty, Ze v katdém &dste¢ném intervalu z (q, b)
ma- kterékoliv ze Ctyf derivovanych ¢&isel - horni hranici 4 ~
a dolni hranici — co. Zvolme nyni libovolny interval (e, ), kde
a < e<<fB=b; vném existuje jist& x, takové, Ze D4 f(x,) > 1;%)
existuje pak jisté &islo h, > 0 takové, Ze pro v3echna x, hovici
nerovnindm x; << x << x, + 4, je & (x, x,) > 1. Volme #’, mensi
z Cisel f—x,, h,. Vintervalu (x,, x, 4+ &,") existuje rozhodng&
bod x,, v némZ D_f(x,) > 2; potom existuje h, > O takové, Ze
pro x, — i, < x <x, je U(x, x;) > 2. Volme A’, men3i z &sel
xD

—;i, hy, a v intervalu (x, — 'y, X,) na'jdéme bod x,, v némZ

D+ f(x;) <<—3. Potom najdu opét #, > 0 tak, Ze pro x, <x<

<x3 4+ hy je-T(x, x3),<< — 3, a volim za A’y mendi z &isel

B2 v (5, x4 ) najdu x, tak, Ze D= f(x) < — 4;

existuje op&t i, > 0 tak, Ze pro x, —h, <x << x, je T(x, x,)
Xy —Xy

2

najdu x; tak, ¥¢ D. f(x,) > 5. Tak postupuje, dostdvam po-
sloupnost bodi . ’ ‘

<—4; volme h’, men$i z &isel

, hy; vintervalu (x,— 4, x,)

¥) Volim obvyklé oznaleni: .
D¥f(x)= lim @(x,x), Dif(x)= lim @ (x, x),
x!'=x4+0 ! Xx'=x-+0

D-f()=_In U(xx), D_f()=ln & :x).
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(6) 0T X <X <Xy <. <] X<l X, < Xy =8

. 1
takovych, Ze | Xp41— Xn | <3 | Xn— Xn—1 | .
Existuje tedy (7) lim x, = xo.
n=2ao
Jezto dale , Xog => X0 > X2k +1
Xog 41 < X0 << X2k + 2,
je tim spise Xox = Xo > Xox — R'ax

Xok 41 <Xo << Xox +1—-F P2k +1
a tedy (8) U (xo, X41(+1) >4K-+- 1, fp.(xO, Xk +2) > 4]&’—}— 2,

T (x0, xax +3) < — (4K + 3), U (xo, x45) < — 4K.
Z (6), (7), (8) plyne vSak okamZit& véta II.

Pozndmka. Vé&ty I a Il. plati specieln& pro funkce kone&né
(resp. koneCné a spojité), nemajici v Zddném bod€& << a, b > de-
rivaci. Takovd funkce nemfiZe totiz v Zddném intervalu miti variaci
konelnou, jeito by potom podle zndmé véty existovala v tomto
intervalu derivace vSude aZ na mnoZinu miry 0.

*

Sur les nombres dérivés des fonclions d’'une variable
réelle.

(Extrait de l'article précédent.)

Je démontre, dans cette courte note, par des moyens trés
élementaires, les théoremes suivants:

1. Etant donuée une fonction f (x) finie dans [lintervalle
fermée <Ca, b>>, qui n’est & variation bornée dans aucun inter-
valle partiel "de cet intervalle, on peut trouver un ensemble
dense dans <a, b>>, et tel qu’en chaque point de cet ensemble
un nombre dérivé f (x), au moins, soit égal d-}oo et un au .
moins a — ~.

II. Si, de plus, la fonction f (x) es continue, on peut trouver
un ensemble dense dans <a, b>>, et tel qu’en chaque point de
cet ensemble les deux nombres dérivés. supérieurs de f (x) soient
égaux 3 oo, et les deux nombres dérivés inférieurs soient égaux
a— ox.

Je saisis cette occasion pour signaler deux errata dans l'ex-
trait de mon article précédent (tome LII, page 55.). Au lieu de

: aizj: 0 (ligne 9 en remontant) et %:O (ligne 4 en remontant)

of
v

il faut lire 22 %0, 22 £ 0.
ot of
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