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Úvod do mathematické krystallografie. 
P r o z a č á t e č n í k y vykládá 

prof. dr. Jan Krejčí. » 

Úloha mathematické krystallografie záleží v ustanovování 
polohy ploch krystallových k danému prvotvaru. Aby se tato 
úloha jednodušše rozřešila, vyvolí se na daném krystallu šest 
ploch podvojně spolu rovnoběžných, kteréž na tom krystallu 
buď skutečně jsou, nebo do něho se vnesou, a z těch šesti 
ploch sestrojí se šestistěn čili hexaid, jenž slově prvotvar. 

Takových prvotvaru jest sedmero: krychlový, stejnoklonný, 
čtverečný, pravoúhlý, jedno-, dvou- a trojklonný prvotvar. 

Prvotvarem ustanovuje se soustava krystallovd. 
Tvary z prvotvaru odvozené jsou obmezeny plochami, utí­

najícími na hranách prvotvaru úseky, které jsou k sobě v ra­
cionálnem poměru. Tato raciondlnosť vytčených poměrů jest 
hlavní vlastností ploch krystallových, a tím se právě rozeznávají 
krystally od polyedrů uměle sestrojených. 

K poznamenání polohy ploch užívá se symbolů, jež na­
značují poměr úseků na hranách prvotvaru a sice v pořadí 

1 1 1 

hran x* v, z. Je-li pro tu kterou plochu tento poměr —; —-: -
m n r 

jest mnr symbolem této plochy. Značka toho symbolu příslušná 
k levému, spodnímu nebo zadnímu oktantu naznačuje se známkou 
zápornou. Tak znamená mnr plochu, která leží v levém, do­
lejším oktantu. 

1 1 1 
Jeden z poměrů —:• —: — vyvolí se za měřídko všech ostat-m n r 

nich, a symboly druhých ploch jsou pak racionálna multipla 
základního poměru. 

Jak ustanoví se poloha ploch krystallových, obsaženo jest 
v následujících statích. 
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L Rovnice plochy krystalloyé. 

Budiž dán prvotvar trojklonný, jehož hrany v jednom rohu 
se sbíhající svírají úhly a, 0, y (obr. 1.), a odtínějž na něm 

plocha mnr hrany v poměru — : — : — . Je-li k kolmice z rohu ť J * m n r 

prvotvaru na tu plochu spuštěná, úhel 

(fc,I) = ft(*,i) = v, (fc,l)= f 

a oznací-li se písmeny #, y, z souřadnice libovolného bodu plochy 
mnr, jest průmět lomené čáry xyz na kolmici k roven této 
kolmici, to jest 

(1/) x cos /*> 4~ 2/ °os v -j- 2 cos p = fe. 

Obr. 1. 

Jelikož však 
í i i 

cos u = k: — = m&, cos v = fc : - = nk. cos p = k: - = r&, ^ ra ' w v r ' 
jest 

(1) raæ -f- wy 4" r2! = 1 
rovnicí plochy ranr. 

Přeloží-li se plocha mnr do začátečného bodu, jest k = 0 
a rovnice oné roviny nabude tvaru 

čili, poněvadž 

(2) 

x cos [i 4" žł cos V 4- z cos p = 0 

cos JІ -cos v : cos p = ra : n: r, 

raa?4-ny4"r2; = 0. 



70 

II. Délka kolmice k ke krystallové ploše. 

Průměty xyz na fc, kyz na x, kxz na y, kyx na z dají se 
následujícími rovnicemi vyjádřiti: 

x cos p -f- 2/ cos v -f-2 cos r = ft, 
fccosř* — z cos 0 — ílcosy=a?, 
A; cos v — se cos y — z cos cr = y, 
A cos 9 — ycosa — x cos 0 = z . 

Násobí-li se první z těch rovnic veličinou &, druhá veli­
činou — a?, třetí veličinou — y, čtvrtá veličinou — z, a sečtou-li 
se pak tyto rovnice, jest 

(3) k = Yx1 + 2/2 + 252 -f- 2 (2/2 cos a -f- xz cos 0 -f- ay cos y) 
jakožto délka normály ke krystallové ploše vedené. 

Je-li a=: j8z : j / , jest 

(4) k = Yx* _|T^~J^ 4- 2 (ys + ŽBS -f- osy) cos a. 

Je-li a = /3 = 7 = 90°, jest 

(5) fc= Va*+y a-i-*». 

III. Rovnice průsečné přímky dvou krystallových ploch. 

Protínají-li se dvě plochy Jc = mnr, k. =mln1rl pro­
cházející počátkem soustavy souřadnic pod úhlem H (obr. 2.), 
nalezne se rovnice průsečné čáry h spojením rovnic dbóu ploch.", 

Obг. 2. 

Rovnice obou těchto ploch jsou 
mx -\-ny -\- rz = 0 
n\x -f- nxy -f- rxz = 0. 
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Vyloučí-li se z obou rovnic x, nalezne se 
V = » 

rm1 — mrj mnL — nmL" 
Vyloučí-li se taktéž y, nalezne se 

x z 
nrL — rnL mnx — nmx ' 

a tudíž 
«?) — - J ? _ = — i — = — z - — 
^' nrx — rnx rmx — mrx mnx — nmt 

jakožto rovnice průsečné přímky dvou ploch. 
Z výsledku toho vyloučení lze poznati, že koěfficienty hodnot 

a?, y, z dají se při tom v určitém pořádku vyjmouti, což následu­
jícím vzorem se vyznačuje: 

m n r m n 
O) X X X 

m l n l r l m l n\ ' 

Z tohoto vzorce lze čtením křižmo shora dolů vyjmouti 
kladné, a zdola nahoru záporné členy jmenovatelů výše uve­
dených rovnic. 

IV. Rovníce pásmová. 

Krystallóvé plochy, jež mají spolu rovnoběžné hrany, šlovou 
plochy jednoho pásma (obr. 2.). 

Podmínka, jíž vyhovují součinitelé rovnic tří ploch jednoho 
pásma, najde se způsobem následujícím: Jsou-li symboly oněch 
ploch mnr, mLnLrx,m2n2r2 a tudíž rovnice rovin počátkem sou­
řadnic s nimi rovnoběžně vedených 

mx ~\-ny -\-rz = 0 
mL x-\- n%y ~j- rLz = O 
m2x -j- n2y -(- r2z = O, 

procházejí tyto tři roviny jedinou přímkou. Podmínku pro to 
obdržíme, vyloučíce z posledních tří rovnic #, y a z v podobě 
(8) m2 (nrL — rnL) -{- n2 (rmL — mrx) -f- r2 (mnx — nmL) = O 
čili 

(9) mnLr2 -f- nr}m2 -j- rmxn2 = m2nxr -|- n2rLm -j- r2mxn. 
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Rovnici (8), jíž vyhovují součinitelé m, n, r, wL, nt, ^ ? 

w2, w2, r2 tří ploch jednoho pásma, píšeme kratčeji ve tvaru 

(10) 
m n r 

™i щ rl 

m2 n2 7-
= 0 

a nazýváme její levou stranu determinantem soustavy daných 
tří rovnic. 

Z tohoto determinantu lze bezprostředním čtením dle 
(9) nebo čtením křižmo dle následujícího vzorce: 

( Ц ) 

m n r m n 
\ x x / 

mx nt rx mx nx / x x \ 
m* n0 r0 m0 n„ 

"2 '"2 ' 2 ""2 " 2 

rovnici (9) bezprostředně napsati, anoť dá čtení shora dolů 
členy na levé, a zdola, nahoru Členy na pravé straně rovnice. 

Je-li v pásmu tří ploch jediná značka neznámá, stačí k usta­
novení jejímu jedna pásmová rovnice. Nechť jest 

k = mnr = 123, kx = m17i1r1 = lis, kz = m2n2r2 = 321, 
(obr. 3)., jest příslušná rovnice dle (10) 

1 2 3 
l i s = O, z čehož s = 1, tedy lis = 111 
3 2 1 

Obr. 3. 

Jsou-li v pásmu tří ploch v jednom symbolu dvě značky 
rieznámy, žádá ustanovení jejich, aby plocha s těmi neznámými 
značkami nacházela se ve dvojím pásmu ploch. Obr. 3. 

Je-li ha př. v jednom pásmu \ = mxnxrx, l = 113, lx = 552, 
v druhém pásmu \=mxnxrx,k = 123, fc2 =z321, 

lze ze známky mnr jednu značku vzíti = 1 , načež, se druhé 
dvě ustanoyí následujícími dvěma rovnicemi: 
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5 5 2 
1 1 3 
m n r 

1 2 3 
3 2 1 
m n r 

: O, z čehož m = n; 

:0, z čehož m-f r — 2w. 

Z toho následuje, že m^zn = r a tudíž mnr = mrnm = 111. 

V. Vyloučení neznámých ze čtyř rovnic linearných. 
••s 

Jsou-li dány čtyři linearné rovnice: 

(a) mcc -f- ny -\-rz — ds =r 0, 
(b) mxx-\~nxy-\-rxz — dsl zr 0, 
(«) 2^+ ^ + V — ^S2 = 0, 

"VB+^y + V = 0, 
^ obdržíme vyloučením hodnot #, y, 2, d rovnici 

(12) щ 

n. 

s r s m 

h — n3 
rx sL mx + ', 

*2 r2 s2 m2 

m n r 

-h n\ nx rx = 0, 
m2 n2 r2 

5 m n 

*i mx nx 

Ч m2 n2 

kterou kratčeji píšeme 

(13) 

m n *r s 
m^ n^ rx Һ 
m2 n% r2 Ч 
mъ щ rг н 

= 0, 

jaktfžto podmínku, aby rovnicím (a), (b), (c) a (d) bylo vyho­
věno od nuljy rozdílnými hodnotami o?, #, z a d. 

Hodnoty pro a?, — y, z, d jsou stejná multipla determi­
nantů v rovnici (12) přicházejících. Tyto determinanty jmenu­
jeme subdeterminanty determinantu (13) a lze je z uvedeného 
čtyřřádkového determinantu dle následujícího vzorce vyjmouti 



ч 

(14) 

m 
TПj 

-
r 8 m n r 
r t *l m̂  n i 

r i 

ľ l Ä wг2 n2 Ч 
I 

mг nг r s sг mг nг rг 

VI. Velikost úhlu sevřeného dvěma plochami krystallovými. 

Protínají-li se dvě plochy mnr, mxnxrx, povstává na prů-
sečné přímce jejich úhel H. Velikost jeho vyznačená zna­
čkami v symbolu těch ploch obsaženými vypočte se následujícím 
způsobem. 

Jsou-li a, j3, y úhly v plochách prvotvaru, k a kv kolmice 
k oběma plochám z počátku soustavy souřadnic vedené, jest 
úhel H1 = 180° — H . 

Souřadnice paty kolmice k jsou x, y, z, souřadnice paty 
kolmice k± budtež x±, yx, z1. (Obr. 4.) 

Obr. 4. 

Promitne-li se lomená čára x, y, z na kY> jest dle (1') 

xcos ř*j + y cos Vj -}-3cosp! = A;cosHj. 

- Průměty lomených čar kyz, kxz, kyx na xyz jsou jak 
z předu ve H. uvedeno: 

k cos f* — z cos 0 — y cos y = #, 
fccošv — acosy — acosazziy, 
Zscosp—ycosa — a? cos /? = -5. 
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Dosadí-li se dle I. 
COS [i zz mk, COS v zz Tik, cos Q ZZ rk, 
COSftjZzmjk,, c o s ^ z z ^ k j , C0St0lzzr1fcI 

a uvedou-li se tyto zde vytčené rovnice na 0, objeví se následu­
jící soustava čtyř rovnic 

x ~j- y cos y ~j- z cos |8 — &2m zz 0, 
a? cos y -\-y-\-z cos a — k2n zz 0, 
a? cos |3 -(-1/ cos a -\- z — k2r zz 0, 

• , k2cosHi A xmt + yni-\-zrt ^ zzO, 

z níž obdržíme vyloučením as, y, z a k2 dle (13) 
i 

cosy 
С08У 

1 
coš ß cos a 

m. 

cos ß m 
cos a •w 

1 r 
cos Hг 

r i " A//Ci 

= 0. 

Rozložením tohoto determinantu dle vzorce (14) obdržíme 

m, 
cos y cos ß m 

1 ćos a n 
cos a 1 r 

cosH, 

Klademe-li 

cos ß m 1 
cos a n cos y | + r, 

1 r cos 
1 cos y cos ß 

cos y 1 cos a 
cos ß cos a 1 

m 1 cos у 
n cosy 1 
г cosj3 cos а 

:0. 

cos a — cos 0 cos y zz At, 
cos /3 — cos y cos a zz B t, 
cosj> — cos a cos/3zzC15 

a nazveme-li hodnotu posledního subdeterminantu DH nabude 
rovnice poslední podoby 

m^m sin* a — nCx — rB^ -(- nL(n sin2/? — rAt — mCx) 

(а) 

-f- rt(r sin2 y — mBt — nAt) • 

Je-li zkrácená známka pro 
D, cosHi _ 

D.cosHt _ 0 

tCíCt 

iCrC-t 
P, 

jest 
P z= mmv sin2 a ~{- nnx sin218 -{- rrŁ sin2 y — A^nr^ -{- rщ) 

— B^ (rm^ -f- rørt) — Q\{mni -{- mn^). 
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Přejde-li poloha plochy mlnlri v polohu mnr, stane se 
mt = m, nx=z n, rx = r, & = jfe,, Hĵ  = O a tedy cos H t = 1, 

tudíž 
ílrt DtCosH. _ D t _ _ 0 
K°) . o : — p - — y ' 
kdež 
Q = m2 sin2 a + w2 sin2 /J + r 2 sin2 j> —2(Aj rar+B1mr+G^n). 

Přejde-li poloha plochy mnr v polohu m , ^ ^ , jest obdobně 
M Di cos H, _ Bí _ Q , 
W £ £ — -ŤT5 — ^ ' 

Q' = m^ sin2 a + nL
2 sin2 0 + rx

9 sin2y — 2(A|-Vi + B j m ^ 
+ Gimíní). 

Násobí-li se pak spolu rovnice (b) a (c), jest 

w ^ = Q Q ' nebo - ž r = V Q Q 7 -
/t» A/. fl/fť-| 

Dělí-li se konečně rovnice (a) rovnicí (ď), nabudeme 
p 

(15) cos H« = — cos H = 7 / . A -, v ' * VQQ' ' 
čímž jest.určen úhel H povstalý setkáním se ploch mnr, m^r^ 
při čemž P, Q, Q' mají hodnoty výše vytčené. 

Je-li a = fl = y, jest 
P = (mm^ + nnt + rrx) sin2 a + (nrt + r ^ + mrx + rmx + mnx 

+ nmj (cos a — cos2 a), 
nebo — anot dle (23) 

cos a — cos2 a c o s X = -
sin2 tt ' 

kdežto X znamená úhel plošný prvotvaru, — 
p 

. g = (mml + nnL + rrjj — (wrj + rnt + mr, + rmx + m ^ 
sin oř 

+ nmt) cos X, 

. , = m2 + n 2 + r 2 — 2(nm + wr -4- mr) cos X, 
s i n 2 a ' * \ i i J ? 

( 1 6 ) i Í ^ = mA2 + w i 2 + ^ i 2 - - 2 ( m % + 7ir 1 +mr 1 )cosX. 

Je-li a = /3 = y = 90°, jest 
T T TT TIMH.+WW. + rr.-' 

(17) cosHj = — ros H = ^ ' i » i ^ 
^ ; V(m2 + n* + r2) C V + V + V ) 
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VII. Velikost úhlů sevřených plochami pásmovými. 

Též pro úhly ploch pásmových lze závislost úhlů na 
značkách ploch rovnicí vyjádřiti; jest k tomu však čtyř ploch 
krystallových zapotřebí a nikoliv jen tří ploch. Obr. 4. a 5. 

Kovnice tato vyvine se následujícím způsobem: 
Nechť kolmice čtyř ploch jednoho pásma a sice předběžně 

ploch vztahujících se k pravoúhlému prvotvaru, v němž a = 0 
= y = 90°, jsou Jclc^kt a příslušné symboly těch ploch mnr, 
m\n

l
r\'i minzr2% msn3r3i tak lze ze tří a tří z nich sestaviti rovnice 

m n r 
mt nx rL = 0, 
m2 n2 r2 

X? 

% 

m n 
mx nx 

m. n.. 

= 0. 

(«) 

Obr. 5. 

Dle (8) nabudou rovnice tyto tvaru 
m^nr^ — rnt) + n2(rmi — mrx) + r2(mnL • 
mi(nr\ — rni) + nÁrmi — mr\) + rz(mni" 
Uváží-li se pak, že pro poměr 
m n r . , 
— = — = — = q jest q 

- nmt) = 0 
•nmx)-=zO. 

=yз 
i mt 

míJ^rf + r* 

'+V+V 
dá spojení obou rovnic (a) (b) dle (6) (7), 

nr — r n rmx -mrл mnл •nm. 
(«) -*sИ3 rгmъ —rПţГъ nцn^—n2m3 

1 / (nrx — rn- ) 2 + (rra, — mr^)2 + (mnY — nm^2 

~ * K r 3 — *W) + (r2W3 — ™2r

8) + (m2^3 — V 3 ) * ' 

Seznáme nyní snadně poměr úhlů k značkám symbolů ploch. 
Jest totiž v tomto případě dle (15) 
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rosí*' — P — mr>h + W W | + r / * 
^ " V Q Í — V K + ^ + O K + n ^ + V ) 

a tudíž 
qin » — 1 / P + ^ ^ + ^ K ^ n ^ + r , 2 ) — ( m + n ^ + rr,) 2 

sin/c^-y (m^ + i^ + i*) K 2 + V + r i 2 ) ~ ~ 

V (nrt — ríij)2 + (rmj — mrt)
2 -f- (mwj —nm {)

2 

(rn* + n* + r2) (m^ + n^ +r^) # 

A poněvadž dále pro u = /} = y = 90° jest D t = 1, 

- 1 - = Vm2 + ii2 + r 2 a * = V ^ + V + r i 2 i 
bude 

— = - T — — = V(^r r — rn,) 2 -f- (rmA — wi^)2 + (mnx — nmx)
2 

a obdobně 

~ í ~ z P ~ = ^ v V Í — W ) 2 + vV^s — m 2 r
3 ) * + K w 3 — V»aj* , 

/c2/c3 

pročež také 
. , n r i — r ? l i r m i — m r i m n i — n m i ^2^3 s í n ^ 1 

n2r3 — r 2 n 3 r2w3 — ra^ wi2w3 —n 2 m 3 k\ sin &2ZL;3 * 
Nyní jest zapotřebí ukázati, že tato rovnice má platnost 

nejenom pro pravoúhlou, nýbrž i pro kosoúhlou soustavu. 
K tomu účelu vztáhnou se symboly mnr, wi-w-r̂  m2n2r2, 

m3n3r3 ploch pravoúhlé soustavy k soustavě kosoúhlé a na­
budou tím značek mWr*, mx'nx'rx\ m2'n2'r2\ %'^3 'r3 ', kdežto 
délka a poloha kolmic Je -Jcjojc^ zůstává nezměněna. 

Jsou-li totiž hrany prvotvaru nebo osy pravoúhlé soustavy 
X, Y, Z kosoúhlé X', Y/ Z', a je-li úklon 

osy X ^ u X Y Z : | t v ( ) 
Y' „ X T Z : h v l ř i 

Z'- „ X YZ:|.i2,i>2 = 90°, p 2 = 0 , 
jest průmět čar 

x y z v , - £ - na X' mnr 
xř x \ y i z 
—; = - • cos u + - . cos v + - . cos 0, 
m' m r ' n l r v 

a vezme-li se ke srovnání hodnoty m s « i n x = 0^= 1, 
y = « = 0, jest m = m'cosf* a obdobně 
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mx = m\ cos (i, m2 = m\ cos ^ m3 = m\ cos [i. 

Taktéž jest průmět čar ZLíl na Y' 
m n r 

-, = - eos f*i + - eosv. -f- £. cos ox nf m rí ' n l V r 

a vezme-li se y = yf = 1, a> = z = 0, jest n= nf cos i \ 
a obdobně nx zz: n'r cos Vj, n2 zz: n 2 cos v 2 , w3 zz: n 3 cos v3 

kdežto r = rf, rY= r\, r 2 zz:r'2, r 3 = r 3 . 
Z toho následuje, že se má 

m: n : r = mf cos f*: w' cos í*x : r ' 
w i : ^ í : r i = m'_ c o s ^ : w l cos vx: r* atd. 

a tudíž že jest 
wrx — rnx rmx -*- mrx mn{ — nmx nfr\ — rfn\ 

n2r3 — r2n3 r2wi3 — m2r3 m2n3 — n2m3 w^g — r2n3 

rfm\ — mfr\ mfn\ — nřm\ k2k3 sin k\ 
r2m3 — m2r3 m2n3 — n2m3 íčkt sin k2k3 ' 

Souměrné, na vzájem sobě odpovídající poznamenání úhlů 
a značek symbolových připouští, ž# se pro jakýkoliv sled úhlů 
v jednom pásmě ploch příslušné rovnice ihned bezprostředně 
mohou napsati. 

Tak obdržíme rovnice 
kk2 sin kkx R k2k3 sin kxk3 IV 
kkx sin kk2 S ' kxkz sin k2kz ~~ S ' ' 

jichž dělením vznikne 
sin kkx sin k2k3 RS' ]\1 
sin kxkz sin kk2 ~~ R'S " " N ' 

kdež 
M mnx —nm^ m^n^—n2m3 nrx—rnx n2rz—r2na 

N mxn3 — nxm3 ' mn2 — nm2 nxr3 — rtn3 * nr2 — rn2 

. _ . rmx — mrx r2m3 — m2r3 

rxm^—mxr3
% r2m3-—m2r%

% 

Z toho lze poznati, že k vyloučení kolmic &, fcJS &2, k3 jest 
zapotřebí čtyř ploch. 

Pro praktické upotřebení jest přiměřeno, vyvoliti úhly kolmic 
v pořádku kkx, kk2, kk3. 

Aby se vytčená rovnice pro ten účel upravila, uváží se, 
že úhly -.•-... 
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rCKm rCrCo —•- tC2rC+ , 

rCrC^ '-'l^a —— "'í l^a • 

Nalezne se pak dosazením těchto nových úhlů a dělením 
sin kkt, sin kk2, sin k&8 rovnice 
sin kkx sin (fcfc3 — kk2) sin kk{ (sin kk3 cos fcft2 — cos kkz sin &k2) 
sin kk2 sin (&&3 — k&j) sin kk2 (sinitk3 cosM^ —cos kkz sink&J 

cot kk2 — cot kk3 __ M 
cot kk — cot kkz N 

Budeme tu rovnici kratším označením psáti v podobě 

(19) 

m n r 
m i nv r l 

Щ n2 
Г2 

m3 nъ 
rг) 

— C0^^2 — cot K3 

~~ cot Kj — cot K3 

kdežto čtyři po sobě následující řádky značek znamenají značky 
symbolů ploch v jednom pásmu po sobě následujících, jež se 
čtou v pořádku v (18) vytčeném, při čemž 

JA.1 —— rCrCt , 1V« —— iCrC2 , I \ . 3 —— rCrC<% , 

Jelikož v každém symbolu mnr jedna značka může se 
vzíti = 1, stačí k ustanovení druhých dvou značek, dvě z oněch 

M v (18) uvedených a k =-=- příslušných rovnic. 

Na Chalkanthitu na př. jest v pásmu čtveroplochém pro 
jednu z jeho ploch mzn%r3 --pqs, kdežto 

mnr = 011, m1n1r1 = 110, m.^2r2 = 211, 
K-. = 44°50, K2 = 85°38', K3 = 103°17\ 

Příslušná rovnice jest tedy 
řO 1 í 

1 1 0 
2 1 1 

nebo po rozvedení 
cot85°38'-f cot76°43' 
eot44°50'-(-cot76043' 

cot K2 — cot K3 

cotK, —cotK, 

mnг — nm} m2nг — n2mг 

-nm2 

nrг 
rn^ n2rг — . 

2(p-q). 
z čehož se nalezne p.= 3q, s z 

M«r„ — r,n% M 
: N ' 
J_ 

'" 2s ~ 4 V, 
2q,pq8Z=3q.~q.2q = 3Í2. 

(Dokončení.) 

%r3 — vxn% nr2 —rn 2 

M _• j> — 2q s-~ q w 
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