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Uvod do mathematické krystallografie.

Pro zaédtedniky vyklddd

prof. dr. Jan Krejéi. -

Uloha mathematické krystallografie zalef v ustanovovéni
polohy ploch krystallovfch k danému prvotvaru. Aby se tato
tloha jednodusSe roztesila, vyvolf se na daném krystallu Sest
ploch podvojné spolu rovnohéznych, kteréZ na tom krystallu
bud skutetné jsou, nebo do ného se vnesou, a z téch Sesti
ploch sestroji se Sestistén ¢ili hexaid, jenZ slove prvotvar.

Takovych prvotvardt jest sedmero: krychlovy, stejnoklonny,
¢tverecny, pravouhly, jedno-, dvou- a trojklonny prvotvar.

Prvotvarem ustanovuje se soustava krystallovd.

Tvary z prvotvaru odvozené jsou obmezeny plochami, uti-
najfcfmi na hrandch prvotvaru tseky, které jsou k sobé v ra-
ciondlném poméru. Tato raciondlnost vytéenych pomérd jest
hlavni vilastnosti ploch krystallovych, a tim se pravé rozeznévajf
krystally od polyédrti uméle sestrojenych.

K poznamendni polohy ploch uifvd se symbold, jeZz na-

znaéujf pomér tdseklt na hrandch prvotvaru a sice v potadi
. ) 11 1
hran «, y, 2. Je-li pro tu kterou plochu tento pomér ook

jest mnr symbolem této plochy. Znalka toho symbolu pFisluina
k levému, spodnimu nebo zadnimu oktantu naznaéuje se znimkou

- zApornou. Tak znamend m n r plochu, kters leZ{ v levém, do-
lej8im oktantu.
' ' 1.1 1

- -Jeden z pomérit vyvolf se za mé¥dko viech ostat-

m'n’r

"nich, a symboly druhych ploch jsou pak raciondlnd mulfipla
zékladntho poméru.

Jak ustanovi se poloha ploch krystallofich, obsaZeno jest
v néisledujicich statich.
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I. Rovnice plochy krystallove.

BudiZ ddn prvotvar trojklonny, jehoZ hrany v jednom rohu
se sbfhajici svirajf dhly «, B, y (obr. 1.), a odtinéjz na ném
plocha mnr hrany v poméru ”1—2;117 Je-li & kolmice z rohu

prvotvaru na tu plochu spusténs, dhel

[ G e = e =

a oznaci-li se pfsmeny @, ¥,z soufadnice libovolného bodu plochy

mnr, jest primét lomené Ciry ayz na kolmici %k roven této
kolmici, to jest

(Y] x cos ¢ -y cos v~z cos p = k.

Obr. 1,
Jeliko? viak
. 1 1 ‘ 1
cosl,t:k:ﬁzmk, cosv:k:; =k, cose=k: ==k,
jest
) . me ~+ny—+-rz =1

rovnici plochy mnr.

Prelozi-li se plocha mnr do zacé,tecného bodu, jest k=0
a rovnice oné roviny nabude tvaru

mcosy—}—ycés v-zcose =0
¢ili, ponévadz '

coOS 4 -COSv:cosp —=m:n.r,

2) me—-ny4-r2=0
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II. Délka kolmice % ke krystallové plose.

Priiméty «yz na k, kyz na «, krz na y, kyx na z dajf se
ndsledujicimi rovnicemi vyjadtiti:

xcos -+ ycosv—+zcosr=kFk,
kcospu—zcosff—ycosy—=u,
kcosv—xcosy —zcos ¢ =y,
% cos @—y cos ¢ — x coS f = 2.

Nésobi-li se prvni z téch rovnic veli¢inou %k, druhd veli-
¢inou — @, tfetf veli¢inou — y, Etvrtd veli¢inou — z, a seétou-li
se pak tyto rovnice, jest
() k= Va*f y2+ 222 (yz cos « + az cos § 4 ay cos p)
jakoZto délka normdly ke krystallové plose vedené.

Je-li e=g =y, jest
4 k= Va4 y* +2* 4 2 (yz + 2z + ay) cos «.

Je-li @ =B =y =90° jest
®) E=VaFyge

IIL. Rovnice priseéné piimky dvou krystallovych ploch.
Protfnajf-li se dv& plochy : k =mnr, k, = mnr, pro-
chizejici poédtkem soustavy soufadnic pod dhlem H (obr. 2.),
nalezne se rovnice priisetné ¢iry h spojenfm rovnic obou ploch..

Obr. 2.

Rovnice obou téchto ploch jsou

me +ny +rz =0
ma -+ ny-+rz=0,
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Vyloudf-li se z obou rovnic x, nalezne se
y _ z
rm, —mr,  mn, — nm,
Vylouét-li se taktéZ y, nalezne se
) _ z
nry —orn,  mn, — nm,’

a tudiz
(6)

jakoito rovnice priisecné pffmky dvou ploch.
Z vysledku toho vyloucenf lze poznati, e koéfficienty hodnot
z, y, 2z dajf se pfi tom v urcitém pofddku vyjmouti, coZ nisledu-
jicfm vzorem se vyznacuje:
m n r m n

(M XX X

my Ny vy My Ny

x _ Y . z
nry, —rn, rm; — mr,  mn, — nm,

7 tohoto vzorce lze Gtenfm k¥fzmo shora dol vyjmouti
kladné, a zdola nahoru zaporné ¢leny jmenovatelit vySe uve-
denych rovnic. ‘

IV. Rovnice pasmova.

~ Krystallové plochy, jeZ majf spolu rovnobéZné hrany, slovou
plochy jednoho pdsma (obr. 2.). '

Podminka, jiZ vyhovujf souéinitelé rovnic t¥{ ploch jednoho
pésma, najde se zpiisobem nésledujicim: Jsou-li symboly onéch
ploch mnr, m n,r myn,r, a tudiZ rovnice rovin pocdtkem sou-
fadnic s nimi rovnobéZné vedenych

me fny 4rz =0
my &+ ny +rz=0
_ myp® +.7‘29 + 72 =0,

“prochdzej{ tyto tfi roviny jedinou pi¥fmkou. Podminku pro to
obdrZfme, vyloudice z poslednich tf¥{f rovnic @, ¥ a z v podobé
(8) my (nry — 1) - my (rmy — mry) 1y (0, — mimey) = 0
¢ili '

@)  mnyry, +nrym, |- mln2 = mym 7+ N,y m + rymyn.




72

Rovnici (8), jiZ vyhovujf souéinitelé m, n, v, m,, n;, 7
my, My, 7y tH ploch jednoho pdsma, piSeme kratleji ve tvaru
m ’ﬂ, r
m ny 7y
My Ny Ty
a nazyvime jejf levou stranu determinantem soustavy danych
ti rovnic.

Z tohoto determinantu lze bezprosttednim Ctenfm dle
(9) nebo ¢tenfm k¥fZmo dle nédsledujfctho vzorce:

m mn r m n

N X X /7

11) my ny, T, my n,

/XX N\
My Ny Ty My Ny _
rovnici (9) bezprosttedné napsati, anof d4 ¢tenf shora doli
cleny na levé, a zdola.nahoru ¢leny na pravé strané rovnice.
Je-li v pdsmu t¥f ploch jedind znacka nezndm4, staéi k usta-
noven{ jejimu jedna pdsmové rovnice. Nechf jest
k=mnr =123, k, =mmnr, =11s, k, =myn,r, =321,
(obr. 3)., jest piislusnd rovnice dle (10)
123 ‘

(10) =0

=0, z ¢ehoZ s =1, tedy 11s = 111.

113
321

Obr. 3.

Jsou-li v padsmu t¥f ploch v jednom symbolu dvé znacky
niezndmy, Z4d4 ustanovenf jejich, aby plocha s témi nezndmjmi
znackami nachdzela se ve dvojim pdsmu ploch. Obr. 3.

Je-li na pt. v jednom pasmu &, =m,m,r,, I = 113, I, = bb2,

v druhém pasmu &k, =m,n,r,, k=123, k, = 321,
lze ze znimky .mnr. jednu znatku vziti —-1, naceZ se druhé
dvé ustanovi nésledujfcimi dvéma rovnicemi:



S WK 3 H o>
S o S =W,
T =W N W

13
éehoz m = n;

éehoz m+7‘:2n'

Z toho ndsleduje, Ze m =n =1 a tudiZ mnr — mmm = 111.

7’

V. Vylouéeni neznamych ze &ty rovnic linearnych.

Jsou-li ddny Ctyfi linearné rovnice:

(a)

(0)

Q)

@)
_ obdrizfme vylouéenfm
n r 8
12) my{n r s
Ng Ty 8y

kterou kratceji piSeme

(13)

me —+ny 412 —ds =0,
myx—~+ n,y 4z —ds; =0,
My~ nyy 4 1ry2 — ds, =0,
My~ myY 132 —dsy =0,

hodnot #, y, 2, d rovnici

s m n
s my n
)

r 8§ m
TS ™My
Ty S My |

+r

_na

my Ny
m n r

mon "

m, n, 7y

=0,

m n r.8
m T8
My Ty Ty 8y
Mg Ny 3 83

=0,

jakozto podminku, aby rovnicim (a), (b), (¢) a (d) bylo vyho-
véno od nully rozdilnymi hodnotami z, y, z a d.

Hodnoty pro .,

—¥, 2, d jsou stejnd multipla determl-

nantd v rovnici (12) pﬁchézejfclch Tyto determinanty jmenu-

jeme subdeterminanty
Ctyttddkového determi

determinantu (13) a lze je z uvedeného
nantu dle ndsledujfctho vzorce vyjmouti
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e | e | e

mi|n|7” |8 M n r
my || Ty |8 My | M | Ty
(14) g i e i

! = e
my Ny Yy S3 My N3 T3

VL Velikbsf thlu sevieného dvéma plochami krystallovymi.

Protinajf-li se dvé plochy mnr, mn,r,, povstdvd na pri-
sefné pifmce jejich thel H. Velikost jeho vyznacend zna-
¢kami v symbolu téch ploch obsaZenymi vypoéte se nédsledujicfm
zplisobem.

Jsou-li e, B, y thly vploéhach prvotvaru, k£ a k, kolmice
k obéma plochdm z poitku soustavy soufadnic vedené, jest
tihel H, = 180° — H.

Soufadnice paty kolmice k jsou =z, y, 2, soufadnice paty
- kolmice %, budteZ z,, y,, 2. (Obr. 4.) '

Obr. 4.

Promitne-li se lomen4 &4ra x, y, z na k,, jest dle (1')
x cos g, -+ y cos v, -z cos o, = k cos H,. 7
- ‘Priméty lomenych éar kyz, kaz, kyx na xyz jsou jak
z pfedu ve IL. uvedeno:
g ' kcosp—zcosf—ycosy =z,
kcosv—axcosy —zcosa=y,
kcose—ycose—xcosf—=2
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Dosadf-li se dle I.
cos u = mk, cos v = nk, cos o= rk,
cos w, = mk,, cos v, =nk,, cos o, = nk,
a uvedou-li se tyto zde vytéené rovnice na O, objevi se nédsledu-
jict soustava Cétyf rovnic
x -}y cos y + 2z cos f — k*m = 0,
®cosy+y-+zcose—k*n =0,
zcos fp-+ycose+z—k* =0,
amy - yny - 2zry _‘LzZSH' =0,
1
z nfz obdrzfme vylouCenim «, y, z a k* dle (13)
1 cosy cosf m
cosy 1 cos n

cosfB cosa 1 r =0.
m, n ____cozkH,
1
RozloZenfm tohoto determinantu dle vzorce (14) obdrZime
cosy cosf-m | cos g m 1 m 1 cosy
m, 1 cosen |—n|cosen cosy|-tr|n cosy 1
cose 1 » 1 »cosp r cosf cosa

cos H, 1 cosy cosf
———=—1 lcosy 1 cosa|=0.
kk
cosfB cosa 1
Klademe-li
cos & -—cos B cosy = A,
cos f — cos ¥ cos ¢ = By,
cosy —cose cos 3 =C,, .
a nazveme-li hodnotu posledntho subdeterminantu D,, nabude
rovnice posledn{ podoby
m, (m sin* « — nC, — rB )+n (nsin*p —rA, — mC )
D, cos H,

~+ 7y (rsin?y —mB, —nA,) — T =0.
1
Je-li zkrdcend zndmka pro
D,cosH, _
(a) Rk, P,

jest .
P = mm, sin® @ -} nn, sin® g -} rr, sin?y — A, (nr, - rn))
— By (rmy - mr,) — Cy(mn; —+nm,),
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Pfejde-li poloha plochy m,m,r, v polohu mnr, stane se
my=m, ny=mn, r,=r, k=Fk, H, =0 a tedy cos H, =1,

tudfz
" DycosH, _ D, __
@ kk, = k* T Q
kdez
Q = m?sin® « -} n?sin® g -} r% sin®p — 2(A, nr 4 B, mr - C,mn).
PreJde-h poloha plochy mnr v polohu myn,r,, jest obdobné
D, cos H, D1

©) RO
Q =m,*sin® @ 4 n,*sin? g 4 » *sin®y — 2(A,n, 7, + Bym, 7y
-+ Cymyn,).
Nésobf-li se pak spolu rovnice () a (c), jest
D,? D
() k’k 75 =QQ  nebo _kkll =VQQ.
Délf-li se konecné rovnice (a) rovnici (d), nabudeme
15 cosHy = —cos H =———=
(15) os H, - COS vaoa '

- ¢fmZ jest uréen thel H povstaly setkdnfm se ploch mnr, mn r,,
pti ¢emz P, Q, Q majf hodnoty vySe vyttens.
Je-li a=f =y, jest
= (mm, - nny 477, sin? & - (nry 4 1 -, -y |-y

~- nm,) (cos & — cos? ),

nebo — anof dle (23)

. cos @ — cos® &
COSX—T

kdezto X znamen4 thel plodny prvotvaru, —

= (mm, + ””1 ~+rry) — (ory f-rny + mry ~+ rmy - mn,

1

sxn2
~ nmy) cos X,
s;n% m? + ,ng + r? — 2(nm + nr -4~ mr) cos X
(16) sn?’ = m,2 "l" "1_2+7‘1’ - 2(mn, + nr, + mr,) cos X,

Jeli @=p=yp=090° jest
' i - mmy -nny oy

17y cos H; = —cos H = ' .
17 1 .- V(m?—}—n’—'{—rz) (m12+n12+rl2)
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VII. Velikost dhlad sevirenych plochami pésmqvimi.

‘'Téz pro thly ploch pdsmovych lze  z4vislost whld na
znackdch ploch rovnicf vyjddfiti; jest k tomu vSak ¢Etyf ploch
krystallovych zapotfebf a nikoliv jen tff ploch. Obr. 4. a 5.

Rovnice tato vyvine se nésledujicim zplisobem :

Necht kolmice étyF ploch jednoho pdsma a sice pfedbézné
ploch vztahujfeich se k pravodhlému prvotvaru, v némi a =g
=y= 90°, jsou kk,k k, a pi'islusné symboly téch ploch mnr,
MNPy MyNyTy, MyMyty, tak lze ze tif a tif z nich sestavm rovnice

m n .r | ‘m mn | .
my ny v (=0, | m n r |=0.
my Mg Ty | M3 T3 T3
»
1z
/b
2 s
4
Obr. 5.

Dle (8) nabudou rovnice tyto tvaru .
(@) "‘2("’1 — 1) = ny(rmy — mry) -7y (mny —nmy) =0
(®)  my(nry — rny) o ny(rmy — mry) - 7y (mny — mmy) = 0.
Uvazi-li se pak, Ze pro pomér

mo_n_r . . m?-n?f-r?
ml—nl—',,.l—q jest ¢ = my® gt g
d4 spojeni obou rovnic (a) (b) dle (6) (7),
nry—1rng __ rmy—mry __ mn, —nm
(© Moy —TyMy ToMy — My7y — MyNg —— Ny My

— v (nry —rny)® + (rmy — mry)? + (mny — nmy)?
- (ra7s "—"'24"3) + (rymy — myry) - (myny — nymy)*

Sezndme nyn{ snadné pomér Ghld k znalkdm symbold ploch.
Jest totiz v tomto pfipadé dle (15) -
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cos k. = P _ mmy - nn, + rry
EVRY T Ve e R e Y
a tudfZ

sin ok _V m* o)) (m, " 0, *F r, ) — (mm,f-nn, - rr,)?

P (m*~+n*+r%) (my* +ny* %)

_..V(m'l — rny)? - (rmy — mry)*® + (mn, —nm,)*

= @ ) Fngt Fr

A ponévadZ déle pro e ==y =90° jest D, =1,

—I-lc—z Vm®fn2lr? a %: Vm 2 +n24nr?,
bude

sin kk,

kk,

a obdobné
S“u,l;k]:;’&‘ = V(n,ry —ryny)? ~+ (rymy — my73)* - (myng —nymy)*
proéez také
| (d) ”‘"'1'__"'"1 — Ty —mry My — nmy :&27{'3 §in kk, .
Myly —Tglly oMy — Mty MMy —nymy Kk sin k,k,
Nynf jest zapotfebf ukédzati, Ze tato rovmnice mé platnost
nejenom pro pravothlou, nybrz i pro kosotihlou soustavu.

K tomu iéelu vztdhnou ‘se symboly mnr, m,n,r, myn,r,,
myn,ry ploch pravodhlé soustavy k soustavé kosoihlé a na-
budou tim znafek m'n'r’, m,'nm,'ry!, my'n,'r,’, my'ny'ry’, kdezto
délka a poloha kolmic & %, k,k, zistivd nezménéna. :

Jsou-li totiZz hrany prvotvaru nebo osy pravoihlé soustavy
X, Y, Z kosodhlé X’, Y, Z’, a je-li iiklon

osy X! ku XYZ:pvoe
Y , XYZ:pve,
. Zi' n_X YZ:“‘za"h:goos 92:()3 :
jest primét Car ‘

= V(nry —rn,)* 4 (rn;l —mry)? + (mn, — nm,)?

.
.cosv—{—;.coso,

- & verme-li se ke srovndni hodmoty m s m, e =o' =1,
y=2=0, jest m=m’cosp a obdobnd ' '
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my = my COS {t,: My == M, COS w, m; = M COS .
TaktéZ jest promét éar £ L2 ng Y/
mn 7r
y_= y z
= COS iy +E cos v, -} — 08 @,
a'vezme-li se y=y =1, =2 =0, jest » =’ cos v,
- a obdobné n; == cosv,, m, =7, cosv,, N3 =n; COSV,
kdefto .  r=7', n =0, mp==1,, =1
Z toho nédsleduje, Ze se md
m:n :r=—=m'coSu:n cosy,
my tmy i1y ==m, COS ®:m, cosv, i atd.
a tudfZ Ze jest ‘ '
nry —rn, __ rmy—mr, __ mn, —am, __n'r, —r'n,
MgTy ——TyMy — TyMhy —MyTy Mgy — MMy~ Myly — Ty
r'm, — m'r, _ m'n, — nw'm, __kyk, sin kk,
T rymy —myry T myn, — nym, ~ kk, sin kyk, "
Soumérné, na vzdjem sobé odpovidajic{ poznamendni thld
a znatek symbolovych pfipoust!, Ze se pro jakykoliv sled dhld

" v jednom pdsmé ploch pifslusné rovnice ihned bezprostiedns

mohou napsati.
Tak obdriime rovnice
kk,sinkk, _ R k,k, sin k,k, _I_{_’
Kk, sinkk, — S°® k kK, sin Kk, — S’
jichz délenfm vznikne
© sin kk, sin k,k, _ RS _ M -
sin k,k, sinkk, _ RS~ N
kdez .
M _ mny —amy  myng—mymy _ nry —rmy myry —mym,
N T ommn,—nmy " mn, —nam, — mr;—ryn, Nry—rng
(18) » — Ty oy Ty myTy
Ty\My — M Ty Ty — Mty
Z toho Ize poznati, Ze k vyloucenI kolmic %, &, k,, k, jest
zapotiebf étyt ploch.
Pro praktlcké upottebent jest pfiméfeno, vyvoliti ihly kolmic
v potddku kk, , kk, , kk,. -
Aby se vytcené. rovnice pro ten ucel uprav11a, uvé.ii se,
e Ghly o
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kky — kky = kyky ,
kky — kky = F, kK, .
Nalezne se pak dosazenfm téchto novych 1hld a délenim
sin kk, , sin kk, , sin kk, rovnice
sin kk, sin (kk, —- kk,) __ sin kk, (sin kk, cos kk, — cos kk, sin kk,)
sin kk, sin (kk, — kk,) ~ sin kk, (sin kk, cos kk, — cos kk, sin kk,)
__cotkky, —cotkk, M
— cotkk— cotkk, — N °
Budeme tu rovnici krat$im oznacenim psati v podobé

m n o

(19) my ny ry| __ cot K, — cot Ky
my ny [ cotK; —cotK, ™
My Ng Ty

kdezto Etyfi po sobé ndsledujici Fddky znacek znamenaji znacky
symboli ploch v jednom pdsmu po sobé ndsledujicich, jez se
¢tou v porddku v (18) vytéeném, pfi cemz

K, =kk,, K,=Fkk,, K,=FKk,.

Jelikoz v kaZdém symbolu mnr jedna znacka miZe se
vziti =1, staéf k ustanoveni druhych dvou znacek, dvé z onéch
v (18) uvedenych a k %{— piisludnych rovnic.

Na Chalkanthitu na p¥. jest v pasmu étveroplochém pro
jednu z jeho ploch m,n,r, —=pgs, kdeito

mar =011, mynry =110, mynyr, = 211,
K,:44°50, K, = 85%38, K, = 103°17".
Piislu®nd rovnice jest tedy

011

1. 10| __cotK,—cotK,

2 1 1 cotK, —cotK,’
is |

nebo po rozvedeni
cot 85°38’ |- cot 76%48" _ mn, — nm, myn, — nymy,
€0t 44950" - cot 76%43’ — m n, — nymg " mny — nmy

ey — TNy My — TNy M
NyTy —Tyng ATy —1rn, N
M __ p—2¢ s—gq _ 1
T 2(p—q) " 25 — 4°
z CehoZ se nalezne p=23q, s=2¢, pqs=23q.¢q.2¢ =3812.

(Dokondent.)
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