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CGasopis pro péstovani matematiky a fysiky, ro€. 73 (1949)

CLANKY A REFERATY

O KRUZNICI KRIVOSTI
VOJTECH JARNIK, Praha

Tento &ldnek byl pfijat do Casopisu r. 1941; nevysel viak, jezto
Casopis byl okupanty zastaven. Nepovazuji tento &lanek za prici na-
prosto ptvodni; mnoho z toho, co zde v dalsim je uvedeno, najde se po-
réiznu v literatufe. Jde o diskusi pojmu ,,kruznice k¥ivosti‘‘ ke ,,k¥ivce
y = f(x) v bodé P, = [x,, f(z,)]. Od vétsiny tvah, které jsem vidél
v literatufe, se tento ¢lanek li§i vétsi obecnosti: o funkei f se nepfedpokld-
dé nic jiného, neZ Ze je spojitd v bodé z,. Hlavni diéivod, proé tento &ldnek
publikuji, je tento: Nemdme toho &éasu uéebnice diferencidlniho podtu
pro pokrodilejsi matematiky. Zd4 se mné pak, Ze pfedmét élanku posky-
tuje velmi dobrou piilezitost k procvideni pojmu ,,limita funkce n&kolika .
proménnych, a proto jej zde poddvam ve formé souvislého vykladu,
v némz viak vétSina dikazl je pouze naznadena, provedeni je pak pte-
nechdno étendfi.!) Charakter ¢ldnku je naprosto elementdrni, jde vSak .
o dosti delikdtni limitni dvahy, a proto je zdhodno, aby si étend¥ proved!
naznadené dikazy zcela podrobné a velmi obezfetné.

O¢ bézi, dozvi se &tendf v § 2; napfed vSak odvodime v § 1 nékolik
pomocnych vét, vétiinou (a moZnd vesmés) zndmych.

§ I.Pomocné véty.

Vsechna &isla v tomto 8ldnku jsou redlnd; rovnéZ funkce.

Je#to budeme &asto mluviti o limitdch funkei nékolika proménnych,
musime se pfesné smluviti na oznadeni. Vedle koneénych limit pfipousti-

me té% limity + 00 a —o0. Jsou-li ay, ..., a, néjaks &isla, znamend rov-
nice . )
lim F(x), oy ..., zy) = A
[ Zay oves Tyl Uy ooy “n]

pii koneéném A toto: ke kazdému kladnému &islu ¢ existuje kladné
&islo 6 tak, Ze pro vSechny systémy &isel x;, s, ..., 2, sSpliujici nerovnosti

1) Je tedy tento ¢lanek vlastnd fadou uloh, spjatych spoleénym thematem.

Podotykam: limita (derivace a pod.) koneénd — nekoneénd znamend totéz co
vlastni — nevlastni.
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0 < Max |xi~;—ai}) < 6,2) je F(zy, &, ..., t,) definovdno a spliiuje ne-
i=1,2,
rovnost [F(xl, Z, .. — A4 <e?

(asto budeme mluv1t1 ) hmltach kde proménné jsou vazany uréi-
tymi podminkami; tyto podminky budeme psiti pod znameni limitni.
Piiklad: budiz ddno é&slo z,; potom rovnice

lim F(z), ) = 4
[21, x,]-—»[xo, Zo] .
2y — T ) (& — %)= 0
2 F 2y
znadi p¥i koneéném A toto: ke kazdému & > 0 existujed > 0 tak, %e pro
vSechny dvojice &isel x;, 75, vyhovujicich nerovnostem

0 < Max(|a, — &, |2 — #0]) < 6,%) (% — o) (@ — o) = 0,
Ty 7 X,
je F(z;, x,) definovdno a spliiuje nerovnost |F(zy, 2,) —A| < &.?)
Obdobnych oznadeni budeme uZivati pro limes superior a limes inferior.
Je-li funkee f(x) definovdna aspon v jistém intervalu (&, & + 8>
{0 > 0),%) definujeme ¢&islo f+(£), t. zv. horni derivované &islo funkce f
zprava v bodé &, rovnici

ft(&) = limsup
« et

HE+ M — 1) o
h

Pigi-li liminf misto limsup, dostdvédm t. zv. dolni derivované &islo zprava;
pifi-li » < 0 misto A > 0, dostdvdm horni a dolni derivované &islo zleva.
Pro &slo f+(z) plati tato v&ta:

I. pomocna véta. BudiZ f(x) spojitd v intervalu {a,b). Potom
existuji Cisla &y, &y tak, e a < & < b, a< & <

f(51)<f O 1D g W

Névod k ddkazu: 1. Budiz predne f(a) = f(b). Snadno zjistite, Ze
existuje aspon jedno &slo &, (a < &; < b) tak, Ze f(£;) je ne]vets1 ze viech
hodnot funkce f v intervalu <z, b>. Z toho plyne (&) L0, ¢mz prvm
nerovnost (1) dokdzdna. Obdobné se dokédZe druhd. 2. Piipad f(a) == f(b)
se odvodi z predeslého podobné, jako se véta o piirfistku funkee (neboli
véta o stiedni hodnoté) odvozuje z véty Rorrrovy. (Obdobnd véta plati
ziejmé téZ pro ostatni derivovand é&isla.)

?) Nerovnost 0 << Max ... Fik4, Ze aspoil pro jednu hodnotu % je 2; 3= a.

3) Pro 4 =+ o (po piip. 4 =—c0) jest tuto nerovnost nahraditi nerovnosti
F > l/s (po piip. F < — 1/e).

4) Jedno z &isel z;, z, miiZe se tedy po pripadé rovnati &islu z,.

l‘) Znak {a, by znati mnozinu vSech z, pro néz Je aX z < b; znak (a, b) znadi
mnoZinu viech 2, pro néz jea < z < b (. zv. ,uzavieny a ,,otevreny“ interval;
pfedpokliddm a < b).

$) Pfipoustim ovsem téZ hodnoty -+ 00, —>0.
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. Jsou-li si éty¥i derivovand &isla funkce f v bodé z rovna, t. j. existu-
o + ) —f(2)
lm —_—
h->0 h
z, znak f'(%) (mbZe miti po prlpade té%Z hodnotu 4 co nebo —o0).
Ex1stu]e li konednd derivace f'(2,), je funkce f v bodé ) sp011ta jak vite;
nekoneénd derivace miZze viak existovati i v bodé, v ném? je f nespojité
(pfiklad:” f(z) =1 pro z < 0, f(0) =0, f(z) = —1 pro z > 0, f(0) =
=-—o00). Pfipomindm vétu o p¥irdstku funkce v tomto tvaru (v daliim
odkazuji na tuto vétu pismenem S): Budi# f(z) spojitd v intervalu {a, b>
a necht existuje f'(x) (konednd nebo nekoneénd) v kaZdém vnitinim bodé
tohoto intervalu. Potom existuje aspoti jedno éislo & tak, Ze f'(£) je koneéné,
a < &< b, f(b)—fa)=f(£)®—a). Kdo zns tuto vétu jen za p¥edpo-
kladu koneéného f'(z), at si zkontroluje, %e dikaz plati beze zmény
i v naSem obecngj§im piipadé (viz na p¥. V. Jarxix, Uvod do poétu dife-
rencidlniho, véta 133).
V celém dal§im pribé&hu éldnku bude déna funkée f(z) a &islo ,. Pro

u == v klademe Q(u, v) = f(j])—__ f(u) , takze Q(u, v) = Q(v, u).

, nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé

2. pomocna véta. Necht ewistuje konetnd f (:co) ' Potom existuje ko-
neénd limita

o ! (0 — Q@0 @) _
gz, - T — %
tehdy a jen tehdy, existuje-li komeénd f'(z) = B.~
Névod k dikazu: I. BudiZ pfedng B = 0. Existuje-li predne 1" (%) =

=0, je lim i—(—)————]‘(%) = 0 a'z S dostanete (2) (kde B = 0). Plati-li za

2>z, LTy

druhé (2) (kde B = 0), poloite 7(x) = Hz) — Ha) pro x = %y, ©(%y) =

B - (2)

x—

= f'(%,). Potom (2) pravi lim 7'(z) = 0, podle S pak lim _(_x)_:;r_(_zl) =0.
2>, >z, L% ’

Odtud a z (2) snadno llmM 0, t. j. J"(@) = 0. IL. Piipad

gz, X Xy )
B +0 se prevede na piedesly, poloznne-h g(x) = f(z) — 3B(z — 2,)*.
3. pomocna v&ta. Je-li B koneéné &islo, plati rovnice

lim Q(y, ) — () _ iB G
[215 @] = [ %o, Z0] Lo — Ty
B F 2,

tehdy a jen tehdy, plats-li rovnice .
F (@) — (=) ‘ o
Lo — %y - %B, )

[, 552]‘—)‘{ Zo, %o
% F 2
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jest potom ovsem f(xy) = B, jak plyne z (4), limitujeme-li ve specidlnim
piipadé z, = x,. ’ :

Névod k dukazu: I. Necht plati (3); vyméite x; s w, (symetrie)
a seCtéte; dostanete (4). IT. Necht plati (4) a necht B = 0.7) Podle S jest
Q(=y, %) = ['(€) (£ mezi z;, x,) a z rovnice (4) dostanete snadno (3) (pro

4. pomocna véta. Je-Ii B koneiné &slo, plati rovnice

U m) —f ()
1
(@, z)—l2 2] 3(T1 + Ta) — %

(= 2o ) (22— )=0
21 F %y

tehdy a jen tehdy, je-li f(x) spojitd v jistém intervalu (x,— ¢, %o+ €)
(¢ > 0) a je-lv )

=B " (5)

i [F@) — () _ ©
2> 2, xr— % . i '
Névod k dikazu: I. Necht plati (5). Z toho plyne spojitost. Volim-li
z, blizko x, a nechdm =z, konvergovati zprava k x,;, dostanu snadno (6).
II. Necht plati (6) (a spojitost) a necht B = 0.7) Podle 1. pomocné véty
existuji v intervalu s krajnimi body =z, z, &isla &, &, tak, Ze f+() <
< Q= 2,) < fH(&,). Odtud a z (6) dostanete (5).

5. pomocna véta. Necht existuje f'(x) (konedné nebo nekoneénd)
v jistém intervalu (xg—c, T, + ¢) (¢ > 0); budiZ B koneéné &islo. Potom
plati (5) tehdy o jen tehdy, je-li f"(x,) = B. '

Dtkaz ihned z 4. pomocné v&ty. '

6. pomocna véta. Plati-li (5), kde B je koneéné, je

LTy z — %

(OR

Dukaz: stadf provésti v (5) limitovani pro specidlni ptipad x; = .
7. pomocna véta. Existuje-li koneénd ["(x,) = B, plati (7).
Dikaz plyne z 5. a 6. pomocné véty. ’

8. pomocné véta, Necht existuje konecnd nebo nekoneénd limita

[21, @] =20, 2] T2 X1
T F 2

potom je f'(z,) = A = limf+(x).

T—>Zy . )
. N4vod k dikazu: Pfedns provedte limitu v (8) pro , = z,; za druhé
volte z, blizko z, a nechte z, konvergovati zprava k z,.

7) Ptipad B == 0 se prevede na B = 0 jako v 2. pomocné v&té.
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Utdinime je§té imluvu o slové , kruznice*. Timto slovem budeme vidy
rozuméti kruznici o koneéném kladném poloméru, t. j. mnozinu vSech
(redlnych) bodh [x y], vyhovujicich rovnici tvaru (x —a)? + (y —f)2=
=72, kde «, f, r jsou redlnd é&isla, r > 0. Vylucu]eme tedy oba krajni-
piipady (kruinici o ,,nulovém® a o ,,nekoneéném* poloméru); vysetto-
véni t&chto krajnich p¥ipadd by vedlo k formélnim komplikacim.

§2. Hiavni véta a jeji dusledky.

V tomto a nisledujicim paragrafu budeme stile predpoklddati, Ze

funkee f(z) je spojitd v bodé z,; to znamensd, %e f(z,) = limf(z). Déle

T—> T,
zavedeme tato oznadeni a umluvy: je-li ddno z; (1 =0, 1, ...), klademe
yi = (%), ¥i' = f'(x:) (pokud oviem tato — konednd nebho nekonedns —
derivace existuje). Znak P; znamend bod [;, ¥;]. Ddle budeme ¥ikati, Ze
,kfivka‘8) y = f(x) m4 v bod& P; tednu #;, je-li f(x) spojitd v bod& z;
a existuje-li koneénd nebo nekonednd derivace y;’; teéna t; je potom pro
koneéné y;’ ptimka y — y; = y;'(x — z;), pro y;' =+ nebo ;' =—o0
piimka & = x;; znakem n; znadime pak kolmici k ¢#;, prochézejici bodem
P; (,,normala‘).?)

Jsou-li z;, x,, x, t¥i rhznd &sla, bude K(x;, z,, #;) znatiti kruZnici,
prochézejici body P;, P,, P; (tato kruZnice existuje, nelezi-li body
P,, P,, P; na pfimce). Jsou-li z,, z, dvé riiznd &isla, bude K(x;, 2, x,)
znaditi kruZnici, prochdzejici bodem P, a dotykajici se (ve smyslu obvyk-
1ém z analytické geometrie) v bodé P, p¥imky ¢, (tato kruZnice existuje,
existuje-li ¢, a lezi-li P, mimo #). Stfed kruinice K(x, %y, ¥3) (pro
% % %, 1 pro z; = x,) budeme znatiti vidy [E(:cl, Xy, X3), N2y, oy Xg)],
polomér r(xl, %y, Z3). Konetné: jsou-li z,, z, dvé riizng &isla, existuji-li
teény 7,5, jsou-li riznobéZné a neprotinaji-li se normaly 7, n, v bods
P,, budeme znakem K(z;, ¥, | 7) znaditi kruZnici, prochdzejici bodem
Py, jejiz stfed [&(xy, #,| 1), 1(xy, 25| n)] je prisedikem normil n;, n,.
Zavedeme nyni osm kruznic K1, ..., K8, odpovidajicich riznym pojetim
,,kruznice kiivosti‘.

I. Jestlize kruZnice K(;, ,, 73) konverguji k jisté limitni kruznici,0)
kdy? ¢isla 2y, z,, x; — zUstdvajice mezi sebou riznd — konverguji
k &islu zy, budeme tuto limitni kruZnici znaditi znakem K. Pfesné fedeno:
kruZnice K* existuje tehdy a jen tehdy, existuji-li kone¢né limity??)

8) Muze to byti oviem utvar, nikterak neodpovidajici b&Znému nézoru ani
obvyklym definicim ,,kfivky‘‘; nebot f(z). muze byti na pf. viude nespojitd, kroms
bodu %y; mnozina bodu [z, f(x)] je prost& graf funkce f.

) Kdybychom mluvili o tetng té%Z v bodech P, v nichz je f(x) nespojitd
=00 nebo y,” =—oc, dostali bychom nep¥ijemné zjevy; viz ¢ tom § 4.

1°) OvSem: o poloméru koneéném a kladném.

1) Pisi-li nékolik limit se stejnymi limitnimi podminkami, vypisuji tyto pod-
minky pro zkréceni ¢asto jen u jedné z nich.
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&= lim &y, 25, 1), 1, = limy(xy, 2, 23), ¥, =
[22, @ay @3] %o, Zo, %] 9
ZF Tk BT X (' )

= limr(x,, %y, %),

pii demz r, > 0. Potom bude [£,7,] stfed a #; polomér kruznice K*.
Snadno vidite: existuji-li prvni dvé koneéné limity v (9) a je-li [&;, 7] =
=+ P,, existuje téz tieti konedénd limita v (9) a je kladnd; K* prochdzi
pak bodem Py. O treti limitu v (9) se tedy nemusime starati; totéZ si
rozvazte u kruZnic K? az K?. Nézorny vyznam kruznice K je jasny,
rovnéz ndzorny vyznam dal§ich kruZnic K2, ..., K7.
II. Specialisujme kruznice K(z,, %, %3), kladouce x;, = #,. Zave-
deme K? takto: K2 existuje tehdy a jen tehdy, existuji-li koneéné limity
&= lim &z, 2y, %3), 15 = Hmey(ag, 2,, 25)
[z, ]| o, %]
ToTE ZaTE T 70
a je-li [&,,7,] == Py; K? bude potom kruZnice o stfedu [&,,7,], proch4-
zejici bodem P,
III. K? bude limitni polohou kruZnic, prochézejicich bodem P,
a majicich v bodu P, tednu ¢,. Pfesné: K3 existuje tehdy a jen tehdy,
existuji-li kone¢né limity -
&y = lim&(xy, @y, 2,), 75 = limy(2y, 23, 2,)

[#1, %] [ 2, %]
TS

aje-li[&, 0] == Py; K3 bude potom kruznice o sti-‘edu [£3, 715), prochézejici
bodem P,.
IV, V. Specialisaci P, = Pynebo P, = P, dostdvime dali kruznice.
Kruznice K* existuje tehidy a jen tehdy, existuji-li koneéné limity
£y = limé(z,, xl, o), Mg = limn(ay, x,, %)
Ty—>Tg Zy—>Zy

a je-li [£4, 4] == P,. KruZnice K 5 ex1stUJe tehdy a jen tehdy, existuji-li
koneéné limity

&5 = imE(2y, 2, o), 75 = Hima(y, 2o, 2,)
Lg=—> Ty Lg—> Ty
a je-li [&5, 5] = P,. KruZnice K? (p = 4, 5) ma potom stied [£p, 7p]
a prochdzi bodem P,.

VI. K% bude znamenati limitu kruZnic K(z,, z,|n), kdyz Py, P,
konverguji k P,. Pfesné: K¢ existuje tehdy a jen tehdy, existuji-li ko-
neéné limity

£g = lim E(xy, 7y | 1), Mg = Limap(ay, 2, | )
[21, Zp]—>[ %o, %] :
22,
a je-li [&4, 6] & P,. Potom j Je K¢ kruZnice o stiedu [&g, 74], prochédzejici
bodem P,
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VII. Specialisujme P; = Py: K7 existuje tehdy & jen tehdy, existu-
ji-li konetné limity
&, = lim&(xy, 2, | 1), 5, = limy(z,, 25 | 1)
Lo—> Ty Lg—>Zq
a je-li [£4,71,] &= P,. Potom je K7 kruZnice o st¥edu [, 54], prochézejlm
bodem P,

VIII. BudiZ X libovoln4 kruZnice (x — )2 + (¥ -——/3)2 =72 (r>0);
Tovnice jeji horni a dolnf pllkruZnice budte y = h, (), ¥ = hy(z). Lze-li
voliti ¢ (4 = 1 nebo 1 = 2) tak, Ze

o 1) — hi(2)
a;—)mu (.’76 - 2?0)
budeme kruznici K znaditi znakem K8 (¥ké se té%, e K® m4 s kiivkou
y = f(x) styk vySsiho nez prvniho ¥ddu). Zjistéte toto: plati-li (10), je
a—r < Xy <o+ 1, hi(@) = Yo, hi' (%) = ¥y, (takZe existuje koneénd
¥'). V tomto p¥ipadé viak bude podle 7. pomocné véty (aplikované na
funkei %;(x)) platiti rovnice (10) tehdy a jen tehdy, je-li

=0, (10)

lim Q(:xm 93) — Y

= Ih;"(z,).
o —— $hi'" (%)

Existuje-li koneénd limita vlevo — oznadme ]1 2B — jde o to, nalézti
kruznici K tak, Zze hy(2y) = 9o, ki’ (%) = o' » bi’ (%) = B; to lze (dokaite!)
tehdy a jen tehdy, je-li B == 0. Odtud snadno zjistite: K?® existuje tehdy
a jen tehdy, existuje-li kone¢ns, od nuly réiznd limita
: !

lim Q(xoa )_yO —_ -21-B,

T, r—x, ‘
potom je K8 jednoznaéné stanovena; prochz’mzi;bodem P, a soutadnice
jejtho stredu jsou dédny vyrazy :

1yt 1+
o — Yo Byo’ go + — L Fo” yo

(11)

(provedte podrobnosti dtikazu). Jako jsme nyni odvodlli nutnou a posta-
Gujici podminku pro existenci kruznice K8, odvodime v §3 obdobné
podminky pro K* az K?. Vysledek bude ddn touto vétou:

Hlavni véta. Funkce f budi£ spojitd v bod€ x,. Potom plaii toto:

1. Kruznice K* existuje tehdy a jen tehdy, existuje-li koneénd, od nuly
riznd limita

lm @ =) g (12)
[, Tl —[%, ] X2 %1
Lot =12

(potom je ovdem f"(xy) = B). TotéZ platt o krusnici K3 a o kruinici K.
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2. KruZnice K* existuje tehdy a jen tehdy, existuje-li konecm od nuly
riznd f'(x,) = B. TotéZ plati o krudnict K".

3. KruZnice K2 existuje tehdy a jen tehdy, je-li f spojitd v jistém inter-
valu (g — ¢, 2y + ¢), kde ¢ > 0 a existuje-li mimo to koneénd, od nuly
rdznd limita

i @ — @) _

2>, xr— Xy

(13)

4. KruZnice K5 existuje tehdy a jen tehdy, existuje-li koneénd od nuly
rilznd limita

lim Q(véo,x)-yof — 1B (14)

Z—>2o X —Zy
TotéZ plati o krugnici K8.
5. Existuje-li nékterd z krugnic K? (p =1, ..., 8), prochdzi K? bodem

Py a soufadnice jejtho stredu jsow ddny vyrazy (11), kde ovdem B znadi
pravé onu hodnotw, o kterou p¥i prisludné hodnoté p béZi.12)

Uvedme nékolik diisledkd hlavni véty. Ezistuje li K1, existugje té£ K*
a je K1 = K% emstuye -li K4, existuje t6Z K2 o je K* = K2, existuje-lv K2,
existuje té£ K° a je K* = K° (dokaite!).

Ukazte nyni na prlkladech Ze Zddny z téchto vyroki nelze obratiti.
Névod:

I E

A) Polozte 2z, =0, f(0) =0, f(z)= x>+ z* sml pro z == 0;
potom existuje K4, ale mpemstu}e Kl — B) Polozte 2, = 0 a pro |z| < 1
kladte f(x) ——w2+g(a,)  kde g(x) =0 pro —1< 2< 0; pro z = —

n
n=12..) budii g(x)= (— 1)*n—*; v kazdém intervalu <n———lri’ ;b—>
budiZ g(z) linedrni; zde existuje K2, ale nikoliv K* (rozva¥te si viak, Ze
plati toto: existuje-li v jistém intervalu (2, — c, xy + ¢) koneénd nebo ne-
koneénd derivace f'(x), existuje K* tehdy a jen tehdy, existuje-li K?). —
C) Poloite z, = 0, f(x) = 2 + 3 pro raciondlni z, f(x) = 22 — 2® pro
iraciondlni z. Potom existuje K3, ale neexistuje K2.

Déle plati toto: Bwxistuji-li dvé z krugnic K, ..., K8, jsou si rovny.
Zbyvé ndm dokézati hlavni vétu, coz udinime v § 3. Onu Sdst, jeZ se
tykd kruznice K8, jsme oviem uZ vy¥idili. -

12) QOstatné, jak ihned uvidime, lze &islo B definovati vidy rovnici (14), jak-

mile n&kters kruznice KP existuje. Prlpad B=0by odpovxda,l vylougenému piipadu
. kruZnice o nekoneéném poloraéru‘.
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§ 3. Dikaz hlavni véty.

1. Pripominam, Ze pfedpokldddm v tomto §, Ze f(x) je spojita v bodé
Ty Z definice vidite: existuje-li K?, existuje téz K2 a je K2 = K1, existu-
je-li K3, ex1stu]1 tez K4 K5 aje Kt=K5= K3 existuje-li K¢, ex1stu3e
téZ K"a je K7 =
2. Soui‘adniee sti‘edu kruznice K(x,, z,, ,) jsou ddny p¥i konedéném
y,’ vzorci- .
E(my, 2y, 2p) — 2 = — y1 (n(2y, 24, T3) — ), (15)

Y — Q(wy, @)

2(’[7(2'1, zl: zz) —‘?,/1) xz — .
1

=— (1 + @3z, x,)), v (16)

kdezto pro y," = co jest (je-li ovSem f spojitd v bod$ ;)
(@, Ty, Ty) = Y1, 2(E(21, 21, By) — F(@) + 20)) = Q2 2,) (¥ — 91) (17)
{kdy selzou tyto vzorce?).

3. Predpoklddejme, Ze existuje K% Potom je f spojitd v jistém inter-
valu (z) —c¢, 2y + ¢) (¢ > 0).13) Je-li liminf|f'(x)| <+ co, zjistite z (15)

2>Zy.
(kde ovSem nyni misto z, piSete ), Ze 1, == yo,']e-li viak limsup|f' ()| =
22

=00, zjistite obdobné, ze 5, = y,. Jsou tedy mozny jen tyto dva
pripady: I. budto lim|f'(x)] =- oo, IL. nebo limsup|f’(z)] <co. Necht

T—> %, A
plati I, taken, = y,.a tedy &, == z,, tieba &, < 'z, (] ak pievedete piipad
£, > zyna predesly?). Z véty S dostanete im@)(z,, €) = + oo (nebo —o0;
T,
z>z, '

jak pfevedete —oo na + c0?). V libovolné blizkosti bodu x, najdete nyni
z, tak, Ze x, < x, a %e Q(z,, x) > Q(%g, Tp) > 0'pro z, < x < z,; podle S
dostanete pak z; tak, Ze %, < 2y < %, [(2;) = @Q(%, Tp) < Q(%g, 1)-
Z (16), (15) plyne pak &(xy, 2y, %) > #y, tedy &, 2> ,, coZ je spor;!4) tedy
plati IT a odtud snadno (pomoci (15))

9. pomocna véta. Euxistuje-li K%, je ['(x) spojitd v bodé x, a je
Na F Yo Yo = — (4 — %0) : (s — Yo)- .

4. Dokazme nyni onu &dst hlavni v&ty, jeZ se tykd kruZnic K2, K.
Podle znéni hlavni véty a podle 9. pom. véty staéi vésti dikaz za pred-
pokladu, Ze f'(z) je spojitd v bod8 z,, takZepodle Sje  lim  Q(z;, 2,) =

, . e zfn]l_’[xf“’ Zo]
= Y -
Potom viak dikaz plyne snadno z (15), (16) a z pomocnych vét 2, 3.

5. Existuje li K3, existuje y,’. Kdyby bylo y," =00, mélo by
&(, 4, o) — F(2g + xz) totéZ znameni jako x, — %y, tedy &5 = z, a sou-

13) Prosim oviem &tenéte, aby si viechny naznacené diikazy podrobn& provedl.
14) Tato tivaha mé jednoduchy ndzorny vyznam; rozvazte si to.
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dasnd 75 = y, — spor. Stadl tedy vésti dikaz za predpokladu, ze ¥, je
koneéné. Potom viak plyne tvrzeni z (15), (16), kde oviem z; = =,.

6. Soufadnice £(y, % | 2), 9(2;, €, | 7) jsou dédny témito rovnicemi
(kdy selZou tyto rovnice?) :

§(@y, @y | M) — @y = — ' (n xv Zy | m) — yy) pro ' “*‘:EOO (18).
Ty, %y | m) —y; = 0 pro y' = co;

7(
E(zy, 2| m) — 2= — ' (n xv"’zln ) — ¥,) pro uy' ={=ioo (19)
N(#y, 3| n) — 7y =0 pro y,' =4 co.

7. Predpoklidejme, Ze existuje K7. BudiZ pfedns y,” = oo, takie
podle (18) (kde oviem =, = ;) je 7, = n(,, z, | n) = Y, tedy &, = y;
tfeba &; < 2y, ¥’ =+ 0 (jak se pfevedou ostatni piipady na tento?). Pro
Zg < X < %5 + 6 (8 > 0) je potom y," =400, Q(x,, %) > 0, nadez z (19)
plyne f'(2,) < 0, coZ je ve sporu s S. Tedy je y, koneéné a z (18), (19)
plyne snadno: Existuje-li K7, je f'(x) spojitd v bod& x, a jest 7, =+ ¥,,
Yo' = — (&7 — 20) : (7 — Yo)- '

8. Dokaime nyni onu é4st hlavni véty, jez se tyks krunic K¢, K.
Podle hlavni véty a podle odst. 7 stadi vésti diikaz za pfedpokladu, Ze
f'(z) je spojitd v bodé z,, takZie podle S je lLm  Q(z;, zy) = ¥y, -
' ' (1, Zg]—>[ %0, %o

2,7 s

Vypottu z (18), (19)

Ty — Ty '

= 7 =7 1 + zy, X >
%*?Jz( Y1 @y, 2,))

(%1, Ta|n)

nadez tvrzeni snadno plyne.

AT

9. Zbyvaji nejtézsi ptipady, totiz kruznice K1, K2, Jsou-li z,, x5, 2
tfi riznd d&isla, jsou soufadnice sttedu kruZnice K(x,, 25, #5) ddny témito
vzorci

:2(5(234, Zs, Zg) — Zg) = .
(25— ,) Q(@4, T6)(1 F7Q%(4, %5)) — (26— 74) Q(%4, ¥5)(1 +Q%(2, xs))’
' Q(xtl’ xs) "‘Q(x47 xs)

(20)
2(n(z4, 5, Tg) — Ya) = ‘ '
(g — Z)(1 4 Q*(@g, ®6)) — (25 — 2,)(1 + Q(xy, %5)) 1)
- . Q(xb xs) - Q(xb xs)

(kdy selZou tyto vzorce?).
10. Necht existuje K2. Jsou-li u, v dvé riznd &isla, zvolme tieti &islo
w takto: jeli u = 2, nebo v = x,, volme w = (u + v); je-i u =% x,,
v %, volme w = %, Budlz d(u, v) vzdalenost -bodu [52: 7s) od sy-
metraly bodd [u, f(w)]. [¥, f(v)], takZe
lim  d(u,v) =0 (22)

[u, '”]u;[:o, Zo]
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(nebot stfed kruznice K (u, v, w) m$ za limitu bod [&,, 7)),

&y — 3w + v) + Q(u, v)(ny — 3 (f(u) + f(”))). 23)
(1 + Q(u, v)* :

d(u, 2)) = :!:

Z (22), (23) plyne ihned: je-li
liminf  [Q(z,, 2,)| <+ 0, (24)

[21, Zo]—[ %0, 20]
. . - 2,2,
je s == Yy je-li viak
limsup |Q(xy, 2,)| =+ 00, (25)
[Z1; Z2] = [ %o, o]
T2, '

je s = y,, takZe (24), (25) jsou ve sporu. Tedy je
I. budto lim |Q(2,, %,)] =+ 0, IL. nebo

[#1, Ze]—>[ %0, %0]
L 2y

limsup  [Q(%y, 2,)| <4-0o0.
[#1, Z2] = [ 2o, %0]
ko

Necht plati piipad I, takZe 1, = ‘yo, tedy &, %= %, tieba & < 2,. V libo-
volné blizkosti bodu z, 1ze voliti z;, x4 tak, Ze zy < X5 < T, |Ys — Yo| <
< Y6 — Yl 1@(0, @5)| > |Q(2g, %6)|. Z rovnice (20) (kde klademe z,=0)
dostanete &(,, 5, Zg) > @, (coZ je geometricky evidentni), tedy v limité
&, 2> x, — spor.1®) Tedy nastdva pripad II, tedy 7, & y, 2 z (22), (23)
plyne pak
10. pomocna véta. Existuje-li K2, je 17, <= ¥, & plati
w= lm  Quuv)=—(E—2) (e—y)  (26)

[, v]—>[ %o, 2]
utv

11. Necht existuje K?. Dosadme do (21) 'z, = z,. Pfevracens hod-
nota pravé strany méd konednou, od nuly réiznou limitu (7, —y,)~".
Zvolme zg blizko x, a nechme konvergovati z; k x,; dostaneme (s uZitim
10. pom. véty) .

— ’ /72
lim Q(ZO’ xG) Yo — _%_ 1+y0 — %_B # 0. (27)
L) Zg — % N2 —Yo
Budte za druhé ddna dvé§ &isla x4, x4, leZici po téZe strané bodu ,; &islo-
véni volme (symetrie!) tak, Ze |2y — | > |2, — %o|. Polozme ted v (21)
x5 = %,; dostaneme snadno

Q(xzb xs) - Q(x4, 3}0) 't

lim = iB.
(%4 Tg]—[ %o, %] Zg — %o
(24— 20 )(Za —12) >0
7= =% 7

Vyjadiime-li Q(z4, ,) podle vzorce (27), dostaneme snadno
15) Tato tivaha mé jednoduchy nizorny vyznam.
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im 2% %) =% _ p (B 0kmetns). (28)
{24, Z4]—[ 20, Zo) 2(x4 + xG) — %y '
(T4 — Zo)(Zs — o) =0
T X

(pifpad (24 — p)(Tg — %,) = 0 je obsaZen ve vzorci (27)). Tedy: existu-
je-li K2, plati (28). . :
12. Necht naopak plati (28). Z (28) plyne

Q(o, 2g) — Yo'

. ’ 1
lim  Q(zg, ) = v, lim Lo —Y% _1p (29
(24, Z6)—>] %o, Zo) Zg—> o Tg— Xy
(2, — 2o )(Ze — Z0) =0
TF e

Chceme dokdzati, Ze

Lim &g, Ty, 73) = 2y — Yy L+ ?/o , limn(zg, %5, 23) = Yo +
[22, @3)—>[ 20, %o]

gy : , (30)
' 1+ ?/o

B

Budiz x, & ,; &islovani volme tak, Ze [xa——— x| = |2y — ). Provedte
limitovdni napfed v oboru |zz — 22| > 3 as — x|, kladouce v (20), (21)
Xy = X, Tz= Ty, Te = X3 & uZivajice (29) potom provedte limitovani
v oboru |x3 — @y| < @y — x,| (takie x,, x4 lezi na téze strand bodu ),
kladouce v (20), (21) , = %o, 5 = @y, Tg = & & uZivajice (29), (28);
tim dostanete (30). Odtud, z vysledku odst. 11 a z 4. pom. véty obdrzite
tvrzeni hlavni véty o kruZnici K2.

13. Necht existuje K1; tedy plati (26). Volme v (21) 24 blizko z,
anechme konvergovati x5, x4 k z,. Zlomek je omezen, Sitatel konverguje
k nule, tedy téZ jmenovatel, t. j.

lim  (Q(#y, 2¢) — @2y, z5)) = 0,

[xs, Za]>{ 24y 24]
TaF 25Tt T4

coz je Borzano-CavcEYova podminka pro limitu funkee Q(,, ) (pfi
pevném z,). Tedy existuje konednd f'(zy) pro |z, —zy < ¢ (¢ >0).
Prevricend hodnota pravé strany v (21) mé koneénou limitu rznou

od nuly. Volim-li &,, z blizko z, a nechdm z, konvergovati k z,, dostanu
snadno (podle (26))

lim g, z5) — f'(24)

[24 6] 20, 7] Zg— Xy
rEx,

Tedy: existuje-li K1, plati (31).

14. Necht naopaL plati (31), takZe podle 3 pomocne vety je f(xy) =
= B, tedy f'(x) spojitd v bodé =z,, takze podle S je

= 1B (B =0, konetné).  (31)

lim Qu,v)=B. (32)
{“s !‘]-—>[ Lo "[0]
uzkv
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Budte z,, x5, xg tfi riznd d&isla; &islovéni volme (symetrie!) tak, Ze
25 < x4 < 4. Provedeme-li limitovani v (20), (21), uZivajice (31) a (32),
dostaneme snadno, Ze K* existuje a Ze pro &, #; plati vyrazy (11). Odtud,
z odst. 13 a z 3. pom. véty plyne tedy ona &dst hlavni véty, jez se tyks
kruZnice K1.

§4. Zaverecné poznimky.

1. V hlavni vété jsme predpoklddali spojitost funkce f v bodé z,
(a nic vice). Tento predpoklad byl ﬁéelnjr; kdybychom jej nebyli uéinili,
byli bychom dospéli k nezddoucim zjevim. Na p¥. definujeme-li z, = 0,
f0) =1, f(z) = — Vl — 22 pro 0 < || < 1, existuje zfejmé& kruZnice
K, a je to kruinice 2* + y* = 1; tentyz vysledek bychom dostah na pr
pro tuto funkei: f(z) = + ]/l —a?
= — Vl — a2 pro iraciondlni |2| < 1. Podminky pro ex1sten01 kruzmce
K1 by tedy byly asi velmi sloZité, a mimo to by K! existovala i v pfipa-
dech, které s ndzornou predstavou ,,kruZnice kfivosti‘ maji pramaélo spo-
le¢ného.

2. V pfipadé y; = o jsme p¥imku 2 = x; nazvali ,,teénou’ ; jen
tehdy, byla-li f(z) spojitd v bodé z;. Také tato tmluva byla Géelnd, jak
ukazuje tento priklad:

Zobecnéme definici teény tak, Ze v piipadsé y,” =- oo budeme p¥im-
ku z = z; nazyvati teénou ¢; i tehdy, kdyz f(x) je nespojitda v bodé x;.
Definujme kruznici K4 jako drwe ale s touto zobecnénou definici teény.
Polozme z, = 0 a definujme f(z) pro |z| < 1 takto: Pro —1 <2< 0
budiz y = ]‘(x) dolnf pélkruznici kruznice K o rovnici 22 + z + y2 = 0

(stfed [— &, 0]; prochdzi podatkem). V intervalu (n + 1)—2 < z < n—2
(n =1,2,...) budiz y = f(x) obloukem dolni pllkruZnice na kruznici
Cy, je% prochézi poddtkem a dotykd se v bodé [n—2, n—1] pfimky = n—2.

Konetns budiz f(n—2) = n~* —n—2pron = 1, 2, ... . Snadno zjistite, Ze
f(z) je spojitd v bod& x, a Ze limf(x) > f(n—2) > limf(x), takZe f'(n—2) =
— —2 — .
s g

=—0o0 (7= 2,3,...). Sestrojujete-li krunice K(2,, %, x,), zjistite, Ze

jejich stiedy konverguji k bodu [—-— 0], takZe existuje K*= K, a¢
tato kruZnice nem4 nic spoleéného s ndzornou piedstavou ,,kruznice k¥i-

vosti‘ (nadrtnéte si aspont p¥iblizné k¥ivku y = f(z)). Podle na&i pivodni

formulace z § 2 oviem K* neexistuje, jeZto f je nespojitd v bodech x =

=12 n=23...

3. Podotykdm jeité, Ze uvahy tohoto ¢ldnku pfedpoklidaji pevné
dany systém soufadny, takZe pouhé otoéeni systému sou.{'adného miize

vésti ke komplikacim. BudiZ na p¥. f(0) =0, f(z) = V]x] sm~ pro

z =% 0; budiz M kfivka y = f(z), t. j. mnoZina vSech bodh [x, fz)].
Zavedete-li nové souradnice &, 7 libovolnym otodenim (o thel, jenZ neni
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roven celistvému ndsobku ¢&isla ™), zjistite snadno, %e v libovolné malém
okoli podatku existuji dva body mnoZiny M, jez maji totéZ £, ale réiznd 7.
Nelze tedy mnoZinu M v novych soufadnicich vyjddfiti ve tvaru 5 =
= @(§), na kteryZto tvar se jediné vztahovaly nafe vysledky. Je oviem
moZno, Ze by se aspoi ¢ast naseho vySettovani dala provésti také tehdy,
kdybvchom misto mnoziny bodi [z, f(x)] vzali prosté libovolnou mno-
zinu bod® v roving, kterd mé bod P, za bod hromadny. Tim bychom do-
stali vysledky, nezdvislé na volbé soufadnic.
*

Sur le cercle de courbure.

Le but de cet article n’est pas de donner des résultats absolument
nouveaux, mais plutét de donner aux étudiants une série d’exercices con-
cernant la limite d’une fonction de plusieurs variables. Soit donné un
nombre réel z, et une fonction réelle f(z); on va désigner f(z;) par ¥;;
P; va désigner le point [x;, f(z;)]. On ne suppose rien de la fonction f
excepté la continuité au point x,. Désignons par K(z, %, %3) le cercle
passant par les trois points (différents) Py, P,, P,; désignons par K(z,, 2,
x,) le cercle passant par Py, P, et possédant en P, la méme tangente que la
»courbe® y = f(z). Désignons par K (z,, z, | n) le cercle passant par P, et
dont le centre est situé au point d’intersection des normales & la courbe
y = f(x), construites aux points P;, P,.

Soit K le cercle qui est la limite du cercle K(ay, 25, z3) quand les
points x;, x,, x5, tout en restant différents entre eux, tendent vers z,
(le mot ,,cercle* signifie toujours un cercle & rayon positif et fini, de sorte
que p. ex. K! n’existe pas au point d’inflexion). D’une maniére analogue,
on désigne par K2, K3, ..., K7resp. la position limite du cercle K (z,, z,, 1‘3)
(z, est fixe!), K(z, 2y, ), K(xl, %y, %), K(xy, %o, 2,), K(xy, 25| 1)
K (zy, x, | n). Alors les conditions nécessaires et suffisantes pour I’ ex1sten-
ce de Kt peuvent &tre exprimées comme il suit:

1. Pour K': L’existence de la limite finie

lim M = 0.

[@1, Za]—>[ Zo, Zo] Xy — Iy
F 2,

Méme condition pour K3 et K.

2. Pour K*%: f'(x,) (== 0, =4 o0) existe. Méme condition pour K.

3. Pour K2: f est continue dans un certain voisinage de x, et la
limite finie

i 172 —F ()

2, X — Xy

+0
existe; ici, f+(x) est le nombre dérivé supérieur du coté droit (p. ex.).

4. Pour K5: L’existence de la limite finie
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- (f(x) — 1z _ () )
T - Ty (x - xo)z T — X .
Il faut encore préciser la notion de la ,,tangente & la ,,courbe® y = f(x}
au point P;. Si f'(x;) existe et est finie, on a la définition habituelle; mais,
si f'(#;) existe et est égale & +co ou & —o0, on appelle la droite 2 = =;

tangente 3 la ,,courbe‘ au pomt P; seulement dans le cas ol f est
contmue au point z;. Si 'on supprime cette condition de continuité (tout
en conservant la condition de continuité au point z,), on peut construire
des exemples bizarres (voir § 4), ou le cercle K* existe mais n’a rien de
commun avec 'idée intuitive du ,,cercle de courbure®.

NOVY DUKAZ VETY O ROZDELENi PRVOGCISEL.
Vojtéch JARNIK, Praha.

Oznadme znakem s(z) podet prvodisel, kterd nejsou vétsi ne? =.
Otédzka, jak se chovd funkce 7(x) pro x —-k o0, patiti k nejproslulej§im
problémim analytické theorie &isel. Abychom zkritili vyjadtovéani, bu-
deme ¥ikati, %e dvé kladné funkce f(x), g(x) jsou ,,téhoz tddu“, jestlize

f(2) i(z)

liminf == > 0, limsu
st §(2) T z—>+£ (%)

budeme déle Fikati, Ze funkce f(z), g(x) jsou si asymptoticky rovny
(znak f(z) ~ g(z)), jestlize dokonce

= _

<+00;

lim —
2o+ g

Jiz CeBvinv dokizal elementdrné r. 1850, ze funkce (), f(% jsou téhoz

radu Ale teprve v r. 1896 dokazah Hapamarp a de la VirrEe-Pous-

SIN,
x

7(z) ~ (M
(jde ovSem o piirozeny logaritmus). Ale tento dikaz nebyl jiz vibec
elementdrni: spoéival na theorii analytické funkece {(s); tato funkce
komplexni proménné s je definovdna, pokud redlnd ¢éast s je vétsi ne# 1,
rovniei

logx

1) Ze tato funkee souvisi s prvoéisly, poznal jiz EULER, ktery pro s > I od-
vodil rovnici (souéin se vztahuje na v8echna prvoéisla p)

2 S =TTo+r s>+ 0= [[——

n=1 » i l—p
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