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Polet ¢lenit determinantu, neobsahujicich urdité
Co prvky.

Dr. Jaroslav Jarusek.

V Cldnku stejného nazvu v piedeSlém rocniku tohoto Casopisu
(str. 333—342) odvodil p. Knichal souétovy vzorec pro pocet Clentt
v rozvedeném determinantu stupné n, jeZ neobsahuji Zadny z urci-
tych prvki. Tyto vyloucené prvky isou obsaZeny, je-li n = ou <+ a,
0= a<<u, v o skupinich po w? prvkii, v nichZ se protind vZdy
priiznych fadkd a o sloupcit a v jedné skuping o a? prvcich, v nichZ
se protind zbyvajicich a fadki a a sloupcii. Takové souétové vzorce
jsou zajimavé, ale nehodi se pro skuteény vypodet.!) V nasledujicim
odvodime zcela jednoduchy vzorec pro pfipad daleko obecnéjsi. Po-
dame nejprve znamé odvozeni,?) nepatrné upravené, pro podet &lenil
determinantu, jeZ neobsahuji Zadny z prvkii hlavni diagonaly. Od-
vozeni bude trochu obS$irnéjsi, neZ jinak by bylo tfeba, ale dosta-
neme z ného pak pfimo obecny pfipad.

Méjme determinant stupné rn

ay, Q... Q0
‘121 022 cee 02,1

Qm An2 ... Qnn

Subdeterminant pfislu¥ny soudinu @;aj;... aw oznaéme Djj.. .k
Hledeime c¢leny, jeZ neobsahuji Zadny prvek hlavni diagondly. Od
D odecteme kazdy diagonalny prvek, niasobeny jeho subdeterminan-
tem, to jest vyraz

ay, D, +a,,D,+ ...+ apnDp.

V tomto vyrazu v8echny &leny determinantu, obsahujici jen jeden
diagonalny prvek, se vyskytuji  jedenkrat, ale souciny -obsahu-
jici vice diagonalnych prvkii isou tu vicekrdte. Souciny, obsahujici
- dva a ne vice diagonalnych clentl, jsou tu dvakrite. Proto kazdy
takovy ¢len musime jednou pficisti. Pfidime vyraz

Ay, A3 Dyy + 0y, @33 Dyy 4. . .+ An—1,n—1AnnDn—1, n.
1) Pozn. red. BudiZ upozorn&no, Ze_cilem price p. Knichata bylo pravé

skuteéné explicitnf vyjad¥eni poltu Clentt determinantu, o néZ bé&Zelo.
2) Baltzer: Theorie und Anwendung der Determinanten, p. 29.
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Ve vyrazech dosud vypsanych jsou souciny, které obsahuji t¥i
prvky z hlavni diagondly, obsaZeny kazdy v poétu | — (3)+(3)=1.
Odecteme tedy vyraz

Q3 Qo A3y Doy + @1y Q22 @y Doy + . .

Tak vidine, Ze vSechny Cleny determinantu D, které neobsahuji
Zadny prvek hlavni diagondly, jsou dany vyrazem

D —(ay; D, + @y9:D; + - . . 4 @pnDn) + (011095 Dy5 + 0, 0y Dy +- .« .
“+an 1, n—18nnDni, n)“(anazzasleza+a11a22a44D124+--°)+--‘ (l)

VSechny cCleny jsou tu vzaty se spravnym znaménkem, ponévadZ
kaZdy nunor pfisluSny k libovolnému soudinu diagonalnych prvki
Q;iQjj ... e rovnd se pfisluSnému subdeterminantu D;; ..« se
znaménkem kladnym. ‘

Pro pocet uvaZovanych ¢lenit dostavame z (1)

nt — (’l’) (n—1)!+ (") (n—2)1. ..+ (=1)n (g)z

—nf1—dd— ) @)

Vzorec stejného tvaru jako (1) plati ale také v kazdém- zcela
obecném piipadé, kdy méame najiti Cleny determinantu D, jeZ ne-
obsahuii Zadny prvek z libovoln& dané skupiny prvki. Tuto skupmu
oznaCme A. V tomto pfipad& ve vyrazu

auDl + (122 Dg _I"‘ .o + aﬂﬂDﬂ

misto prvkdl a;,, @y, ... @, vezmeme v3echny prvky skupiny A.
Misto vyrazu a,,a,,D,y+a;,053D;3+.. vezmeme souliny po dvou
prvcich z A, zndsobené piisluSnymi subdeterminanty, ale jen takové
souciny, které mohou byti obsaZeny v néjakém &lenu determinant-
nim v D, tedy ne z jednoho Ffadku nebo z jednoho sloupce. Podobné
dale. Spravnost toho je patrna z postupu pfi odvozovani (1). Ke
kazdému soulinu musime p¥idati jeSt€ znaménko takové, jaké mu
pFislu§i v determinantu D (misto subdeterminantti bereme minory).
Jedna-li se pouze o pocet té€chto Clenil, nezdleZi na onéch znamén-
kich. Podle takto upraveného vzorce (1) v kazdém specidlnim pFi-
padé najdeme pocet hledanych clent. -

Jednoduchy vysledek dostaneme, kdyZ vylu¢ované prvky tvofi
Stvercové skupiny (kdyZ po pfipadé fadky a sloupce v D napfed
vhodné prestavime). Pfi tom Zadné dvé &tvercové skupiny nemaiji
spole¢né fadky nebo sloupce. Sem spada také pfipad p. Knichalem
uvazovany. Tvofi-li v determinantu D prvky, jeZ maji byti vylou-
deny, &tverce z i, j, k,. ... I fadkt a sloupcii, oznaéme jej D; k..
(Nyni indexy pfi D man jiny vyznam neZ na podatku.) Pfi tom
mohou byti v tomto determinantu fadky a sloupce, jeZ neobsahuii
74dny vyluCovany prvek. Jest tedy i +j+ k-+.... +1=n. Na pf.
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a1y @y Oy
gy Qyy Qo
A3, Qg Qg
a, Q
s, ax;
066

v Dsh =

V ném jsou vypsany pouze prvky, jeZ mame vylouciti, Ctvercové
skupiny vyludovanych prvkii oznadme Ai, A.,.... . Podle (1) od D
ubereme nejprve kaZdy prvek ze skupiny A, nasobeny p¥islu$nym
subdetermmantem Rozvedeny tento vyraz obsahuje @ -7+
+....+8).(m—1)! &leni. Pak vybirime po dvou prvcich ze
qkupm Ai, A2, As,... a nasobime pfislu$nymi subdeterminanty. Ty
dva prvky miiZeme brati bud z téZe skupiny nebo po jednom ze
dvou riiznych skupin. Z 1. skupiny Ai o #* &lenech mtiZeme vybrati
dva prvky, tak aby nelezely v témZ fadku nebo v témZ sloupci,
2(i—
21
s kazdym prvkem pfisluSného subdeterminantu v A, pfi CemzZ kaZzdy
ten souCin dostaneme dvakrat. Bereme-h po jednom prvku z prvni

—1)2
—~ zplisoby. MiiZzeme totiZ kaZdy z i* prvkid spoiiti

celkem

a ze druhe skupiny, dostaneme ” {' Clenii. Celkem tedy vyrazu
Q,,0ys D,y + 0,043 815 + . .. v (1) odpovida

@i —1)2 JG~1) 2 ke

[%2! AP T =2

¢lenit. Déale bereme po tfech prvcich ze souhrnu A a nasobime pii-
~sluSnymi subdeterminanty. Tfi prvky ze skupiny A: miZeme vziti
2i—1)2(i—2)?

zpusoby, dva prvky z A: a jeden z A: miiZeme vziti

31
2(i—1)* . , .
a1 1T zplisoby a po jednom prvku z Ai, A2, As miZeme
) 4

2

]
vziti zplisoby.

IRINT |

Odtud je jiZz vidéti i dalSi postup. Hledany pocet Cleni jest
> ) 2(i—1)r | jo(j—1)z

Pijk...l‘—‘ﬂl-—[%-l-{—i-}-...] (n__|)!+[- (i—1) +1 G - ) +

22 2k (o |2E— 1)9’(1——2)2
tantante ](” 2! [ 3

PTG R ek

.

4ok -+ 3)
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Tomuto vzorci miiZzeme dati jiny tvar. Délme jej ~soucinem
i'j'k!.... 1! Pak bude na pf.

2 (i —1)? (i — 2)? (n—3)!__(i) (n —3)!
30 T\ =L
(i —1)2 jo (n-—3)!_(i)(j) (n-3)!
20 1V 0 \2 =G —D&. I

Pak Pijk...; bude se rovnati souCinu z i!j!k!.... 1! a vyrazu
it ) @t gt ]+
+[(;) ' (,-;-)—!—j?'-.i'“L(i)(j)(z—l)'8:12))"k....n+'“]"
_[(;)(l__(%'—]_f)_wr +( )({)(i—z;f(yj)n)t...zi+'°""

i j) (k) o (n—3)! ] 4
+ (1)(1 Uisyig=ne—yatft @
(n—3)!
—2)IG—DL.I"
cela cCisla, ponévadZ udavaji pocet jistych permutam s opakovanim.
Jest tedy vyraz (4) celé Cislo a Pijk...1 jest vidy délitelno sou-
Cinem #!'j!... 0!

Pro sestaveni vyrazu (4) mohli bychom si na pf. stanoviti na-
sledujici pravidlo: Vybirame souliny vyluCovanych prvkit jen
z hlavni diagonaly. Je-li subdeterminant z D pf'islusny k takovému
r)!

¥ -krat.
Toto cislo udava, kolik Clenu ma rozvoj determinantu Dyj.. v sou-
diny determinantt stupfid i,j,..., 0, pfi demZ tyto determinanty
tvofeny vZdy z tychZ fadki (determinanty stupné i z prvnich @
iadkf, determinanty stupné j vidy z nasleduiicich j° fadkid atd.).
Na pf. dva prvky z prvni skupiny a jeden prvek ze druhé skupiny

oy ANy . L e
miZeme vybrati (2) ({) zpusoby. Kazdy ten soudin ma subdeter-

VSechny zlomky v tomto vyrazu, jako na pr jsou

soucinu stupné r tvaru Dyj. . r, vezmeme tento soudin 7 ,'],,

minant tvaru D;—2 j1,%...1 a bude tedy vzhledem k t&mto souiniim

ve (4) vyraz (l) (1) (,_2)?21—_31))'. o kY

Na pf. pro determinant Ds21 v¥Se vypsany je vyraz (4)
6! ! 5l 4! 4! 4!
3121 ( a2 sv+ﬁ)+(9-ﬁ+3-sﬁ+3-§:—zi)—

(3'+13 ! 6. 3a)+( 21

JH1L 2') 6 1=3.

-
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Jest tedy .
Ps2s = 31211!.3=36.

Zde a zrovna tak v mnohych jinych p¥ipadech dostaneme Pij...;
mnohem jednoduseji piimo. Cleny bez vypsanych prvkt miiZze davati
pouze jeden soulin dvou determinantil tfetiho stupné a jest tedy
P321:6.6:36.

Tak jako isme odvozovali vyrazy (3) a (4), mohli bychom od-
vozovati P je§té v jinych pfipadech, na pf., kdyZ vyluCované prvky
tvofi skupiny obdélnikové. Tvofi-li tyto skupiny obdélniky o svi-

slych straniach s &, i,...,0 prvky a o vodorovnych stranich s i”,
i’,....0" prvky, pak ve vzorci (3) misto CGisel %, (i — 1)?, 22—
—1)r(i—2), ... bude i, I(i'—1).0"G@"—1), i@ — 1) —2).
'@ —1) " —2),... Ve vyrazu (4) miiZeme pak vytknouti riizné
soudiny, na pf. i1j' V... 0"V nebo i'tj")...I'"' atd. MiiZeme tfebas
vziti soucin faktoriel vSech vétsich ¢&isel ze dvoiic &, i"; 7, i";....
Délime-li na pf. soucinem i'!j!....I\, upravuieme vyrazy ze (3)
podle vzoru
PE—0) (=17 (a—3) (i (] (n —3)!

2T 1 'z"!j'!...l'!“(z)(1)'(1"—2)1(;"—1)1...1!'

Také misto determinantu D mohli bychom vziti matici obdél-
nikovou.
%*

Le nombre de termes d’un déterminant qui ne contiennent
pas certains éléments donnés.

(Extrait de Particle précédent)

Choisissons, dans un déterminant D, un groupe arbitraire A
d’éléments. La somme de termes du déterminant D qui ne con-
tiennent aucun élément du groupe A est donnée par la formule

D —(aD,+ bDy++++) +.(abDgp + acDoc + - -+ ) — (abcDgpe + - - - ),

ot a,b,c,... sont les éléments du groupe A, Dgp... désigne le
mineur, affecté du signe convenable, par lequel est multiplié, dans
le développement du déterminant, le produit abc... On prend
pour abc.. . . tous les produits possibles des.éléments de A, formés
de maniére que chaque produit ne contienne qu’un élément de la
méme ligne et de la méme colonne.

L’expression ci-dessus fournit directement le nombre P des
termes du déterminant D ne contenant aucun élément de A. Si,
p. ex,, le groupe A se compose de plusieurs matrices carrées ayant
respectivement i, j, k, . . ., [ lignes, deux quelconques de ces ma-
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trices n’ayant jamais de lignes ou de colonnes comunnes,!) P est
donné par Pexpression (4), multipliée par i! j! k!...I! L’expres-
sion (4) est, en tout cas, un nombre entier.

Si 'on prend au lieu de matnces carrées, des matnces rectan-
gulaires ayant, respectivement, 7, k,... lignes et ", ;" k", .
colonnes il faut remplacer, dans (3) les carrés 2, i® (i—l)2 ..
par I, ", i (' =1 i" ({@"—1),.

On obtlendralt facxlement ‘de formules semblables encore dans
plusieurs autres cas.

1) Cest d’un cas spécial de ce genre que s’est occupé M. Knichal
(v. ce Journal, t. LV, p. 333—342). -
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