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O kubickych systémech kuZelosetek
se spole¢nou normalou.

Napsal Jifi Klapka.

Tateme-li se po kuZeloseCkdch svazku & dudlniho svazku
(fady), pro n&% dand pfimka n jest normdlou, jsme vedeni k v&tdm:

le-li O, orthocentrum a O';
bod s O, konjugovany vzhledem
k svazku, poldry bodu O, vzhle-
dem ke kuZeloseCkdm svazku
tvofi (obecn&) paprskovy sva-
zek o sttedu O'», jehoZ paprsky
protinaji n v bodové fad& projek-
tivni s Desargues-ovou involuci,
svazkem na n vyfatou. 3 samo-
druZné elementy této korespon-
dence [1,2] jsou ony body, jimiZ
prochdzeji hledané kuZelosefky
a to tak, Ze jejich teCny v té&chto
bodech jsou incidentni s On.

Je-li n’ pfimka s n konjugo-
vand vzhledem k dudl. svazku,
pak pély piimky n vzhledem
k jeho kuZelosedkam tvofi (obec-
né) bodovou fadu na n’, promi-
tajici se z O, v paprskovy sva-
zek projektivni s involuci te€en,
jeZ lze vésti z O, ke kuZelosel-
kdm dudlnfho svazku. 3 samo-
druZné elementy této korespon-
dence [1, 2] jsou ony pfimky,
jichZ se hledané kuZeloseky do-
tykaji a to v bodech leZicich na n.

Proto: Ve svazku (dudinim svazku) obecné existuji 3 kuZelo-
se¢ky, pro néZ dand pfimka jest normdlou.

Z uvedeného vyplyvaji tyto konstrukce :
Je-li normdla n — a tudiZ i orthocentrum O, — déna

a mimo ni body A, B, C, D base
svazku (obr. 1.), oznalme spoj-
nice (AB), (AC), (AD), (CD),
(BD), (BC) po tadé hy, h,, hy, k,,
ks, ks. Spojnici praseéiku A; . k;
s O, oznatme r;. PHimky ¢, pro
né€Z (qirih; ki) = —1, prochazeji
jedingm bodem O, a protinaji
n v bodech Q;, projektivn&
pfifazenych dvojicim priiseikl
n.h=H an.ki=K, jef ndle-
Zejl té%e involuci.

a mimo ni ptimky q, b, c, d base
dudl. svazku, oznadme prisedi-
ky a.b, a.c, a.d, c.d, b.d,
b.c po tfadé H,, H,, H;, K,, K,
K. Pruisetik spojnice (H; Ki) s n
oznatme R;. Body Q; pro n&
(Q:R:H;K)= —1, leZi na jedné

‘pHimce n' a promitnuty z Op

ddvaji paprsky ¢; projektivn&
piifazené dvojicim- paprské
OnH)="h, (OnK)=ki jeZ
naleZeji téZe involuci. '
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Zvolme libovolnou kuZelo-
seCku & jdouci orthocentrem.
"~ Z n&ho Q; se promitd na A do
Q'i, podobné H; a K;do H”; a
K”;. Posledni 3 dvojice bodfi

2,

Obr

néleZeji opé&t jediné involuci a
jejich spojnice jedinému svazku
o stfedu N.

. Je-li ¢5=(Q:i Q') a k kuZe-
,loleéka urfend body -On N a
Si.. 7

Zvolme libovolnou kuzelo-
seku h jdouci orthocentrem.
Z ného Q; se promitd na A do
Q'i. Mimo to /1 se€e posledn& jme-
nované dvojice paprskit v dvo-

X, s
! |
: g
a ;
' I
K,
7 & =T
3 ! ‘v E R Y
% .
7[-?
1

jicich bodt H";, K" jejichZ
spojnice s; ndleZeji jedinému
svazku o stfedu N.

Je-li ¥ kuZelosetka urlend
body O, N a si.q;

pak h ak se protinaji mimo v 0,. jesté& ve 3 badech, promitaﬁcic‘h

e z O, v tetny x,, x,, X, hledanych kuZeloseZek m,, ms, m3

Prﬁ-

seiky t¥chto tefen s n jsou jejich body dotyku X, X,, X




177

Také promitneme-li body Q’; z libovolného bodu O na A do
paprsklt p;=(0Q’), kuZelosetka [ urlend body O, N, p;.s; protind
h mimo v O v bodech, promitajicich se z O, v x,, x,, X;.

Je zfejmé, Ze — jsou-li body (pfimky) base svazku (dudl. svazku)
redlné, aspoii jedno ze tfi feSeni jest redlnd kuZeloseCka. Je-li tato
zndma, zbyva dloha kvadratickd, jiz lze vysloviti takto:

Dédna kuZeloseCka m,
body ABCDX,. Sestrojiti ku-
Zelosetky m,, ms, prochédze-
jici body ABCD, pro né&%
normdla n kuZeloselky m,
v X, jest téZ normélou.

Znamym zplisobem sestro-
jena tefna x, kuZeloselky m,
v X, a normdla n. Oznalme
spojnice (AB), (AC),(AD), (CD),
(BD), (BC), po tad€ A, hs, hy, k,,
k,, ks a spojnice priiseCik f;.k;

Obr. 2.

Dédna kuZeloselka m,
(obr. 2) teEnami abcdx,. Se-
strojiti kuZelose&ky my, m,,
dotykajici se pfimek abcd,
pro n&% normdla n kuZelo-
selky m, vjejim bodé& styku
s x; jest téZ normdlou.

Znidmym zphsobem sestro-
jen dotyiny bod X, telny x,
s m, a v ném normala n. Oznac-
me priisetiky a.b,a.c,a.d, c.d,
b.d, b.c po fad® H,, H,, H;, K,,

Casopis pro péstovani matematiky ‘a fysiky. Roénfk LVI. - 13
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s Onr:i. Dvojice hik; protinaji n K;, K aprliseiky spojnic (HK;)

v dvojicich bodtt H';K ',, jeZ né- s n R.. Dvojice H;K; promitaji se

leZeji involuci. . z Opna ndo dvojic bodtt H';K';,
jeZ ndleZeji involuci.

Jeji stfed volme za stfed pomocné kuZeloseCky /4, jeZ budiZ
rovnoosou hyperbolou o jedné asymptoté v n.

Je-li (HiH") | (KiK™) || x, a Spojnice (H;H3) a (K:K")
H";K"; dvojice bodi leZicich protinaji 2 v konetnu v dvoji-
v koneCnu na h, pak spojnice cich bodtt H"; K"}, jejichZ spoj-
(H";K") nice

néleZeji témuZ svazku o stfedu N> v nekonelnu. x, protind %
v kone¥nu v bod€& U a spojnice (UN>) touZ kfivku v bod& O.
Budiz ‘

(qirihiki) =—1 a ¢'; rovnob&zka (QiRH:K;})=—1 a g; rovnobgz-
s X, incidentni 8 priiseikem ka s x, incideatni s Q; Pakg;
q:.n. Pak ¢';

protind & v konefnu v bod& Q’; a je-li Q"; priseCik spojnic
(0Q'y) . (H":iK";), 3 body Q"; leZi na téZe pfimce A protinajici &
v obou bodech, jimiz — rovnob&%Zn€ s x, — prochdzeji teCny x,
‘resp. xg hledanych kuZelosefek m, resp ms. Jejich body dotyku
le¥i na n.

Je zfejmé, Ze v obou poslednich konstrukcich bod O na &
byl volen tak, aby / se rozpadla.

Neni bez ufitku pfedchozi vysledky verifikovati analyticky.

KuZeloseZka, jejiz rovnice v homog. soufadnicich

bodovych jest piimkovych jest
f=Zayxixk=0 p=2apuiur=0
ik=1,23 :
mé evolutu o pfimkové rovnici
E(f) = aw(u) - | E(@)=aer(u) —
), 43 @ 1 103 Gy5 Q3

Ay Qg Qg5 Uy Gy Aoy Uyq wz
Qg4 Qgs Agg Us| @3, Age A3y Wy
u Uy u; 0 w, Wy, w3 0

Zagwer=0, —o(u) =0,

‘kde a= {aml 0 =5 13 g’ (:‘) jsou soufadnice orthocentra pfimky (u,,

Uy, u.?za o(u)=0 jest. piimkova rovnice absolutnf kvadriky.?)
ovnice E(f)=0 i E(p) =0 jsou kubické vzhledem ke koe-
ficlenttim ay, iak jsme mohli podle uvedenych konstrukci ofekavati.

1) Gundelfinger, ‘Kegelschnitte p. 215.
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Proto charaktenstlkyﬁ) podminky, jez vyjadiuje, Ze kuZelosecka ma
normélu n(u,, Uy, i) jsou e =f=1. Odtud vyplyvaji pro pocet p
kuZeloseCek,’) urlenych n body, m tenami a r normdlami, (cay-
ley-ovskyml) Cisla:

n m r D
4 0 1 3
3 1 1 6
2 2 1 8
1 3 1 6
0 4 1 3
3 0 2 9
2 1 2 14
1 2 2 14
0 3 2 9
2 0 3 23
1 1 3 28
0 2 3 23
1 0 4 51 .
0 1 4 51
0 0 5 102

V dal§im budeme vidy kldsti n(0,0,1) i 0.(0,0,1), takZe
w,=0,=0, o,=1, w(0,0, l)_u1w1+u2w2+u3ws.—l Tyto
hodnoty vioZeny do E(f)=0 a E(¢)=0 dévaji tutéZ rovnici

_gEa"aas (a1 @5y —a;,?) =0 4))
8 =205 013 Ay — Oy, Q13 — A1, A3 =0 " (1a)
Ptejme se nyni, v jakém vztahu k pfimce n a jaky musi byti
svazek (dudlni svazek), aby pro vice neZ 3 — a tudiZ pro viechny —
jeho kuZelosefky piimka n byla normdlou.

Jsou-li k,, k, dv& kuZeloseéky uvaZovaného svazku (dudl. svazku)
o rovnicich

&ili

fO =Zad x;xe=0, fO=Zaf xix=0,
(q)(l) = Ea,k u;u =0, (P(n) = zatk Ui uk =0)

a vloZzime-li do (1) ax=4, ap + 4, ag’, vznikne kubickd rovnice,
které mé& byti spin&na identlcky Annulovanim koeficientl obdrzime
tudiZ 4 nutné i postalujici podminky proto, aby svazek (d. svazek)
mé&l Z4ddanou vlastnost.

Tfi z nich obdrZime ihned uvaZujeme-li zvrhlé kuieloseéky
Rovnice a=0 mus{ miti tyté¥ kofeny jako

Q33 (4, Qg3 — A13?) =0
vzhledem k (1). Odtud je patrno, Ze

*) Viz na pf. Clebsch-Lindemaun, Vorl. uber Geometne Ip. 390 a 40t1.
3) Clebsch, 1. c. p. 403 rovnice (9). .

13¢*
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- kdykoliv svazek (d. svazek) ma 2iddanou vlastnosft,
jedtra zvrhld kuZeloselka prochdzi orthocentrem (obsa-
huje normélu) a zbyvajici maji své dvojné body (pfimky)
incidentni s n(0n).

Spinénim téchto podminek jest toliko zaruleno, Ze kubické
bindrni formy na levych strandch poslednich 2 rovnic maji koefi-
cienty um&rné, nikoli v3ak, Ze rovné, nejsou-li vesm&s nulami.
T. j. tyto podminky jsou také postaCujici samy o sob¥ toliko tehdy,
vime-li jest&, Ze v3echny kuZelosetky svazku (d. svazku) jsou zvrhlé.

Abychom nalezli ¢tvrtou podminku, povS§imnéme si vpfedu uve-
dené pfibuznosti [1, 2]. Nechdme-li stranou trividlni pfipad, kdy On
jest polem pﬂmkyn (osy) pro v3echny kuZeloseky svazku (dudl.
svazku), Ize rovnici této pffbuznosti psiti ve tvaru

Xy (kg y )12 + Kys Y1 Vs + Kao 13?) + X (L 012 + hodi Ve + 12 15%) = 0.
M4-li miti vice ne¥ tfi body samodruZné, musi byti
ks, = ks + Ix_x =kys + Ly =1, =0,
takZe posledni rovnice pfejde v

(%92 — X3 )1) (Ky2 Yy + ka2 y5) = 0.

odkud je ihned patrno, Ze involuce bodfi (tefen), jiZ svazek (dudl.
svazek) vytind na n (vysild do O,) jest parabolickd a Ize vysloviti
pomocnou vétu:

A) JestliZe vSechny kuZeloseCky

svazku nejsou zvrhl€ a méji spo-

le€rou normdlu, pak

dudlniho svazku nejsou zvrhlé
a maji spole¢nou normélu, pak

1) bud tato jest pro v3echny osou

2) nebo v3echny prochdzeji
bodem A na n a majl v n&m
spole¢nou’ tednu, kterd

a) jest incidentni 8 O,
b) nenf incidentni{ s O,
ale tedny v8ech kuZelose&ek svaz-

ku v jejich prisecicich s n (od
Arﬁznych) tvofi svazek paprs-

2) nebo vsechny se doty-
kaji ptimky a incidentni s O,
ve spolecném bodg, ktery

a) leXi nan
b) neleZi na n,

ale body dotyku vSech kuZelo-

selek dudl. svazku (sod arliz-

nymi teénaml z Op) tvori bodo-

vou ¥adu na n.

kit o stfedu Op.*)

Neni-li ‘7. normalou vdech kuZeloselek’ svazku (dudl. svazku)
. mhZe se stiti dvojim zplisobem, %e 2 z ¥ feSeni m,, m,, my sply-
vaji. Jest to jednak tehdy, kdyZ na pf. O,.a n jsou pro m, pélem
~a poldrou. Pak jest m, =m, a ]est tomu tak v kaZdém m, obsa-

%) Jestlize v3echny kuie]ose(‘,ky svazku se navzajem dotgka;i v bodé A,

Léou v _persp. kolineaci o stfedu A a ose o, jeZ jest spo;nici zbyvajicich bodit
ase. Proto On a o jsou incidentni v uvaz. pfipadé.
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hujicim svazku (duél. svazku) a m, nazyvam kuZelosetkou dvojnou.
Je-li tomu tak v uritém (ale ne v kaZdém) svazku (dudl. svazki)
nazyvdm jej teCaym a m, jeho kuZelosetkou dofylnou. UvaZuji-li
svazky o tfech v jednom splyvajicich FeSenich, tfeba rozeznivati
svazek a kuZeloseCku inflexni od teCného svazku s dvojnou kuZ.
dotycnou a svazek obsahujici kuZelose&ku z‘ro;nou Oznadeni je ana-
logické onomu v geometrii bodové.

i 1.

V linedrnich systémech kuZelose¥ek nejbliZe vy3si dimense t. j.
v siti a dudlni sifi, existuje obecn& cely systém S, resp. o, kuZe-
lose&ek, z4visly na jednom parametru, jehoZ kuZeloseky ma;i danou
normdlu. Jsou-li

fm= Zap x; Xk =0 resp. qz(")‘—Z'am uu,=0,
ik,n=1...3

tovnice tfi kuZeloselek sit& (dudl. sité) ki, ky ks, jex neﬁéleieii
témuZ svazku (dudl. svazku), pak jeji obecnd kuZelosetka k¥ md
rovnici

=2 YV 4O+ 2,f0 =0 resp. =29V + 4,9 + 4,99 =0,

takze ag=A,0% + 4,0 + A, d. A, 4, 4; jsou tedy soufadnice
kuZelose&ky sné a nazveme-li je té% soufadnicemi bodu — obrazu
oné kuZeloseCky — obrazem systému S, resp. o, jest kfivka (ro-
vinnd) g,. Tato kfivka jest kubickd (totéZ pravime o S, a g,), jak
snadno ové&fime vloZenim uvedenych vyrazdi pro ax do (la); rov-
nice takto ziskand jest vskutku rovnici g;.

Pro dal$i jest podstatnd véta:

A) g, jest raciondlni. (Toté%Z pravime o S, a ¢,.)

Plati obecnéji:

B) Jestlize existuje neincidentni pfimka n a bod O,
takové, Ze toliko jedind kfivka c, algebraickéno systému
2 algebraickych kfivek (o dvou parametrech) se dotyka
obecného paprsku p, incidentniho s Os, v jeho priseéiku
s n, ktivky ¢, (pfi promé&nném p) tvofi raciondlni systém
0 1ednom parametru.

Vskutku, kfivky ¢, posledn& jmenovaného systému jsou ledno-
jednoznalng phfazeny bodfim nan, jeZ jest rodu O. takZe véta B)
jest zfejma. Klademe-li za X sif resp. dudl. sif kuZeloseCek, obdr-
Zime vé&tu A). :

Tato vyplyva téz snadno’ﬁ)zrovnice (1a) kubiky g;. Je-li matice

M 2
.. (M)

aiz ai 013
a) a? o

% Uvadim-li B), jest to proto, aby byla zfejma moZnost zobecn&ni na-

sledujicich dvah pro linedrni systémy alg. kfivek fadu n.
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fddu 2 — a jen tehdy — v siti existuje jedind kuZeloseCka dvojnd,
pro niZ norméla n a bod O, jsou poldrou a pélem. S tim soudasné
fimky o rovnicich a,; =0, a,, =0 maji spoledny jediny bod O,
jen% jest obrazem oné kuZelosetky dvojné a jenZ ]est stfedem svaz-

ku phmek
Aa,; — ua,, =0. . )

Pfimky tohoto svazku protinaji g, jednak v dvakrit politaném
bodé& O, jednak v bodé& leZicim na pfimce

ay, A2 —2a, 4p + g pu® =0. . (3)
Tato jest tehdy a jen tehdy incidentni s O, kdyZ jest
af? ~ af? af} |
a3 a ag‘;? =0

af? -2a{ A uralu’ o 2-2aRAu+aBi?, af) 2~ 2033)1u+a§§),u2} 4)
Koteny posledni rovnice charakterisuji teny kubiky g; v dvoj-
ném bodé O. Neni na Gijmu obecnosti, pfedpokldddme-li, Ze kuZe-

losetka, jejim% obrazem jest 0, je k,, takZe afy =a%) =0 a rovni-
ce (4) se redukuje na

(al¥ o — o aB) (@ 22— 20D 2u + o ) =0, (5)
kde prvni Cinitel na levé stran& jest od nuly razny vzhledem
k pfedpokladu ulinénému o M,. Tento pi‘edpoklad se vskutku re-
dukoval na ot o) — o o +
kterd%to nerovnost jest nutnou a post. podm{nkpu toho,

aby orthocentrum nebylo bodem
hessieny sit&, k némuZ konjugo-
vany leZi na norméle.

aby normdla nebyla pfimkou
duélni sit& k niZ konjugovani
prochdzi orthocentrem.

(Jest moZno, aby O, leZel na hessiené sité, aniZ by konjugo-
vany bod leZel na n. Jest to v tom jediném pfipad&, kdyZ %, jest
zvthld a méd dvojny bod v O, (af =0). Rovn&: duilng). ‘

Za téhoz predpokladu o M; bod O jest tehdy a jen tehdy
trojny, kdyZ podle (5) jest

) =a =ad =0 tj tehdya;t kdy?

_ sif obsahuje dvakrét potitanou duélni sif obsahuje 2X poci-
normélu jako prvek. tany svazek paprskii o stredw
v O, jako prvek.

- &, se miize je3t€ rozpadati a rozpadd jif jen v tom¢®) dalSim
pﬂpadé

%) Jak snadno lze nalézti diskus{ na pf. parametrickych rovnic kubiky
&, jez z (2) a’(3) vyplyvaji ve tvaru




kdy¥% aspoii jednu z teden «,
# vedenych z O, ke k; kuZelo-
seCky sit€ protinaji v dvojicich
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kdyZ aspotii z jednoho z prii-
selikll e, 3 kuZelose¥ky k; s n ke
kuZelosetkdm dudl. sité vych4-

zejici dvojice telen ndleZeji je-

bodf, jeZ ndleZejl jediné involuci.
diné involuci. :

Je-li tomu tak g, se rozpadd v kuZelosetku a ptimku, je% se
v O protinaji &i dotykaji podle toho, jsou-li @, 8 rlizné & splyvajlci.
B,) Je-li tomu taki pro e i pro g, které jsou rlizné, g, se roz-
padd ve tfi piimky g®, g@, g® z nichZ prvni dv& se protinaji
v O ajsou obrazy prvnich dvou ze tiH svazkdt SO, §@, SO (duil.

svazklt o®, 0@, ¢®), v néZ se rozpadd S, (0,). KuZelosetky

svazku S® resp. S@ se vesmés
dotykaji teCny e resp. 8 v jejim
priiseiku s n. Tento bod a te€na
jim jdouci uréuji dva nekonecné
blizké body base svazku a zby-
vajici PM, QM resp. P@, Q@ lezi
na k;.

dudl. svazku o) resp. 6@ ve-
smés prochazeji bodem a resp.
£ majice v ném te€nu incidentni
s Op. Tento bod a te¥na uruji
dvé nekonel&né& blizké teny base
d. svazku a zbyvajict p®, q®
resp. p@, g@ se dotykaji k,.

SO, §@, ¢, ¢@ zfejm& spliiuji podminky 2a) pomocné vty
A) odstavce I. Jak jest tomu s S@ (¢3)?

KuZeloselky svazku S®
protinaji n kromé& spole&ného
jejich bodu na & jest&€ v dru-
hych bodech a teEny v téchto
bodech k nim sestrojené tvofi
paprskovy svazek?) o stfedu U =
= (PO, QM) . B. Je-li obdobné&
V=(P9?,Q®).a, existuje v S®
a 8@ po jedné kuZelose&ce do-
tykajici se spojnice (UV) v jejim
priiseCiku s n.

KuZelose¢ky d. svazku o)
kromé& spole&né teny incidentni
s a vysilaji do O, jeSté druhé
te¢ny, jejichZ body dotyku tvoff
bodovou fadu na pfimce u=
=(pW.qM, B). Je-li obdobn&
V=(p®@.q®@, a), existuje v o®
a 6@ po jedné kuZelose&ce do-
dotykajf se v prliseliku u.vjeho
spojnice s Op.

Té&mito 2 kuZelosetkami je stanoven svazek S® resp. dulni
svazek 0@, jenZ spliiuje podminky 2b) pomocné véty A) odstavce I.

Nyni lze vysloviti véty:

C) K tomu, aby g, méla toliko jeden bod vicendsobny jest nutno

a staél, kdyz

oty = (@2 — a@u) (af? 22 — 20 A + o) ud)

oly=— (@1 —afu) (afd 2 — 20 1+ u?)

ol = (afY 4 — aRu) @R 22— 22 Au+-aQ u?) —
— (@22 —a@u) ()42 —2a{) 2+ al) u?).

7) Jak snadno nalezneme, aplikujice na Sturmovu vétu o tfech kuZelo-
sefkach, jdoucich dvéma body, na tyto t¥i kuZelosefky: ks, 2)X politanou n

a obecnou kuZelose¥ku svazku S(1),
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orthocentrum O, pFimky n
neni takovym bodem hessieny sité,
k némuz konjugovany leZi na n.

normdla n nendleZi hessie-
né dudl. sité tak, aby konjugo-
vand pFimka prochdzela ortho-
centrem Op. .

Neni-li tato podminka splnéna, g, jest reducibilni.
Je-li splnéna, g, jest ireducibilni, kdyZ ddle

1) sit neobsahuje dvakrdt
pocitanou normdlu jako prvek.

2) Zddny z priseCiki ku-
Zelosecky ky s n spojen s Op
neddvd tecnu Cayley-0vy kfivky
sité,

Predpokladéme-li koeficienty aff

1) dudl. sit neobsahuje 2X
pocitany svazek paprskii o stredu
O, jako prvek.

2) Zddnd z obou tecen vy-
chdzejicich z Op ke kuZeloseéce
ks neprotind n v bodé- Cayley-
ovy kfivky dudl. site.

) redlné, mizeme nyni vély

projektivni geometrie rovinné rac1onalni kubiky pfendSeti na S,
resp. g,, ptipojime-li z rovnice (5) zfejmou vé&tu:

D) Ireducibilni g, md v O bod 1) uzlovy; 2) isolovany; 3) kus-

piddini tehdy a j. t., kdyZ k,

seCe normdlu n ve dvou bo-
dech 1) redinych riznych 2) sdru-
Zenéimagindrnich 3) splyvajicich.

md se svazkem o stfedu Oy
spolecné dva paprsky 1) rediné
riazné; 2) sdruiené imagindrni;
3) splyvajici.

- O raciondlni kub. kfivce plati, jak zndmo,?) tato véta:
,Kfivka md tfi inflexni body leZici na pfimce, kdyZ sing. bod
neni kuspldélm Z t&chto jsou v3echny redlné &i toliko jeden redlny,
kdyZ sing. bod jest isolovany ¢&i uzlovy. Kfivka s bodem kuspldél-
nim ma toliko jeden bod inflexni a to redlny.“

Tato véta se prendsi na S, a o, takto:
E) Jsou-li podminky véty C splnény a kdyZ

kg sece normdlu ve dvou bodech

riznych e, 8,

2 orthocentra ke ky, vychdzeji
dvé riizné tecny o, §

v Siti (dual siti) existuji tFi inflexni svazky®) (dudl. svazky) obsa-
hujici po inflexni kuZeloseCce. Tyto ndleZeji jedinému svazku (dudl.

svazku).

jsou-lt o, B rediné, toliko jedna 2 mflexmch kuZelosecek jest
redind.»?) ]sou-lz a B sdru;ene 1magmarm vsechny tfi inflexni ku-

ZeloseCky jsou rediné.

8 Na pf. Clebsch L c. p. 585.
9). Viz konec odstavce I

19) Rozumé&j algebraicky redlnd, t. j. o redlnych koeficientech rovnice.
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Je-li a= 3, existuje v siti (dudl. stti) jediny svazek (dudl. svazek)
a jedind kuZelosecka inylexni a to redlnd.'‘)

Poznamenejme jest&, Ze vhodnou volbou kuZelosefek k,, k,, &,
a faktorli jejich rovnic lze vidy dociliti, aby parametrické rovnice
systému S, (0,) byly

A, =62 A,=—6t A;=14 1 (neni-li g, kuspiddlni),
nebo
Ai=1 2,=8# A,=1 (je-li g, kuspidélni).

111

Kone&n& uvaZujme kuZeloseCky komplexu (dudl. komplexu),
pro néz ptimka n jest normélou. k,, k,, k;, k, budteZ opé&t kuZelo-
seCky, jimiz jest komplex (dudl. komplex) stanoven, takZe jeho
obecnd kuZeloseCka mé rovnici

F=24,F0 4 4, fO + A, fO + A, f0 =0
resp. @ = 4,9V + A, + 4,919 4 2,90 = 0.

Interpretujeme-li opé&t 4, 4,, 45, 4, jako souradnice bodu pro-
jekt. prostoru.R;, a;x=0 jest rovnice roviny a (1), (1a) jsou rovnice
kubické plochy g,, jiZz — v stejném smyslu jako v pfedchdzejicim
odstavci — nazveme obrazem systému S, (0,) kuZelosefek .obsa-
Yenych v komplexu (dudl. komplexu), pro né% n jest normdlou.

Kazda sif komplexu (duél. komplexu) zobrazuje se v R; jako
rovina sekouci g, v raciondlni kubice g,. To stali,?) abychom
mohli vysloviti v&tu: .

Kubickd plocha g, jest pfimkovd.
Je-li matice

i (1 2 3 4
(ol off af off

() o o o]
fddu 2 — a jen tehdy — roviny a,; =0, a,; =0 maji spole€nou
jedinou pfimku d, jeZ jest osou rovinového svazku (2). Roviny to-
hoto svazku sekou g,, jednak v dvakrdt pocitané pfimce d, jednak
v dal8i pfimce leZici té€Z v rovin& o rovnici (3). Jest tudiZ d dvojnou
pfimkou plochy g,. Bude nam rozliSovati dva pfipady: 1) d jest
dvojndsobnou direktrici a g, neni Cayley-ova; 2) d jest jednoduchou
direktrici e jednoduchou tvofici pfimkou, takZe g, jest Cayley-ova.

-+ (M)

11) Laskavy Ctenaf dovede nyni, uZivaje téhoZ principu, interpretovati
kaZdou projektivni vétu o g, jako vétuo.S, (0,). Zde stadi se omeziti na vétu E.

12) Podle véty od Picarda pochdzejici jest plocha, jejiz v3echny rovinné
fezy jsou raciondlni, bud pfimkovd nebo Steinerova plocha 4. fddu. (Viz
Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazii p. 302.) g,
jsouc kubickad, musi byti pfimkova. V naSem jednoduchém pkipadé, je véc
1 bez této vty zfejma. Pomoci ji a véty B odst. Il. jest v8ak zfejma i kdyZ
misto kuZeloseCek uvaZujeme kfivky fadu n.
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Uvedme téZ, Ze nutnd i post. podminka pro to, aby plocha nebyla
& byla Cayley-ova jest existence dvou rliznych &i splyvajicich
piimek torséalnich. '

Klademe-li v rovnicich (2) a (3) A=u, u=—1, pak koefi-
cienty u 4,, 45, 45, 4, v prvni resp. druhé z téchto rovnic jsou ro-
vinovymi soufadnicemi &0, §@) £®) £ resp. %), ... 7@ roviny &
resp. , jejichZ priise¢nice (§7) jest pfimkou osnovy tvoficich pfimek
plochy g,.1%) Pak, jak zndmo,) torsdlni pfimky osnovy hodnotami
svych parametri anuluji determinant

d§ dnq
» (g) 1, 'ﬁv HE)
Zde jest
E=au+ay ~  n=ayu+2a,U+ ay

d d

d—i = s EZ_ = 2(ayu + a,5) (52)
a tudiz

d§ d
(gs N ?1%’ ?1%) = [(@a3 @15 0153 011) U2 + (Ay3 Qo2 Q15 ) U +

‘ 4 (833055 0,5 035)]
Proto nutni podminka pro g, Cayley-ovu jest
A= (Ay30590,50;,)* — 4(0230150130y1) (823220013015) = 0.
Predpokldddme-li, Ze n jest pro 4, a k, osou, t. i. Ze jest
o} =af =aif=af} =0,
moZno pséati
| 4= (a3af — aBafd) [(ai? a2 — aDalY)> + 4(alfaf) —
— af?af?) (af} af? — a2 aB)).

Prvni &initel tohoto soulinu jest — vzhledem k predpokladu
u¢inénému o M; — od nuly rizny.

Tento predpoklad se vskutku redukoval na
ald o —allaf +0,
~ kterdZto nerovnost jest nutnd i post. k tomu, aby
orthocentrum neleZelo na norméla nenéleZela hessie-
hessiené kaZdé sit€ komplexu n& kazd¢ dudl. sit& dul. komple-

tak, aby konjugovany bod leZel xu tak, aby konjugovand ptimka
na n. prochdzela O,.

13) Uzivam terminologie a symboliky projektivni diferencidlni geometrie.
Viz E. Cech: Projektivni geometrie diferencidlni 1926,

14) Cech, L c. p. 143,
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Je-li tato podminka spln&na, o se anuluje soucasné s druhym
Cinitelem, ktery jest ziejmé&!%) resultantou bindrnich forem

3 X 3,
a2 3% + 20 x1x2+ o x3

- Proto,

af? x% + 2a{9 x1 x2+ a2 5.

je-li ireducibilni g, Cayley-ova

normdla n jest incidentni s jed-
nim bodem base svazku kuzelo-
secek v komplexu obsaZenych,
pro nézZ n jest osou. ,

KuZeloselky tohoto svazku
pak také maji ve svém spoleg-
ném bodé& na n spolenou tednu
incidentnf s Ox.

orthocentrum O, lezi na jedné
z primek base dudl. svazku
kuZelosecek v dudl. komplexu
obsaZenych, pro néz njest osou.

KuZelose€ky tohoto dudl.
svazku se pak dotykaji spole¢né
teCny incidentni s O, v jejim
priiseCiku s n.

a) Jestlize ireducibilni g, neni Cayley-ova kaZdou
. kuZelose¥ku & svazku (dudl. svazku) (k; k,) uréeného kuZelosetkami
ks, k,, obsahuji dva svazky SO, §® (o0, ¢?) systému S, (g;)),
jejichz obrazy jsou ony tvotici pfimky na g,, které prochazeji
obrazem kuZeloseCky k na d. SW, 8@ (¢, 0®@) spliiuji podminky
2a) véty A odst. I. a jsou dotud riizné, dokud & neni nékterou
z obou zvrhlych kuZeloselek r, s svazku (k,, £,), jeZ maji své dvojné
body (resp. dudlné) na n. Obrazy kuZelosefek r, s jsou totiz kus-
pidaini body plochy g, a je-li k=r nebo k£ =s, pak S, S@ (v,
o) splyvaji v jediny svazek (dudl. svazek) R resp. S, jehoZ obra-
zem jest torsdlni pfimka plochy g,.

Na g; jesté existuje mimo d jednoduchd direktrice g(®. Tato
jest obrazem svazku S® (dudl. svazku o®), spliiujiciho podminky
2b) véty A odst. I. a jest spole€nym svazkem v3ech siti (dual. siti),
uréenych dvojicemi SW, S® (¢, 0®).

V S; (o,) neni jinych svazkit (dudl. svazkfi) neZ prdv& uvedené. .

KaZdé pfimce prostoru R; odpovida svazek (dudl. svazek) a jejim
prasetikim s g, odpovidajici jeho kuZeloseCky jsou ony, pro né%
n jest normélou. Z této predstavy je patrno, Ze — nehledime-li
k pfimkdm plochy g, — &dra [ jedin& tehdy jest obrazem systému
L, jehoZ kazd4 kuZeloseCka se soumeznou urluji svazek (dudl. svazek)
inflexni, kdyZ jest asymptotickou farou plochy g,.

Je zndmo,!") Ze asymptotické &4ry na g, jsou bikvadratické
¢ary druhého druhu a prochizeji vesmé&s kuspiddlnimi body plochy,.
majice v nich trojbodovy styk s torsdlnimi pfimkami.

18) Plati identita (ay —ca)*-} 4(ba —apB) (by — cf) = (2bf —ay — ca)* —
—4(b*—ac) (8 — a). :

18) Srovnej s A) odst. I. a s B, odst. II

17) Sturm, Verwandschaften IV. p. 295.
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Odtud vyplyva:

Existuje oo systémii L, jeZ jsou bikvadratické, t. j. rovnice
viech kuZelosecek takového systému obdrZime, nechdme-li nabyvati
v§ech hodnot parametr, jehoz’ Jjistymi celistvymi funkcemi ctvrtého
stupné jsou koefzczenty rovnice kuZelosecky. Svazek (dudl. svazek)
R resp. S md s kaZdym z téchto systemu spolecné trz kuzelosecky,
jez vsak splyvaji v r resp. s. :

Abychom nalezli parametrické vyjadfeni systémfi L, uvedme,
Ze diferencidlni rovnice dudlnich kfivek adjungovanych?8) k asym-
ptotickym kfivkdm plochy jest

& dn\ [, dt, . dt) [, dE d%
2(&, 'dll dll) (tzaj_tlaﬂ)*(g!?ﬁz, d—u{v 77) t%+

e 2o 25 v 2 208

Neni na u;mu obecnosti predpokldddme-li k, =vr, k,=s
a kromé& toho klademe-li strany x, =0 a x,=0 souf. trojihel-
nika (resp. vrcholy u, =0, u, = 0) do spojnic dvojnych bodi ku-
Zeloselek k; a k, s O, (do priselikéi dvoj. pfimek kuZeloselek
ks a k, s n). Pak jest

a(3) ag ;) )

a mimo to lze kléstx

3)

) —di—d—di—di=0 @

(@3 a500,5a,,) = 1. (7a)
Dosadime-li do (6) z (5a), obdrZime
dt, dt
2[(a530,90130,,) U? 4 (Q230220152,,) U + (‘123022“13‘112)]( 2 du — 1 E{})'—_
=[2(A350190150,,) U + (A330250,50,,) E Ty + 2[(a500100,5a,) 1+
+(a320,50550,4)] g'

Posledni rovnice s ohledem na (7) a (7a) se miiZe psati ve tvaru

AN 1
d,(‘) z—u(t—g)—a‘?a?z’ [(a‘x?a%) —a2al3)+(akd o —ai?ad) u].

Odtud nalézdme
- 2) (1) (2) () (2 2)
;!: aYa Vu (S(a af?—ail as)+(ais aiz al? afs )udu—l—Const)
2 ' u ]/ »
a zavedeme-li novou neodvisle prom&nnou u=#? obdrZime

2af o [(af? a2 - af? o) t2 + ¢ . const. + aff aff - af? 0.

1) Cech, 1. c. p. 133.
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Kfivka vytvorend bodem
d. d
'1 = tl (51 "7» _d%) + t2 (é» 17» _({?2)

est asymptotickd Cdra. Posnadné tiprav€ obdriime jeji rovnicej
parametrické
= —afYaf} (aRF + o)t
b= afdf (a3F + ald)t
23 = —a$) {(aldaf) — aff ai?) £ + [2(ald ai? —al? af) +
+ afaf? — o af?)  + Const.}
= aft{t® Const +[2 (aﬁ'z) af— aﬂ?aﬁ’) + a3 o) —
—af3a®)] £+ af o} — o o)}
Dosadime-li tyto vyrazy do

F= A, 0 4 2, f@ 4 A, f® 4 2, f@ =0,
resp. @ = 4o + 4,g® + A,gt) + 2,00 =0,
obdr¥ime hledané parametrické rovnice systémi L.

b) Je-1li g, Cayley-ova uvedme zejména, 7e asymptotické
Cary jsou prostorové kubiky prochdzejici jedinym existujicim bodem
kuspidalnim plochy.1?) Jejich spole€nou te€nou v tomto bodé& jest
dvojnad pfimka d, jeZ jest jednoduchou direktrici a tvofici pfimkou.
Odtud vyplyva: Systémy L jsou raciondini kubické a kaZdy obsa-
huje jedinou existujici zvrhlou kuZelosecku s dvojnym bodem na n
(s dvojnou primkou incidentni s On), pro niz n a O, jsou po-
ldrou a polem. Tato predstavuje-dvé splyvajici spolecné prvky svazku
(dudl. svazku) (ks, k) s kaZdym ze systémi L.

Pri tom predpokladdme, Ze svazek (dudl. svazek) (ks k,) jest
onen v komplexu (duil. komplexu) obsaZeny, pro jehoZ kuZelo-
seCky n jest osou. Abychom nalezli parametrické vyjddfeni systémii
L, poloZme tentokréte

3 3 3 3 3 4 4 4 4
aff = af) = aff = af) = o} = afY = o) = a_(ls) =a$ =0.

®

Pottem k minulému obdobnym nalezneme pro dudlni kfivky
adjungované k asymptotickym kfivkdm plochy g,

L 1 - D2 (1) @) 2 M 2. (1) (2)
= ag){(a,_l a,g—qd af?) u*+2(af? aff- off aPyu+ Corjﬁty}
a rovnice '

19) Pascal, Repertorium der M., I, (1922) p. 841.
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M = — 40 a3 (@ u + of)

2= 4affaf) (@ u+ of))

fo=— o {3(aldall - allafd) " + 2[(d i —afYa) + o
+ 2(a¥ af? - af? a?)]u+Const.+ 4(a%¥ a2 - af} a2}

A= 2ai?{(a}af?-al? ) u’ 4- [Const. + 2 (af af) —

— aff a®)]u+-2(af o) — aff) o)}
jsou parametrické rovnice systémit L.

V.

Piedchozi tivahy je moZno v nejednom sméru zobecniti. Pfede-
v3im — od &ehoZ zde upoustim — zbyvd vySetfiti mnoZstvi ku-
JeloseCek o dané normadle v linedrnich systémech &tvrté a péaté
dimense. Zv1a§t& vSak je upozorniti, Ze nahradime-li lin. systémy
kuZeloseCek stejnymi systémy kfivek rddu (1fidy) n, podle véty B)
odst. . a pozndmky 2), obrazy obdobné definovanych systémit téchto
kfivek jsou raciondini kfivky, pFimkové plochy at.d. obecné Fddu
2n—1. Dovolim si témito otdzkami, jakoZ i s nimi souvisejicimi
konstrukcemi, zabyvati se pfi jiné piileZitosti.

Zde budiZ mijeSté dovoleno vysloviti miné&ni, Ze normdla jako
urovaci prvek alg. kfivky byla dosud viibec malo a &asto ne
dosti vhodn& uvaZovdna. Dobry doktad toho nalézdm na pf.
v Jarolimkovych Zikladech geometrie polohy, v jejichz V. svazku
autor konstruuje elipsu, danou osami a dv&éma normdlami. Kon-
strukce vychdz z této vély, jit autor v cit. dile dokazuje: ,Mistem
bodli stfedov& soumérnych se stfedem elipsy podle piilicich bodi
dsekil, leZicich na normdlach mezi osami elipsy, jest opét elipsa,
S prvni souosd.“

Véta plati v3ak i pro hyperbolu a jest jednoduchym diisledkem
okolnosti, Ze evoluta kuZelose¢ky £, o rovnici v Cartes. souf.

Ayx?+ 4, y*+ =0,
podle odst. I. m4 evolutu o rovnici v souf. Pliickerovych

(w42 w2 v 1) [ut v2)
LAV AN L Ap T I (A T pUy |
¥ G+ G+
Kvadratickou korelaci

1
U=— _X V= — "—/‘ ( (10)
ptimce (u,v) neincidentni s poitkem jest pfifazen bod (X,.Y)
synretticky spoldtitem Pdle stiedu tseku, leZiciho na oné p?ﬁ%ce
mezi osami soufadnic. Touto korelaci rovnice evoluty pfechdzi v

(xs a—:—ﬂ:’ﬁ)2 _ ()7(’_’ %’;’ + X_;Yi) (%(; + %) =0,
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t. j. po zkriceni X2Y? v

X2 Y o
LT = g

coZ je rovnice souosé kuZeloseCky k,, jak bylo dokdzati.

Korelaci (10) pfimka neproch4zejici poatkem se transformuje
v parabolu, dotykajici se os soustavy. Pro 6 bodfi kuZelosetky &,
plati v&ta Pascalova, proto pro 6 normal (z nichZ 24dn4 nenf osou)
stfedové kuZeloseCky plati véta:

Oznacime-li v jakémkoli porddku 6 normdl stfedové kuZelo-
secky 1,2, 3,4, 5,6, pak normdlami i, k a osami kuZeloseCky je
urCena parabola py; paraboly p., @ pys, resp. Pss QPse 7€SP. Pys Q Pgy
maji kromé os kuzelosecky v konecnu spolenou teinu t, resp. t,,
resp. t,. Tyto tfi pfimky jsou opét tecny jediné paraboly dofykajicz
se té2 os kuZelosecky.

Obecné tecn& kuZeloselky k, (jejiz bod dotyku neni na &,
vrcholem) korelaci (10) jest pfifazena Steinerova parabola kuZelo-
seCky k,. Pro 6 teCen k, platici v&ta Brianchonova se tudiZ trans-
formuje v tuto vétu v St. paraboldch stfedové kuZeloseky:

Oznacime-li v jakémkoli pofddku 6 Steinerovych parabol stfe-
dové kuZelosecky 1,2, 3,4, 5,6, pak paraboly i, k maji kromé os
kuZeloseCky v konecnu spolecnou tecnu ty; osami kuZelosecky a dvo-
Jici pfimek t,, a i, resp. t, a by resp. t,y a t;, je urcena jedind
parabola p,, resp. p,, resp. p,. Tyte tfi paraboly ndleZl téZe radé
(dudl. svazku) kuZelosecek.

Kon&e pokldddm za milou povinnost pod&kovati panu Ing.
C. J. HloZénkovi, asistentu tustavu deskr. geometrie &s. techniky
v Brn€, za ochotné a zdafilé provedeni obou na&rtkd.

=
*®

Sur les systémes cubiques de coniques ayant une normale
commune.

(Extrait de Particle précédent.)

Il existe, en général, dans un faisceau de courbes du r-itme
ordre, 2r—1 courbes pour lesquelles une droite donnée n est nor-

male. Si fO=0 (i=4...,k

sont les équations de courbes du r-i¢me ordre linéairement indé-
pendantes, il existe, dans le systéme linéaire

Zl‘f(i) —

pour k > 2, en général, tout un systéme Sk—2 a (k—2) paramétres
de courbes ayant pour normale la droite n. Si le point (4,, 4,,. . -, 4)
d’un espace projectif Rx_; est pris pour image de la courbg re-
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spective du systd®me linéaire, I'image du systéme S;_; est une
variété algébrique gr_z de cet espace de lordre 2r—1. Cette
variété est rationnelle et méme, pour k=3, réglée.

Dans le présent travail sont étudiés avec plus de détails les cas
n=2, k=2, 3, 4. L’auteur a payé une attention particulidre aux é1é-
ments d’inflexion et & la question de réductibilité de la variété gx_»,

£, est une cubique rationnelle, douée, dans de certaines con-
ditions, d’'un point cuspidal. g, est une surface cubique réglée,
laquelle peut se réduire, dans des cas particuliers, a une surface
de Cayley. Aux asymptotiques de g, correspondent des systdmes L
de coniques ayant la propriété suivante: si k£ est une conique
quelconque du systéme et £’ la conique consécutive dans le systéme,
les trois coniques du faisceau (k, k) ayant la normale n coincident
avec k. Les équations paramétriques (8), (9) de ces systémes ont
été établies par intégration.

A la fin, deux théorémes sont énoncés sur Six normales, c.a d.,
sur six paraboles de Steiner d’une conique centrale. Ce sont des
théorémes analogues aux théorémes de Pascal et de Brianchon.
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