Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Véaclav Petrzilka

O singularitach fady mocninné, leZicich na kruZnici konvergen¢ni

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 56 (1927), No. 3, 154--171

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109048

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1927

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/109048
http://project.dml.cz

O singularitdch fady mocninné, leZicich na kruZnici
konvergenéni.
Napsal Vdclav Petrzilka.

1. Z praci Abelovych?) vysvitd, Ze pro kaidou funkci
f@=a+az+a224 ... +a2"+ ..., (1)

definovanou potenéni fadou existuje konvergen&n{ kruZnice, t. j. obor,
pro jehoZ vnitfni body fada (1) konverguje. Jak se chovd dand fada
na obvodu této kruZnice, jejiz polomé&r konvergence souvisi s koefi-
cienty fady (1) vztahem

1 2

R=—"%—" 2
lim}[a.)|
n=a~o
- jest pfedm&tem vySetfovdni fady specielnich praci, polinaje praci
Vivantiho.?) Utelem této prdce jest, jednak odvoditi n&které diile-
%ité vty star$i, zvld3t& pak dospéti k nejnov&sim vysledktim ba-
d4ni v tomto oboru, které jsou obsaZeny v pracich pana profesora
dra M. Kosslerat), uZitim substituce

1 1

Tato substituce neni sice podstatnd (Pringsheim uZivé transformace
Eulerovy, pan profesor Kdssler substituce z = x + i x2), dovoluje
viak provésti mnohé diikazy jednoduSeji, jak po strdnce vé&cné, tak

1) Abel: Recherches sur la série

Journal fiir Math. 1 (1826). Théorémes et problémes. Journal fitr Math. 2 (1827).

1) Petr: Diferenciélni po€et str. 216.

®) Souhrn té&chto praci jest obsazen v Hadamardové knize: La série de
Taylor et son prolongement analytique. Paris (1901) a v Encyklopaedie der
 Math. Wiss. IL. (3) str. 460. a nésl.

4) Kossler: Sur les singularités des séries entiéres. Rendiconti Reale Accad.
naz. dei Lincei vol. XXXIL (5), 1° sem. fasc. 1°. Nouveaux théorémes sur les sin- .
gularités des séries entiéres (ibidem fasc. 2°). Sur les singularités des séries
enti¢res-(tbidem fasc. 10°). O singularitdch fady mocninné, lezicich na kruznici
konvergenéni. Rozpravy Akad. Roé. XXXII. T%. II. &, 35.
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formalni, shrnouti vysledky star§{ a ziskati koneXn& znovu véty,
uvedené v citovanych pracich pana profesora Kosslera,
Substituce (3) zobrazuje konformn& jednotkovou kruZnici K;
v roviné { na kruZnici K; s polomé&rem R:%,
notkové kruZnice K, v rovin€ 2 tak, Ze se ji dotykd v bod& z=1.
Transformujme substituci (3) fadu (1), kterd nechf konverguje
n

v jednotkové kruZnici K,, takZe lim }/[a,| =1 (vztah (2)). Obdr-
time tak fadu =
fRrI=A+AL+. ..+ AL+,

leZici uvnitf jed-

pfi temZ
[+ K\ G _ AT a
m= St = A0 )= 2 L L)z @

n=0 =n

Nabyvi-li £ hodnot uvnitf a na obvodu kruZnice K, [{|<Z 1,
pak hodnoty z ziskané z rovnice z = %—}——%C vyplni privé jedenf
krdt kruZnici K, a jeji obvod. Pfi tom fada

F@O=A+AL+. ..+ A+ ..

konverguje pro tyto hodnoty uvnitf a na obvodu kruZnice K, (je-
likoZ jest uvnitf K,) s moZnou vyjimkou jediného bodu z =1 (kte-
rému odpovidd {=1). Je-li bod z=1 bodem reguldrnim, jest
- polomé&r konvergence dané fady v&t3i nez 1 &ili roven 147, kde
7 jest kladné, pevné &islo; je-li 2= 1 singuldrnim, jest polomér
konvergence prav& roven 1. Vzhledem k tomu, Ze polomé&r kon-
vergence souvisi s koeficienty Fady A, vztahem (2), jest v pfipadé,

5 s reguldrni }
Ze bod z =1 jest b°d{singulémi )

{7l <

n=0oo
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Z tohoto faktu plyne zdkladni véta:
Véta 'I.: Nutnd a dostalujici podminka pro to aby bod z=1

byl pro rFadu (1) bodem {;ff;i%%’;’m }, Jjest ddna vztahem

{iim 1} 2

Tato v&ta jest v3ak pfili§ obecnd, neZ aby se ji dalo uZitive
specielnich pfipadech. Abychom mohli pfedev3im zjednodusiti vyraz
An a dokdzati v&tu Vivanti-Dienesovu a Hadamardovu, jest tfeba
vySetfiti, jak se chovaji koeficienty

_ L (atky_ 1 (a+hH.. . (+1)
pom=gn("} )=z

Utvofime-li podil &lenu ndsledujiciho ((n+k)-tého) a &lenu
pfedchdzejiciho ((n+ k — 1)-ho), ziskdme

n+k

Z toho, jak se chovd tento podilod k=1 aZ do oo, usoudime,
jak se chovaji koeficienty p (k, n) v témZ intervalu. Podil 5) (zprvu
vE&t3i neX 1) stdle klesd (pokud k<<n), pro k=n jest roven 1
a pro k>n jest stile menSi neX 1. Jest tedy pro k<<n €len
p(k,n)>p((k — 1),n), pro k=n rovna se len pfedchdzejici &lenu
ndsledujicimu, &ili p (n,n)=p(n—1),n), pii CemZ tyto &leny na-
byvaji své maximdlni hodnoty, pro k> n plati stile p((k—1),n)>
>p(k,n). K vySetfeni, jakych hodnot nabyvaji tyto koeficienty
P (k,n) pro veliké hodnoty n, slouZi ndm formule Stirlingova pro
faktonély") »

On .
ml=V2n.mn.e "T0< @, < 1.
Tim obdrZime

1 k 1 (n+ kyr+k k\?
Pl =g (") = O (on) 0+

k)T R g
= { 20+0) ge (Znng) (1 + n¢,n), ) Lo (6)

klademe-h S‘ o, pii temZ ¢ 1est v intervalu 0<g<2 hm nk a=0.
n-t4 odmocnina vyrazu (6) m4 tvar o

1 e (] 1 ,
(v (k, n))"—(zl';‘:}e@ (Z,j;”‘:)zn(ws n)‘(%wf))*e 0 S,

¥) Petr: Potet integrdlni str. 408.
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lim % ,=0. (7)

k,n=00

Tento vyraz nabyvd svého maxima rovného 1 pro ¢ = 1. Do-
sadime-li v (7)

o=1+" i k:[n(l J_J)],’)
n n

kde £ jest Cislo celé na n nezdvislé, pak jest
1

[p (£ h),n)]" =1+ 6,, lim 8,=0. (8)

Klademe-li .
k=[n(1£h)], 0<h<],

kde h jest &islo na n nezdvislé, jest llm 9— 1+h a pro p(k n)
obdrZime
1

[p(n(1 + h),n)] *=0 (14 6Y), ()]

kde
o<1, 0<h<], lim ©,=0.
n=aoo

2. Ziskané vysledky stati nyni k dfikazu véty Vivanti-ho, ty-
kajici se fady s redlnymi koeficienty, kterou roz3ifil pozdé&ji Dienes?)
i na fady s koeficienty komplexnimi za omezujicich pfedpokladii.

V&ta Il Jestlize potencni fada konvergujici uvnité jednotkové
kruznice

fH)=a+az+ ... + a2+ ..., lim Va.| =1,
‘."_‘\ . n=o0
md vSechny koeficienty rediné, kladné, pak bod z =1 jest pro tuto
fadu bodem singuldrnim.

Ve vyraze A, (4), ktery nds orientuje o singularitdch potenZni
fady, zavedeme vybranou posloupnost r,, = |a,,|, kladouce

"= [%] =m,, (m = 2n, nebo 2n—1). (10)

JelikoZ ve vyrazu A, jsou v3echny Cleny kladné, jest vznikly
vyraz An, vESi, nebo roven nejvEtsimu &lenu ze soultu, tedy

A 2 g () ay

%) Hranaté zavorka znadli, Ze za k bereme nejvétSi celé Cislo obsazené
v daném vyrazu. Zavorku tu v daldim vynechavam, aby se vyrazy zbytetn&
nekomplikovaly.

) Vivanti: Sulle série di potenze. Rivista di Matematica 3 (1893).

Dienes: Essai sur les singularités des fonctions analytiques. Journal de
. math. (6) 5 (1909).
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jak plyne z uvedenych vlastnosti koeficientl p (k, n) (rovnice (5)).
tvofime-li m,-tou odmocnina tohoto vyrazu, ziskdme vztah

1
0o eﬁ'((f'))m

nebof pro v3echna » > »,(¢) plati nerovnina
rnv (] —_ E‘)"V
Pi‘eldeme -li k limit&, jest

_|_ l' "v (fz:) »
hm lA,,"' >1 m'Am \”” > tim (1 —&™ . hm .

=" ) oo “on,”

Limita pravé -strany uvedené nerovniny jest rovna 1, nebof

n,.

lim (1—&)™ =
Y=00

a podle (8) také 1
E >)m-

m, _

: hm( oy =1
Jest tedy
R
llm)A,,‘">hm =1, (12)

pfi ¢emZ znaménko > nutno vypustiti, jelikoZ by polomér kon-
vergence byl proti pfedpokladu <1, jak plyne ze vztahu (2).
Jest tedy uvedend limita rovna 1 a bod z=1 bodem singuldrnim
(podle véty L).

Zobecnéni této véty provedl Dienes nésledujicim zpiisobem:

V&ta lIl. Jestlize od urcitého indexu pocinaje viechny koefi-
cienty fady
x . —— u—_—
f(z) = 26‘ 2%, Gy =rne" 1,0, iim J[a,) = 1
n= . n=oo
Jsou uvnité thlu a <<m (vrchol v poldtku), pak z=1 jest bodem
singuldrnim.
Stati_dokazati, Ze i za t&chto podminek

1
nm 1A,,|7
. PiSme vyraz A, ve tvaru

(l‘l-l-k) a,,.H
§ k } 2n+k

4y =

' _(n -Ht) ’;n‘:_ £ 008 &ty 4 4+
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1
N l)g (njl:k) %EH sin anyr | = (A% + BY)®,
oznatime-li A redinou, B imagindrnou st vyrazu A, JeHo plati
(4°+ B)E 2 |4,

je také, vzhledem k tomu, Ze 7,20, cos @, > cos—gzkladné konstanta,

n+k\r, n+k\r
Ay >/Z( )2Z1';‘cosa,,+k =>cos ;( )27,::'_:

]est tedy také 1 1

[ % a\" (& (k) rmi)"
anrz feosg) (374 )352)

Prejdeme-li nyni k limit& pro n = oo, obdrZime

1
lim |Aq|" =
n=auo
nebof A !

. a\"
,',L";(“sz) =1
1
— (< [n 4 k\ rntx L L .
hm (;)( k ) an-_k) = ill_E]GlAmv‘m" - 1)
jak plyne z vyrazu (12) a tedy bod 2 =1 jest bodem singuldrnim.
K témto v&tdm lze pfipojiti v&tu, kterou po prvé dokdzal Ha-
damard®) a znovu Lindelof?) a kterd zni:

Vé&ta IV.: Jestlize o koeficientech a, funkce
o0 n
f(2) = Z An 2, Gy = 1y €™, Iim V@ =1,
plati pro vSechny hodnoty p, q dostatecné veliké |a;— ap| < ¢ <

pak jest bod z =1 bodem singuldrnim.
Absolutni hodnotu vyrazu A, povySime na druhou, ¢imZ ziskdvdme

. 1
|An|? 22n+2(n+ )Q'z—gl’%icos(a,,_i_,-——a,,)—l—...-{—

n—+k\[n+h—k\r r
+k2:( B )( N —k )Zr'"tk’fz:r: ,’,‘cos (%nt+h—k— @n+k). (13)

8) Hadamard Essai sur I’étude des fonctions données par leur dévellop-
pements de Taylor; Journal de Math. (4) 8 (1892).

9) Lirdelof: Sur la transformation d’Euler et la détermination des points
singuliers d’une fonction définie par son dévelloppement de Taylor. Comptes
Rendus 126 (1898).
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Zavedeme opé&t vybranou posloupnost jako v odstavci pred-

chdzejicim rovnici (10) tim, Ze klademe n = [’lzf]—_—mv. Pravé strana

vyrazu (13) jest vzhledem k tomu, %e cos (e — @) = cosy >0,
vetSi neZ nejv&tsi &len tohoto vyrazu, ktery ziskame, klademe-li

k= % = m,. Jest tedy

w2 () G

1

a2 () ()]

Limita tohoto vyrazu jest totoZnd s limitou (12) a jest tedy
rovna 1. Bod z =1 jest tudiZ bodem singuldrnim, jak bylo dok4zati.

3. Vysledk ziskanych v odst. 1 lze uZiti ddle k zjednodu3eni
vyrazu A, ndsledujicim zpfisobem. Klademe

n, —n(l——h), n,=n(l1+h)
a pléeme A, ve tvaru
n—1 o)
& Il—]—k Antk n+k An+tk n+k Antk
A= 2, ( ) otk T ,:Z( ) ik k:gﬂ k by

k=0

Prostfedni &len ozna&ime B,, prvni C, a tieti D,, takie
) . An:Bn+Cn+Dn-
letto plati ¢, 4 Dy < |Col + 1D
jest také 1 1
|Cn + Da|" =< (ICn| + | Ds)"
a chceme dokdzati, Ze jest

1
lim|C, + Dq™ < 1,
n=0o

je-li h pevné zvolend konstanta v intervalu 0 < /& << 1; nebof pak
jest moZno pouZiti na vyraz A, Pringsheimovy pomocné véty,)
kterd zni:
Jsou-li dény dv& posloupnosti komplexnich &isel Py, p,, n =
=1,23,... a je-li pfi tom
1 1
lim |P,/" = P, hm lp,,[" =p<P,

pak jest - - L 1
lim ‘Pn""pn.ln - P.

1) Pringsheim: Uber einige funktionentheoretische Anwendungen der
Eulerschen Reihentransformation. Miinch. Berichte 1912°p. 80. Vétu tuto v3ak
uvadi jiZz Leau ve své praci: Recherche des singularités d’une fonction définie
par un dévelloppement de Taylor. Joumal de Math. (5), vol. 5. (1899). :
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Za tim tGcelem jest tfeba v§1mnout1 si bliZe vlastnosti koefi-
cientti p (k, n)

Wtk (R (=) .. (ﬂ+1)
P""")*(?) (k ): 2HF k(k—1) ..
Polozme k=n, — 1, n,—2, n,—3,... pak

1 (at+(m—1).. (ﬂ+1)

P = Du) = g G _ p((r— 1), )
Pl —2), 1) = %Lﬁ+%;gxﬂﬁﬁ:
= 29— 1)) s
p((m—3),n) = é;im_s- (2 4 (2’,’,1“_3333 - ﬁ” )
=2p(m-D.mq +((nnl,:11)))((rrzz 2k—(_nf)— 2))

at. d.

Odtud plyne pro Cn. je-li g, maximum absolutnich hodno
koeficienti ar obsaZenych v C,

_ (n, —1)
[Cn! < gnp((n,—1), ")(‘+2(n+(n =N

(n,—1) (1, —2) T, )

+2* - (n,—1)) (14 (m, —2)
¢ili

(n1 l) o 1 \?
Gl < gnp(@—Dm(1+2, o Db Bt ))+...),<14)
nebof

o nl——\ n,—2 n—3
n—{—n,>n—f—(nl—1)>n—{—(n1 >n+(n1~—3)

JelikoZ v3ak plati

n—1 1-h 1
ntn—1-2-h~2

—2h
- — <1,
je-li jenom h >0, coZ jest vidy spln&no; jest tudiZ tato fada kon-
vergentni a jeji soudet koneZny a roven s;.

S druhé strany plati o koeficientech p (k n), klademe-li k=n,+41,
ny+2,n,43,.

jest ‘kvocient geometrické fady ve vyrazu (14) mensi nei

S S ‘;’;j;r‘,’;* LD 41,0

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. Roé. LVL. 12
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ﬁ ((ns+2),n) = 2n+lnl+2 (n4+(+2)...(n+1)

(ng+2)...1
= 5 p( 1)) T LD

4 atd N

Jest tedy

\Dal < g"np (1, +1), 1) (1+ = nt(':—_lz—m(‘“*‘ £) -+

+22 (ﬂ-(l;l(fi—zl—)Z)) (1+€n)2+...), (15)
nebot

ntn nt@+D_ ntm+2)  nt(743)

n, n,+4+1 = n, -2 ny +3 > ...

pfi tom klademe
g//n — (1 __!_ en)n+n(l+h)+l,
1

nebof vzhledem ke vztahu lim la,|" = 1, plati
n=ao
larl < (14 e,)%, lime, =0 prok=n+1, n+2,...
Pak jest kvocient dvou &lenét po sob& ndsledujicich

_;_Qi’z_z(’:._;_%gl(l+£n)<_;_ntnz(l+8n)—22:'_*_-:h(1+€,‘)<1

zvolime-li jenom n tak, aby 0<

2" <h< 1, a ma tudiz fada
konelny souclet s,. Je-li g, vé&tSiz obou tisel 2y, @'n, f'n z hodnot
(p(n,(n, — 1)), p(n,(n, 1)) as vesi nez souet s, - s,, pak jest

1 1 1 1 1

(Cn+ Dal™ < (ICal~+ |Dal)™ < gn" fa" . 5. (16)
Je-li h konstantni a n vzrlstd nade v3ecky meze, pak jest

! 1
. pF ((nl - ]). fl) =0, (l +3In)a p; ((”2 + l)’ n) = 62}(1 +3”n)
podle rovnice (9) a tedy

: 1
lim f," = vé&3imu z &sel (o, 0,) < 1. an
n=qw
. Pro g, plati :
S img. <1 ‘ - (18)
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a vzhledem k tomu, Ze s lze voliti nezdvisle od n
1

lims® = 1. (19)

n=292a0
UZijeme-li vztahti (17), (18), (19) na nerovninu (14), ziskame

1

1im |C,, 4 Dy < v&timu z &isel (oy, 0,) < 1

n=~o

¢ili ___ 1

lim |G, + Dy|™ < 1,
n=0o

jak bylo dokdzati Na vyraz A, = B, C.-+ D, miZeme nyni
uZiti Pringsheimovy pomocné véty, klademe-li

Pn = Ap, pn=—(Cn—+ Dn)
a pfedpokldddme-li, Ze

1
Iim [Ad" = 1.
n=aoo

Nebot pak 1
lim IAH_CII '—Dnln - hm .Bn‘n =1.
n=auQ . =

Je-li obrécen& lim | B,|" =1 aklademe-li P, = By, p»=Cn—+
. n=ao
1 1
-+ D,, jest také ﬁ iA,,l"7 = 1. Nebof nerovnina Tfrﬁ {B,,{" >1 jest

nemoznd, ]ehkoz mé za nasledek nerovninu hm IA,,I > 1, kterd od-

poruje vztahu (4). MiiZeme tedy ve vE&t€l nahradm Lisla A, jed-
nodu§§im1 soulty B, a obdrZime tim vétu:

Véta V.) Nutnd a dostacujict podminka pro to, aby bod
_ reguldrni | . , .
z= 1 byl { singul a’rm'}’ Jjest ddna vztahem ,

1 |tk X\ a l
lmlB':H ("+)"+" }~ ,
11 d o k=Zn(‘l--h) k | 2n+k| 1

kdeZ h jest kladnd konstanta 0 <h < 1 na n nezdvisld.

Véta pro libovolny bod z = e lisi se od véty V. jen tim, Ze
Sisla an4« jsou ndsobena el?("+k) takie zni:.

! T T E

) Tato véta jest shodna s kriteriem (B) v prdci pana prof. Kdsslera:
O singularitich fady mocninné, leZicich na kruZnici konvergentni. Rozpravy
Akad. ro¢. XXXIL tf. H. & .35 (1923) a s vétou I. v pojednédni, Sur les sin-
gularités des sérles entieres. Reale Ak. dei Lincei vol. XXXII., série 5e, 1°
sem., fasc 10°, (1923).

12¢
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Vé&ta VI. Nutnd a dostacujici podminka proto, aby bod z=e'®
hyl { reguldrni } Jjest ddna vztahem

singuldrni ]
h)
i (n+k)an+ke,¢(n+k) }<1 _
Sa—m\ k /2"t =1"
Tato zm&na neznamend nic jiného neZ otofeni bodu z =1

o tihel ¢ a je dana substituci 2'==z. e'?, kterou ziskdme uvedeny
tvar vyrazu B,.

Koeficient a2, (resp. az.—1) ve vyraze Bj sluje stfedni, ostatni
koeficienty fady (1) obsaZené v intervalu n(2-h) a n(2—h)
jeho druZinou. Utvoiime-li vybranou posloupnost. - koeficientii ag,
dané poten®ni fady, pak lze dokdzati, Ze' kaZdy koeficient a,, jest
stfednim koeficientem jistého vyrazu B, , pfi CemZ n, souvisi s m,
vztahy

1
{hm \Ba|™ = lim
n= Cb n=ao

n,+ 4
2
4. Z této véty vyplyvd pifimo véta Hadamardova “) kterd zni:

VE&ta VIL Jestlize pro potencni Fadu

o0

f@) =§ Am, 2™ (0= m, <my < ...

— M,— > @,
_—‘*“—mv~] (20)

pak md tato Fada Jjednotkovou kruZnici za pFirozenou hranici.

Je-li podminka (20) spln&na, Ize vidy kladnou konstantu 2<C1
nezdvisle od n tak voliti, Ze ve vyraze By, jest nejvys jeden Clen
od nuly réizny. Nebof nejmensi index koeficienttt a,, ve vyrazu B,
jest n--n(1 — h),-nejv&tdi n+4n (14 h).

JestliZze tedy jest

nd+n(4h) —@n—n(—h))
n+n(l—h)-

nemohou byti ve vyraze By, dva &leny od nuly rtizné (v diisledku

(20)) a jest tam tudiZ nejvy3e jediny takovy &len. Av3ak limita levé

strany nerovniny (21) pro n = oo jest 2 —

liti, aby obéma nerovnindm -

n,=A4(mod 2), m,= y kde 1 =0 nebo 1. 12)

plati

< @, (21)

alze tedy & tak zvo-

1 qusler O singularitach a t. d, str. 10.
: -1) Hadamard: Essai sur Pétude des fonctions données par leur dévelop-
pements de Taylor. Journal de Math. (4) vol. 8. (1892). Zobecnéni této véty
podal pan profesor Kossler v citovanych pracich (viz vétu XIV.,).



165

2a : .
0<h<1 h<é—_+:~ _ (22)

bylo soucasné& vyhovéno. V diisledku toho jest ve vyrazu B,,, jedmy
Clen, ktery jest zdroveii stfednim Clenem v Bj, zvolime- 11 jenom

vybranou posloupnost a,, tak, aby n, =4 (inod 2), my_"’+ 2 .Zby-
va tedy dokdzati, Ze
S S
1 a nT" '
lim ,Bm {m = { " (n")ei"’"ﬂ =1, (23)
y=00 Izﬂ

coZ se provede stejnym zpilisobem jako v odstavci 2 (rovnice (12)),
af jest ¢ jakékoliv; jsou tedy vSechny body jednotkové kruZnice
pro danou fadu singuldrnimi.

Tohoto postupu diitkazu vSak nelze’ u¥iti pfi dal§ich dvou vé&tich
mezerovych, totiZ v&t& Fabryov& a zobecn&né vét&€ Hadamardové,
nebof vyZaduji veliti # =0, zatim co v&a V. (resp. V1) byla do-
kdzana pouze pro &> 0. Lze viak uZiti k diikazu n&kterych vlast-
nosti celistvych funkci transcendentnich, jak to ulinil Pringsheim
pro vétu Fabryovu a Faber pro zobecnénou vétu Hadamardovu;
vysledky této prdce stali k tomu, aby bylo moZno oba tyto dﬁkazy
ndleZit€¢ upravené reprodukovati.

Vé&ta VIIL. Jestlize pro potencni fadu

00 M
f(z) = 2; Am, 2™, lim ]/!a,,;;{ =1
p= VY= Q0 !
plati m,
= OO’
. wv=o00 ¥

oak md. tato Fada jednotkovou kruzmcz za prtrozenou hrama (Véta
Fabryova.)14)

Z tady &isel m,, my, ms, ..., m, vybereme i‘adu Lisel py, Do, ... Py
p

tak, aby ﬁﬁ l/ ap,| =1, limgf%——ll" > a>0. Zbyvajici posloup-

nost élsel oznaéme Gy qg, <oy Qv ... Jeito také pro tato éisla

lim &= oo, jest fada Z‘ rE konvergentni a nekoneény soudin

v=a¥ r=1

s0=H(1-2)

) Fabry: Sur les points singuliers d’une fonction donnée par son dévellop-
pement en série et sur I'imposibilité du prolongement analytique dans:des
cas trés généraux, Annales de 'Ecole Norm. (3) vol. 13 (1896). .

Pringsheim: Uber einige funktionentheoretische Anwendungen at. d
Miinch. Ber. (1912). T
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celistvou transcendentni funkcf, kterd se stdvd nalouproy = + ¢,
(r=1, 2, 3,...), a zdroveli jenom pro tyto body. Tato funkce
& (¥) splfiuje nerovniny

‘ eV < |g(y)| < e pokud y > R..
Dosadime-li tedy do této rovnice |y, = |p,| > R. jest
- 1

s g )P < e
V diisledku toho jest

1
lim lg (2,)P» = 1

»=00
a tedy také _ 1
lim | g(p,) ap Pr=1. (24)
Y =00
Cisla p. spliiuji podminky véty Hadamardovy a m4 tedy fada
(o]
; g(p) ap, 2Py

jednotkovou kruZnici za pfirozenou hranici. JeZto plati rovnice
o0 o0 o0
220,20 =2 2() 6,7 + 2 £(9) 0, 2=

Z g (m,) am, 2™,
mé také Fada .
Z 2(m,) am, 2™ (25)

‘jednotkovou kruZnici za piirozenou hranici. RadaZg(v)z’ spliuje

podminky véty Wigertovy®s) a mé tedy 1edmy smgularni bod
=1. V dtisledku toho vyplyvé z multiplikativni v&ty Hadamardovy,¢)

1) Vita ngerto_va. Nutnd a dostatujici podminka pro to, aby fada
(]

f(@@)= Z ¢»2* byla celistvou funkci argumentu lvl%' jest existence funkce
=

®(2) nejvySe minimalniho typu fadu prvniho, pro kterou plati ¢, =9 (v). Bie-~

berbach: Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. II. str. 288, Berlin 1927.
00

“) Véta ta zni: Méjme funkci f(z2) = % anzn se singularitami v bodech
n—_

[o2]
ay a funkci g(2)= 2; bnzn se singularitami v bodech f,, pak singularity
n=l

o0
funkce F(z)—- anbnzn jsou obsaZeny mezi body a, f». Hadamard: Un

théoréme sur les séries entiéres. Acta math. 22 (1898). Pnngshelm v pojed-
nénf citovaném sub 14).
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¥e fada

M8

o0
1 g)a,z EZ; g(m,) am, 2™

v

[

o]
nemad Z4ddné jiné singularity neZ fada Z am, 2™, Av3ak o Fadé&
. =1

(25) jsme doké&zali, Ze pro ni jest jednotf(avé kruZnice singuldrni
-Carou a tim spiSe to tedy musi platiti pro fadu

o0
Z am‘” zm,;
r=1

Véta 1X. Jestlize pro potencni rFadu

o0
f(z) = Zam,,zmv 0om<m<...)

plati T2 =1 — o kde o jest kladnd konstanta mensi ne? I,

r—1

pak md tato fada jednotkovou kruZnici za pFirozenou hranici '(’zobec-
nénd véta Hadamardova).1?)

Dtikaz lze provésti fiplné tym% obratem, kterého bylo uZito
u véty Fabryovy. Z &isel m, vybereme op&t posloupnost p,,p,,...,

D», . .., kterd spliluje podminku P—”i’E——Ef > a> 6, ostatni Cisla
[e2]

| -
oznatime ¢, @, ..., v ... a dokdZeme, Ze fada Z g¢ jest kon-

1':1
vergentni. Plati totiZ
Gr— G > aq;
9— ¢ >aq’

Qi1 — G > ‘I,,“,

@1 > a (@’ + 0+ ...+ q)
PonévadZ jest m, > », jest také

g1 >a(1°4204+34...4») > afx"d_x= @ ot
0

&ili

o+41
q5+1>(;%)9w(‘+5), klademe-li o(¢641)=1+4. (26)

Jest tedy uvedend fada vskutku konvergentni. V diisledku toho
existuje celistvd funkce g (y), kterd mé g, za nulové body, nejvys fadu

17) Borel: Sur les séries de Taylor qui admettent leur cercle de con-

vergence comme coupure. Journal de Math. (5) 2 (1896) dokizal tuto vétu

ro c=14. Faber: Uber die Nichtfortsetzbarkeit gewisser Potenzreihen. Miinch.
erichte 34 (1904). '

/
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¢, pfi CemZ o volime tak, aby H‘ < ¢ < 1, Pro funkci g(y)
plati pak nerovniny
el < et < g (y) <Ter® el

pi‘1 temZ |y >R, ¢ Jest islo libovoln& malé. Z t&chto nerovnm
tedy plyne .

1
fim g (p,)Pr= 1
» =00
a tedy také 1
hm {ap @) =1. (27)

Dalsi postup ditkazu se tpln&€ shoduje z ditkazem predeslé
véty a vede k tomu, Ze v3echny body jednotkové kruZnice 1sou
za dané podminky singuldrnimi.

5. Z véty V1. pro libovolny bod z = e® lze odvoditi dostac‘.ujim
podminku pro to, aby bod 2z =€/ byl bodem singuldrnim nésle-
dujicim zpﬁsobem Zavedeme opét vybranou posloupnost Cisel an,

n,

takovou,” aby hm]/{a,,[ = lim l/|a,,,\ =1, a aby m, = [n—z”

temZ n, = 2n, neb 2n - 1) Nebof potom koeficient a, jest sttednim
koeficientem v jistém Cisle Bp,, které moZno psati ve tvaru
myh

Bu, = 3 () @, yse®ns 9, | (28)

s=—m,h

] —-ﬁ (pti

klademe-li n=m,, k=m,+s a

ptn—a (24

1\*™ (2m,
porm-(4]" () =q00.
s =—[mh], —[mh—1],..., =2, —1,0,1,2,..., [mh—1], [m,h].
Mimo to plati pro vyraz ¢ (s)
<= 2)<q(-D=90)>q(1)>q(2)>..
(nebof P (k n), jak plyne z rovnice (5) nabyvaji svého maxima pro
k=m,, &l s=—1,0),
~ Mﬁieme tedy pséu B,,, ve tvaru ] o
+m,h - .
el("y?’—'ll’ g 0) Z &5 Qn +sel(q:s+vp,,) PR (29)
s=—m,h S

<€_2<£_1—‘80>£ >£g> .,'
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tihel v, jest libovolny a mohu jej tudiZ zvoliti tak, aby soulet
v mezich (—m,h, 4+ m,h) se stal Cislem redlnym kladnym takZe
+myh

Bn, =q(0) >’ 88\“!!,#( CoS (PS + Pn, + s +1P~),

§=—m,, h

pfi libovolné volb& v, plati tedy
1

1 1 (m,h m,
| Bm,”m’ > (9(0)) ™ {ZL & |@n, 45| COS (PS + Pn, s+ ¥, } (30)

Z rovnice (30) plyne postaéu;im podminka pro singularitu
bodu z = ei?. Nebof podle rovnice (8) jest

lim (¢ ('0))% =1

a jest tedy 1
myh

hm = | - (31

| cos (PS —+ Pa,, +s

S"—— m,

podle véty VI. postaéu_ucx podminkou pro to, aby bod z = e byl
bodem singuldrnim. Plati tedy véta '

Ve&ta X. Postacujici podminka pro to, aby bod z = e“P byl

bodem singuldrnim, jest ddna vztahem
1

m,

+mh

Z &s|an, 45! COS (@ + @, +s—|—%)

s=—m,h

hm = 1.

‘6. Tuto vétu moZno specialisovati a upravmk vhodnému uZiti
ve zvlastoich pfipadech. JelikoZ diikazy téchto vét by byly dale
pouze opakovdnim diikazli pana profesora Ko¢sslera,'®) uvedu zde
pouze znéni téchto vét. -

V&ta X1 Daji-li se najiti iihly o, tak, Ze plati
' 1
Tim (cos (¢, + 1)) = 1
€08 (Pn, s +s9+¢,) 20
pro vSechna s v intervalu (— m, h, + m, h), pak jest bod Z'= ev
pro danou potenéni Fadu bodem singuldrnim.

- Klademe-li v této vé&té v, =0, ¢ =0, ziskdme tak vétu Vx-
vanti-Dienesovou (vé&ta lIL), kterou lze vysloviti takto: . -

véta XlIl. Jestlize pro posloupnost koeftczentu an —la,, ey

potencni Fady
f(z)—ZTS ,hml/a,.~1

18) Viz jeho citovanou prici: O singularitich i‘ady mocnhmé at d
str. 12 a nasledujici. '
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jest spinéna podminka cos a,,> k>0, pro ostatni cos a,>0, pak
jest bod z=1 pro danou funkci bodem singuldrnim.
Z v&y XI. plyne také v&ta Fatou-Polyova,'®) kterd zni:
V&ta XIII. Ke kaZdé potencni Fadeé

(e )
f(2) =2 a2
. n=0
lze najiti posloupnost Cisel &, €,, &,,..., &n, kde kaZdé e,—= + 1, tak, Ze Fada

o€y + 4,62 + ag622 -+ . . .+ Qe+ . ..
md jednotkovou kruZnici za prirozenou hranici.

Tuto v&tu lze také dokdzati obratem, kterého bylo uZito pii
dtkazu véty .Vivanti-Dienesovy; dfikaz jest vSak obdobny se zmi-
nénym dfikazém pana profesora Kdsslera, pouze v tom rozdilny,
Ze vyplyva pfimo z véty VI

Z v&ty X. ziskdvame konelné také posledni v&tu, kterd jest
zobecn&nim v&y Hadamardovy, a kterd zni:

VE&ta XIV. Jestlize vybereme mezi koeficienty Fady posloupnost
Qn, - - ., Gn, a jestliZe o druiiné kaz'de'ho z Cisel an, bude platiti

—1(—2)

Z ’anv-;-s] +Z ja,, +s| = @n,|1y,

s=—m h
1
pfi ¢emz 0<r, <1, hm ll—-rv['"v_l pak jest pro funkci Za,,z”

konvergenéni kruzmce przmzenou hranici.
L J
Sur les points singuliers d’une série entiére, situés sur le
cercle de convergence.
(Extrait de Particle précédent.)

Dans Pétude de la quesﬁon, si un point déterminé du cercle de
convergence est régulier ou singulier pour une fonction définie par

une série entiére, on peut se servir de la substitution z= ; + 1 g

Il est vrai que cette substitution n’a rien d’essentiel pour le pro-
 bldme en question (ainsi M. Pringsheim emploie la substitution

d’Euler, M. Kossler la substitution 2 = x 4 é: x?), mais elle permet

19) Pélya und ‘Hurwitz: Zwei Beweise eines von Herrn Fatou vermuteten
Satzes. Acta mathém. 40 {1916).
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de déduire d’'une manitre tout 2 fait simple tous les théoremes de
date plus ancienne comme ceux de MM. Vivanti- Dienes et de
M. Fabry, celui de M. Hadamard et aussi sa généralisation, trouvée
par M. Borel et M. Kossler, mais on peut parvenir aussi aux ré-
sultats tout récents sur le prolongement analytique, contenus dans
les travaux de M. Kossler. On obtient les théoremes de MM. Fatou-

Polya et celui de MM. Vivanti-Dienes, comme simples corollaires
de ces résultats.
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