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Nova cesta k transformaci Lorentzové.
Dr. Arnost Duttrich.

Pohybuje-li se tuhé téleso @ vadi druhému b, lze v pohybu
vidéti relaci B ve smyslu Russellové a psiti v symbolech jeho
kalkulu rela¢niho aRb. Relace R jest kommutativni: plati soudasné
i bRa. Casto je i transitivni: R*R = R. Neni-li, nastane klid:
R*R = — R; nebot' klid jest negaci pohybu.

Oduvodnéni téchto myélenek vylozil jsem v &lénku: Objasnéni
. zakladu relativistiky pomoci Russellova kalkulu rela¢niho.l) Tam

_ jsem ke konci ukazal, jak symbolika Russellova stava se nepii-
jemnou, pokusime-li se o rozsfieni, jeZ by mohlo vésti k fysikdlnim
vysledkiim. Stane se nepraktickou. PHlis se vzdaluje od obvykle
matematiky. — Séitani polokonvergentm fady také se nesml
piestvat a velké muZe nesmime zndati p¥ili§ podrobné. .

Nedosli j jsme touto cestou dél, ne% k prezkoumani a osvétleni
Newtonovych nazort o absolutnim prostoru. Je pravé pohyb po-
jmem piili§ chudobnym, aby se z ného néco vain&jsiho dalo vy-
voditi.

mesleme se podrobngji do d&je. Ze tuhé téleso a pohybu)e'

se vidi tuhému télesu b rovnomérnd — piimodarng, znadi se aRb.
Ale pohyblivé a jest s pozadim b stejnéprévné. Lze tedy i a pokla-
- dati za pozadi, b za pohyblivé. Nastavme si obé télesa po zpisobu
Einsteinové?) aZz do nekoneéna. Pohyb se stane pak pronikdnim

dvou nevxdltelnjwh tuhych do nekonedna se rozprostirajicich téles.
Je rovnomérné pfimodary. Jednoi druhé jest pozadim vidi némuz
koname sv4 pozorovani. Jakd! 8 jakymi pomickami? Nastaveni
téles provozuje se podle Einsteina, ptiklidanim, tfeba jen my3le-
nych tuhych téles. Musime tedy dlsponovatl tuhymi télesy. Tim
déna moZnost geometrickych méfeni. Lze uréovati misto bodu
v prostoru. To viak je$té nestali. Potiebujeme éasomér k zjisténi
rovnomé&rnosti pohybu. Rovnomérné plynuti dasu definovano viak

1) Viz podrobné vysvétleni symboliky v »Objasnéni zékladt uZii re-
lativistik pomoci RusSellova kalkulu relaéniho. Tohoto &p. &. 1.

2) "Ctyti pi‘ednééky o teorii relatwnostx na- universit prmcetonske
1921
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postupem svétla podle tuhého méiitka. Potfebujeme tedy i svétlo,
¢im ziskdivame moZnost pfenosu Sasu do dalky.
Zéddme tedy tuhd télesa a svétlo. Prva k uréeni mista, ohoji
k urdeni dasu. _
Kommutativnost obou pozadi a, b znaéi v podstaté jejich
rovnocennost, kdyZ na né vztahujeme své experimenty se svétlem
a tuhymi télesy.?) Oznatme obecny bod, jenZz v &as ¢ zaujima
polohu x, y, z v Descartesové kiiZi, jenz tuho spo;en s télesem a
literou a. Soufadnice téze prostorocasove udalosti viaéi kifzi tuho
sp0]enemu Pelesem b nazvemg : x', y ', ¢ a_oznadime literou b.
Pak okolndkt, %e je to tyz svét) Jenz zachycu]eme v prvé i druhé
soustaveé, zpusobu]e, Ze existuje transformace jiz z étvetiny a(z, y,
.2 t) lze vypotitati Etvefinu b (', ', 2', t'). .
“+"Oznaéme transformam tu. pismenou T. Pak Ize mlsto aRb
psatl symbohcky R
RV b = afT.

: Teorxe transformacm ma, . tobiz vla,stm symbohku praktlckou k vy-
]adrenf svych zvladtnosti. Relace b = a7 neznamend nic vic, nez, -
Ze, ex1stu]1 4 rovnice vy]adrupcl %, y,%,t pomoci z, Y 2 1. Do
rovnic téch vehaazi rychlost v, ji% se téleso a pohybuje vidi télesu b
vektorovyml slozkami I, m, n. Vektor v uéinime proto indexem -

.u_symbolu transformace Tv Relace b = aT, znamend pak Ze
proétor tuho spojeny s télesem a pohybuJe se rychlosti v, jenZ
ma v druhém kizi slozky l, m, n. ‘Symbolické vyjddfeni to jest
jakousi zkratkou za &tyfi rovnice: ,

' (z, ¥, 2, t;1,m, n)

y(x y,ztlm,n)b T,

2 (x,y,2 t;1,mmn) "
: t' (x,y,2,t; 1, m,n)
Pro kommutatwnost pohybu existuje obdobna serie rovnic,
jel. vyJadruJe slozky vektoru a-slozkami vektoru b. Zni
x_—x(xyztlm,) '
y=y(, y,2,t; lmn)"__bT
v "z-'—‘-—'(xyztlmn)_~—”"
et t =ty 2,15 lmn)

-Il ll i

<

Rovmce ty Ize obdrzet1 fetenfm relaci b = ~aT, podle sloZek vekto-
- ru.a. Je vidy mozno pro rovnopravnost soustavy a se soustavou b.
Inversni transformaci k 7', oznadili jsme symbolem 7'_,. Pohybuje-
iy s€. ' t8leso @ vidi b rychlostf.v, pohybuje se b vidi a rychlost{ — v.

" Reseni Tovnic lze na.hradltl pouhou substituci. Urdime si
slozky vektoru —v v a— kifzi. Ty pak misto I, m, n dosadime do
serie ‘b = aT,, Zarovei zaménime dislednd pismeny darkované

-3) Na pi‘ " Samo sobd pfenechané téleso je v klidu vaéi a; proto se
pohybuje samo sobd pi"enechane t&leso rovnou p¥imkou viasi b.
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a nedarkované. Nejjednoduseji dopadne -toto’ feSenf. substituci,
volime-li stejnoznaéné osy homoparallelné. Pak zni hledané slozky
vektoru — v prosté. —I, —m, —n. Tfeba pak k ziskéni inversni
transformace T_, jen vymémtl tarkované - a . neéarkované. sou-
znaéné pismeny a dosaditi za I;m, n. jepch zaporne hodnoty:. -

Podrobme prvek a tranformaci Ty, ¢im prejde v prvek b.
Ten podroblme transformaci T_,, ¢im piejde v c. J aky vztah bude
pak mezi prvky a a ¢? — Protoze transformace T_, jest inversni
'k ' T,, souvisi soutadnice vektoru ¢ (', y'’, 2", t'’) se soufhdnicemi
vektoru a (z, ¥, z,t) transformaci identickou:

=2 yY'=y =2z t'=t . c_aT° bt

Mezi transformacemi T jest jedna Vyznamenana, totlz khd
Pro ten jest rychlost » = 0. Ale transformace 7', nebude obecné
transformaci identickou. Umluvili jsme, Ze osy ste;no;menné maji
byti trvale homoparallelni. Tim neni Fedeno, Ze klid se vyjadif
transformaci identickou. Vyjadiil by se obecné jako posuv souiad-
nic. Cheeme-li dosdhnouti, aby Ty = 7', musime volbu souradmc
a ¢iténi dasu dale omeziti. Zade]me, aby pro t = 0 bylo i # =0
v potatku. V okamziku tom necht podétky a tedy oba k¥fze viibec
se kryji. Pak bude transformace 7'; obsahovatn nejen inversni,
pro rychlost —wv, ale téZ identickou pro v = 0.

V&imnéme -si nym transience pohybu. KdyZ lod se pohybuje
proti biehu, plavec vaéi lodi, pohybuje se i plavec viéi brehu
V symbolech: plati-li soutasné

¢ = bT,, b = aT,
jest : ~ ¢ =aly,
kde rychlost w zavisi pouze na volbé v'ektorﬁ u a v. Tim jest Feéeno,
Ze T.Ty, =Ty,

Ze rovnice transformace 7', uréuji gruppu .transformaci, v niz
sled dvou-transformaci lze nahraditi jedinou také do gruppy na-
lezejici. Gruppa obsahuje ke kazdé transformaci inversni a.také
identickou, jez prislusi vektoru ».= 0.

Je gruppa ta spojita? — Zajisté. Inf1mtes1malni hodnote
vektoru » musi p¥isluSeti transformace infinitesimalné blizks iden-
tické. Kdyby tato véta neplatila, nebyla by klasickd mechanika
vibeo vznikla. V Galilei-Newtonové transformaci klasické mecha-
niky muZeme vidéti priblizem k hleddné infinitesimélni transfor- -
maci, jez existenci jeji zaruduje. -

- Mluvili jsme o infinitesimalni: hodnoté ryohlost1 v. V. prax1
pu1de o0 hodnoty velmi malé. Vidi Semu? — UJasnéme si pro¢ éas
prendsime do dalky pravé svétlem. Protoze je to nejrychlejsi
signal, jimZ vlddneme. Kdybychom v&d&li o rychlejsim, vzali
bychom ten. Tim automaticky rychlost svétla dostdava vyzname-
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nanou hodnotu. Malou bude pak ta rychlost, jeZ je mald proti
ryehlosti svétla. , ‘
Na takové pohyby vztahuje se klasickd mechanika. Tato

+... poklddé za T, transformaci Galilei-Newtonovu. Napi§me ji pro

pfipad; Ze v ¢as t = 0 oba kiiZe se kryji, kdyz a — kii%Z pohybuje
se — bez rotace — smérem rostouciho z rychlosti ». Pak je

¥ =+t

y':y .

Z’:z (1)
t =t

Hodnoté » = 0 naleZi transformace identickd. Nechme v narusti
od nuly do hodnoty 4v. Zména soufadnic A4, jez tim nastane, bude

A =tdv Ay =0 Adz=0 4i=0,
ooz lze prepsati na tvar
Axr Ay Az Mt
¢t 0 0 0
Nechéme-li 4v konvergovati k nule, konverguji i ostatni 4 k nule.
Smime tedy psati

= Aw.

dx dy dz _dt )
TS0 "0 "0~ ® (2)

coZ jest infinitesimélni transformace gruppu Galilei-Newtonovu
vytvorujief.

Tato muzZe v8ak byti jen piibliZenim k infinitesimalni trans-
formaci gruppy 7', kterou hleddme. Z rovnic (2) lze dostati rov-
nice (1), integrujeme-li relace

de dy dz di
_ To -0 0
za podminky: pro v = 0 je '
=2z Y=y =2z =t
Ale rovnice (1), jeZz touto integraci obdrzime nemohou byti trans-
_ formacf 7. KdyZ totiZ po transformaci T, skute¢nd provedeme
tra,nsforma.cl T, obdriime sice transformaci, kterou lze oznaditi 7',
kde ) U+ v=w. ‘
Tim se vSak dostaneme do konfliktu s ideou, Ze rychlost svétla
jest nepfekroditelnou hranici pro skuteéné pohyby. KdyZ se totiz
pohybuje n 4 1 ki{#h, jeden proti druhému rychlosti v, smérem
rostoucfho 2z, pohybuje se prvni proti poslednimu rychlostl no.
Tato hodnota mize pfi koneéném = i v prekroditi rychlost svétla c.
Je to oviem axiom Archlmedﬁv pouZit na rychlosti jako veli¢ing.?)

- . 4) Tim smé&rem nese. se argumentace Poincaré-ova v. jeho - -berlinské
prednéasce. U’vefejnéna v ,,Himmel und Erde*, XXIII. Viz separdt ,,Die
neue Mechanik*, 14, 1911. . _

e
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ProtoZe transformace T, tvoif gruppu, lze souditi: Kdy#
vektor u i v padne od osy , nemiZe se ani vektor w od nf odchyliti.
Odchylka na pravo byla by stejnépravna jako na levo. V rovnicich
transformace 7', ztstane tedy jediny parametr ! = v, n = o, n = o,
kdyZ osy « polozime do sméru rychlosti.

-V tomto zvld&tnim pFipads jest podle Sophus Lie-ovy teorie
jednodlennych. grupp infinitesimalni transformace gruppu vytvo-
fujicf :

de dy dz dit
ity Sl
kde ¢ jest jen funkei v. Funkce &, %, £, v zavisi kazda obecné na
viech proménnych z, y, 2, t, nezavisi vSak na v

Z infinitesimalni transformace plyne za difve uvedenych pod-

minek 7T, ve formé: '

U @,y,2,t)=U (2, 9,2,1)

V (@,y,2,t) =V (x,9,2,t)

W,y 2, )= W (x,9,2,1) '
Q @, y,2,t)= Q2 (x,y,2t) + ),

kde &tyii funkce U, V, W, 2 jsou na sob& nezivislé. Pro ¢ = 0,
dé4vaji transformaci 1d°ntlckou pro —¢ inversni k ¢. Je tedy ¢
lichou funkei slozky ». Provedeme-li po transformaci » transfor-
maci v, lze sled jich nahraditi jedinou transformaci w, kde

p(w) = ¢(u) + ¢(v).
Existuji tedy tfi invarianty U, V, W, jichZ numerické hodnota
se. pfi transformaci neméni. Nalezneme je oklikou; dejme tomu, Ze
vime o invariantni rovnici

F (%, y,2,t) =0,
jez transformaci 7', se reprodukuje jako
F (o, y,2,t)=0.

Pak Ize funkei F &étyi proménnych z, y, 2, ¢ vyjadFiti tfemi inva-
rianty U, V, W.

Protoze funkce U, V, W, Q2 ]sou na sobé nezawsle, Ize jich
pouziti mfisto proménnych x, y, 2, t. Tim proméni se invariantni
rovnice v jinou- ‘

GU,V,W,2)=0. . (3)

De]me tomu, Ze skutednd obsahuje Q. Pak Ize z (3) vehému Q
vypoéltatl a rovnice zni

=g (U, V,W). ' GO
Transformace 7' v novych proménnych stane se translaci . '
T U=U0 V=V W=W X=9+0

Casopis pro pstovéni matematiky a fysiky. Rotnfk LIX. 4
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'Podrobime ji posledni rovnici, dostaneme

Q—o=gU,V,W). (5)
M4-li rovnice (3) translam snésti, musf z (4) a (5) plynouti, Ze
. q (Ul VI Wl)

Rovmce ta ]est prosta . Ale z (5) nelze eliminovati ¢ pomoci (4),
protoZe tam ¢ vibec neni. Premisa pada. £2 v relaci (4) viibec neni.
Z avedemm novych proménnych dostaneme relaci '

GWU, V,W)y=0 ~ (6)
prostou 0. A ta je invariantni jefto funkce
' G(U’ V,W)=G(U,V, W)
se translaci reproduku]e Nyni skuteéné plati
GU,V,W)=0

nésledkem -(6). — Ka%dé invariantni rovnice vede k objevu in-
variantni funkce. '

Takovou invariantni rovnici muZeme objeviti nésledujici
cestou: mysleme si, Ze v podatku a— kiiZe sedi bodovity kladny
naboj, v podatku b— kiize zaporny. V okamziku, kdy oba podatky
se setkaj{ nastane vyboj. Jiskra emituje kulovou vinu svételnou.
Ta néleif, jak ze vzniku patrno, tak prvemu jak druhému k¥iZi.
Plati proto soudasné:

2’2 + y'z + 22— 22 =0 x2 _+_ ?/ + z“’——-c2t2 = 0.
Z Gvahy hornf plyne pak, %e k této invariantni rovnici nélezi téz

invariantn{ funkce
. xz + y2 + 28 c2t2,
]iz. Ize vy]adrltl velitinami U, V, W. ,

Jsou jestd dvé dalsf takové funkce. D& pohybovy mi osu
soumérnosti ve vektoru rychlostnim. Proto. jsme uéinili tuto osu z
pro oba ki%é. Prolozme ji libovolnou pevnou rovinou. Pak bod,
jenZ pro a-kifZ v ni leZel, lezi v ni také pro b-kiiz. Nebot vychylem
nad rovinu bylo by stejnépravné 8 uchylenim pod rovinu. Takovou
rovinou- je na pf. rovina xz, kryjici se podle na¥f Gmluvy trvale
8 rovinou 7', Body v ni charaktensu]e rovnice y = 0. Podle avahy
hornf p¥slud{ ji té% ¢ = 0. Je tedy Yy invariantem, zivisi jen na
‘U, V, W+ — Protoze rovina z = 0 je ste;népravnou 8 rovmou
y =0, zavisi i z pouze na U, V, W. - '

‘Nalezli * ]sme tedy tii funkce
' x’+y2+2’——62t2 Y 2

 zévislé pouze na U, V, W. Jsou na sobé nezavuslé Zadna se neda
vv;&dritx jedinou- & obéma ostatnima

-
Y
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Funkee U, V, W jsou viak ‘definovany. toliko ]a,ko tfi na sobé
nezévislé Fefenf rovnice
f

of af d _ ‘
Ypngdieyoo
jejimiz soudinitely jsou funkce & n, ¢, v zndme z infinitesimaln{
transformace. Proto smime misto U, V, W pouZiti pfimo t¥i na sob&
nezavislé funkce, jez jsme nalezli. Lze tedy pro T, navrhnouti

x12+ y'2+z'2_czt'2= x2+ y2+zs_czt2’
?/ =Y
7=z

.Q(x Y, 7, t)_!)(x,y,z t)+<p(v)

Zbyva stanoviti ]esté funkce 2 a @. Volme cestu pfes infinitesi-
malni transformaci. Zastaneme tim v tésném sousedstvi klasické
mechaniky.

NaSe invarianty vyhovuji rovnici (7) Nahrad’me je pied ‘do-
sazenim rovnocennou kombinaci, jez je zjednodusi na

-

2 —ci?, y, =z.

Dosadime je postupne do relace (7) a dostaneme tii podminky pro
funkce &, 7, (, 7, jez wuréuji infinitesimalni transformaci. Tyto‘
podminky znf: .

- Ex —c?tt =

z ¢eho plyne

Tim uréeny tyto funkce aZ na &initele y, tak, Ze
. : x
E=t.p, =0, (=0, 1:=—c?1p.-

Funkce y nesmi zdviseti na rychlosti. To plyne z charakteru
infinitesimaln{ transformace. Proto ji mtZeme uréiti na gakladd
zkuSenosti s rychlostmi- velmi malymi; na néZ stadi klasickd me-
chanika. Staéi tedy piibliznou infinitesimélni transformaci. kla-
sické mechaniky, jez klade

=t n=0,0=0 r——O

porovnati s horni, abychom poznali na prvych &lenech, e y = 1.
Pak se shodne.i druhy atretf ¢len. Ve &tvrtém Jest neshoda Neboﬁ .
klasickd mechanika vede si jako by ¢ = oo.. )
Kdy% méme infinitesimélni transformacl, ize mtegracf ziska.tl
kone¢nou.” Tfeba mtegrova,tl relace - .
T4k
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za podminky: pro ¢ = 0, jest -
=z Y=y, ==z =L
Znamymi integraly jsou invarianty '
- at—cM, oy, =
Dalsi dostanerpe z relace

pomocf
. 22— c'? = @2,

kdy? eliminujeme #. Pak jest

’ cda’
l/m g2
. cl (@' + [ —a%) = const + ¢
@ +et')y=cl(x+ct)+ ¢ »
Nyni jest transformace 7', nalezena az na funkei ¢(v.) Zni
2" — % = a? — o

?/:=3/ r,
2 =2 . ’ “

c (2 + ct') =cl (x + ct) + ¢.

Posledni rovnici lze prepsati na

. @ .
' 4t e
Zta ¢ Tk
Z éeho -
' +ct' =k (x 4+ ct). (8)

Relace ta pravi, Ze svétlo pohybujici se podle sméru ubyvajiciho »
pro jednoho pozorovatele rychlosti ¢, pohybuje se tak i pro druhého.
Délime-h prvni relaci 7', rovnici (8), objevime |

2 —ct = 1~ (x—ct) (9)

Platf tedy totei i smérem rostouciho z.

Zbyjvh jestd urditi funkoi k(v). Uréime ji z myélénky pocatnk
=10 pohybu]e se v druhém kifzi rychlostf v, tak, Ze «’= of". Pak je

(v+c)t’—ckt
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, ct
w—at=—7
z Geho divisi

i L 7 (10)
v—¢C

Rovnice 8, 9, 10 ptedstavuji Lorentzovu transformaci. Re$me
8 a 9 podle z a ¢ tak, Ze

2ct'=(k——;c-—)x+ (k+_li7)0t

2k’ = (k* 4+ 1) x 4 (k2 — 1) cf, :
2ket! = (k*— 1)z + (k* 4 1) ct. .

Upravime na

Pouzijeme, Ze

o k41 . k—1

02 1w
Vl_c‘z z

Dostaneme Lorentzovu transformaeci:

.-———-2- .
4/1-%: z + ot

T 2

62 c?

V&imnéme si, Ze jsme k ni dospéli, aniz bychom slova fekli
o kontrakcich méfitek, ¢i rozvazani soudasnosti, viibec o onéch
myslenkach, jez tak poboufily. Nenf toho tieba.?)

*®
Un chemin nouveau conduisant 3 la transformation de Lor_entz.
(Extrait de l’article précédent.)

Ce traité-la est la suite de I’essai-,,Explication des éléments de la
relativité proprement dite 4 1’aide du calcul de relations de Russell*.
Les principales propriétés du mouvement, comme la commutati-
vité et la transitivité,.sont exprimées en symboles de la théorie
des transformations.

Ces propriétés se transforment ensuite en des idées mathé-
matiques que Sophus Lie a introduites. En adoptant I'idée que le

5) Srovnej Einsteinovo odvozeni v ,,Uiber die spezielle und dle
allgemeine Relativitétstheories. Vyd. 3. 78. 1918. :
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~ mouvement est une action symétrique autour de sa direction et que
la lumiére est un facteur qui définit le temps et le transfére, on

- arrive par la spécialisation des formules de Lie & la transformation

de Lorentz. .

‘11 n’est pas nécessaire de dire un mot sur les contractions des
mesures ou sur la dissolution de la simultanéité. On n’en a pas
besoin pour la déduction de la transformation de Lorentz, si I’'on
procéde par la méthode ci-expliquée.
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