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kde zase bude 
°an = xn °bn = y17 °a'n = x2, %'n = y2. 

Ze vzorců téchto vidíme, že ku reálným dvojinám Al9 Bv 

příslušejí vždy imaginární dvojiny °An,
 QBn;

 0A'n, °B'n, jak též 
z dřívéjších našich úvah konstruktivních bylo patrno. 

Příspěvek k theorii integrace diff. rovnic lin, 
obyčejných omezenými integrály. 

Napsal Dr. Josef Štěpánek v Táboře. 

I. Petzwal*), pojednávaje o rovnicích, které lze převésti 
na rovnici Laplaceovu a tím je řešiti omezenými integrály, uvádí 
též rovnici: 

x% S+(a'+híxa)x %+{a°+b°xm+c°x*m) y=0f (1) 

která po substitucích 
xm = t, y = tkz 

přejde v Laplaceovu za podmínky: 
h (h — l)m2 + h { m(m - 1) + ma1 } + a0 = O, 

kterou jest h stanoveno. 
Rovnéž tak rovnice: 

X" S + X* S (a* + h*xm) + X fx <"' + K%m + C^m) (2) 
+ (*0 + \xm + coz** + dQx*m) y = 0 

přejde substitucí xr = t v Laplaceovu. platí-li: 
(m — 1) (m — 2) + (m — 1) a2 + ax = O, a0 = b0 = 0. 

Petzwal tedy dospívá k Laplaceově rovnici za jistých pod­
mínek jednak pro exponent &, jednak pro koefficienty rovnice. 
Uvažoval jenom tyto speciální rovnice. Lze však ukázati, že 
i obecná rovnice: 

* S + p^ £- - • ̂  + p&r £ * • *D~2 + • • • 
+ ft(*")^.-^* + . . . + -°.-i(«-).Ž.* (3) 

+ PB(x»)y=zO, 

*) Petzwal: Integration der Differentialgleichungen I. Wien 1853. 
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kde Pi(xm) jest polynom í-tého stupně v xm
1 se dá převésti na 

rovnici řešitelnou omezenými integrály, jenže tu nepřijdeme ku 
rovnici Laplaceově, nýbrž k rovnici differenciální, jež má za koef-
ficienty polynomy stejného stupně, a která se dá, jak ukázal Poin-
caré*); řešit omezenými integrály. 

Transformujme za tím účelem rovnici (3) substitucí: 
xm = t. (4) 

Snadno najdeme: 
f?_J( n{k) _\j_ rkm-k l fJ(k) ( ? " ^ r(__-i;__,-J_ I 

I a{k) <* "'V x{k-r)m-k 1 l a{k) ^L_y x2m-k 
^ r dtk~r "I" • • • 1- ak-*dp • x 

+ «ř_.1g.«-^ 
kde koefficienty aM jsou pouze numerické koefficienty. 

Z této rovnice dosaďme do (3; za všechny derivace. I bude : 

n(») —M. fn 1 /,(--) _ y.fn—1 ! J _ Mn)_t_JJ 4n-r I 
dtn ' x dí--1 i • • • ' г din 

. в w __!-» ť * + вЄ-> í__ i! 
đť2 ' "-Чť 

+ Pl(0 
йn—i*. ňn—^n 

,j{n-l) _t Ł /---l 4- л(---l) _ Ł fn-2 i 
d p - 1 ' * din 

>_____Zl}L tn-r-i , 
dtn-r-l • I " • • • T «•__, Jf. 

J . a<n-l) đП ^ У >z.-r-i I I a{n-l)^У 
T U

Г JJn—Г—1 • * T • • • T ^ д -

- ж 
«Ł 

_1_ 0C-1) - ^ .1 

<-2)ui^ • ta~2 + ffl(""2)d7^ • ** 

+... + <-2,|SS- <fl—°+• • • + e-,a,|f '• 

+ 
+ p^.[-?.^.«- + «?>g..] 
+ P--i(0- «?>;*?•' 
+ P«(0 y = o. 

*) American Journal VII. 213. 
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Uspořádám-li, bude: 

41' t" *g + ^ JÍ^T [<> + <-' • *.(o" 
d"-2y Җa^ + вţ-» P.(0 + <-2>Pä(0 

+ + 
n—2 (0 + <2 | f [«£i_ + "„L".1' Pi(0 + «__f P_(0 + • • • + <> P, 

+ í-5?[o-B?i+ ^-i^PiW + ař_-3
2).p.(o+...+<).-P--i(o| 

+-P_(0J/ = O. 
Tuto rovnici lze psáti ve tvaru: 

Po(0 g + i_(0 • g ? + -?.(*)£?f + • •. + -WO§ 
+ Po_1(0§ + P-(0í/ = 0, (5) 

lide P_(í) jsou polynomy vesměs téhož stupně w. 
Dělíme-li ještě faktorem a(

0
fl), dospějeme k rovnici, o které 

Poincaré ukázal, že ji lze integrovati omezenými integrály tvaru 

y = J eut D du, (6) 
L 

užije-li se analogického postupu, kterým se integruje rovnice 
Laplaceova, a který se také někdy zve methodou Laplaceovou. 
Lze tedy i obecnou rovnici (3) integrovati omezenými integrály. 

II. Omezenými integrály lze také řešiti tuto rovnici: 

x2ì 

dyn ' " f " dæ*-1 ' ~ 2 ~ dx» 

_7n-lv dn~2U 

J_ J ' _2(--r) ______ I _ _ ' - * _ ! _ . _ . ,____-(- A „ - 0 

kde Ai jsou numerické koeficienty. 

Položme: x = —, což jest substituce nahoře užitá pro 
V • . - • : 

případ m = — 1. I bude: 

*_ = * *-- g+»*.-'-• £a+*• • <»-|5f+• • • 
+ »''-" • s 3 + • • + s2-."+1gí +•*>, • <'+';f • 



207 

Dosadím-li, dostanu: 
_Í_ [&(*) pn ___*& I. &(_) J2__-l dn~1V \ X &(_) ř2_-r ^ 

- * - . . . 4- b(D) * n + 2 — 4- b<n) t°+l — 1 

Л 
£-(л-D 

Г (ìn ^n tln—Ъii 
J ( л - l ) *2(л-l) ___ £ . i * (__-!) / 2 ( л - l ) - l _! _L I 

Лл—1—r?. 

+ 6 ŕ -o. < м__)^._ й _? + . . . 
, й(_-l) < B+1 ____ + J(л-l) . j.л ___] 

^ °»-« Ä« + »-2 dřj 

+^þr 2 ) • l2(л-2) • | 5 + й r 2 ) • l2(n-!î,-, £ _ ! 
+ . . . + ь c » - 2 > . < 2 ( » - 2 ) - . ^ ^ 

-+. _i_ _(n-2) fn ___ _l_ 7,(_-2> _л-l__Л 
-t- ••• •+•*___ •< # . + < _ - . •* dt\ 

+ 
__ľ_? [j(2) <*_____!_ 7,(2) П ___ 

.-____i_(i)..___ 
*8 ° ctt 

+ Aa y = 0. 
Násobím t2a a srovnám: 

_(_) . | 9.g_ + ^ i .(-I) . p . + 6(.) <_.-, J ^ 

+ r A a 6^-a) ťa°+__, j^-1) <»—*+i?>. ť^-2 I ^ J 

+ + 
4-U.-2 &(o2) < í a + - i — . • ^D) • t*-1 + • • • + A afc? • ta+3 

_j_ J(_) . ť i . + 2 ] _ _ _ _ 
^ °—» J dťa 

+ [____! 60). ťa» + _____. bp ť2—1 + . . . + ___ 6 £ * . *•+.. 

+ __yťan_=0. 
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Krátím-li i"+\ dostávám rovnici: 

•;>.»S+'.(o^+...+W)^+..v 

+ p , - _ i ( 0 ^ + P'-(0y-=o, 

kde ^',(0 jsou polynomy téhož stupně n—i-ho. Tím tedy důkaz, 
proveden. 

Za příklad mějme rovnice 2-ho řádu: 

hořejší substitucí přejde v tuto: 

ř ^ + ( 2 - « ^ T + ^ = 0' 
což jest rovnice Laplaceova. 

Rovnice 3-ho řádu: 

R d3y , . (LHj . ," dy , n 

přejde v tuto: 
ř " ^ + [ ~ a > ť 2 + 6 ' ] l í + [ b i * * - 2 a i ' + 6ůí~c'yť"=0" 

Tuto rovnici lze pak integrovati methodou Poincaréovou,. 
svrchu zmíněnou. 

Thermodynamika statického pole gravitačního 
na povrchu země. 

Prof. Dr. Arnošt Dittrloh v Třeboni. 

Každá větev fysiky má svůj jasně vyhraněný poměr k ther-
mice. Jen jedna Činí dosud výjimku: zjevy gravitační. Ohledejme-
nejprve příčiny, proč objevy thermodynamiky, pojem vniterné 
energie a entropie, dosud pro nauku o tíži významu neměly, 
proč thermodynamika, jež ve všech větvích fysiky tak hluboko 
zaoralá, jen právě nauku o tíži pominula. 

Kombinace klasické nauky o tíži s thermodynamikou. 
Koule, jež má hmotu /w, specifické teplo c, jest nad povrchem 
země o poloměru ti. Takovou hmotu lze pokládati za thermor 
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