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Brocardova kruZnice trojuhelnika jako misto
geometrické.

Napsal

los. Langr, c. k. ndmofni inZenyr v Pole.

V nov&j8f geometrii trojihelnika zhusta pojedndvd se
o kruZnici sedmi bodd & kruznici Brocardové, zvané tak dle
franc. mathematika Brocarda, majora Zenijntho sboru. Vlastnosti
této kruZnice jsou struéné podény p. fed. Strnadem v XV. rot.
tohoto tasopisu str. 28 a 276. Odkazuji étendfe na tyto ¢lénky.
V piitomném pojedndni hodldm uvésti novou, pokud mi po-
védomo, vlastnost této kruZnice a zdroveil s ni souvislé relace.

1. Bud ddn trojihelnili ABC. Vytknéme v jeho strandch
po libovolném bodé. Tyto body zmaime A’, B, ('. Opiseme-li nad
trojihelniky AB'C, BA'C’, CA’B' krunice, prochdeeji tyto
gedinym bodem K a

I KCA = 3TKA'B= 3. CB'K = ¢.
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Dikaz této véty je velmi snadny. Nechf kruZnice opsané
nad A AC'B’ a A BA’C’ se protinaji v bodé K (obr. 1.). JelikoZ
gtyfihelnfk KC’AB’ a A’KC’B jsou do kruZnice vepsané, jest
32 B’KC’ vyplikem uhlu ¢ a 97 A’KC’ vyplikem thlu 3. Musi
tedy byti 37 A’KB’ vyplikem tihlu y &ili K leZeti na kruZnici
opsané A CA’B’; tedy vSecky tii kruZnice jdou bodem K.

JelikoZ jest téz

I KC'B + I KB’A = 180°,
jest
9. KC’'A = CBK
a taktéz
¥ CB’K = & BA’K
¢ili kazdd piitka svird se stranou trojihelntka, jiZ proting,
stejny thel ¢.
Vété 1. bude hovéno také, kdyz pro délief body A, B, C’
polozime nésledujicf podminku '

AC _ Ch _ KB _
BC BN OB

V tomto ptipadé lze udati direktni relaci mezi 4 a ¢.
Pokradujme takto:
Pro obsah A ABC lze psdti vzorec tento:

(1) 24 = (AB.KC 4 BC.KA’+ AC.KB)sin ¢.
Dle Carnotovy véty vychdzeji rovnice

AC" 4 CK* —2AC’ . KC’. cos 9 = AB* + KB”

(@)

~+ 2KB’. AB’. cos ¢,

BA” + KA —2BA’.KA’. cos 9 = BC* 4 KC”*
~+2BC’.KC’ . cos ¢,

C_I372+@f —__29_13’.@’. cos p = CA” + KA”
~+ 2CA’ .KA’. cos ¢.

Sectéme tyto rovnice. N&které tleny se rudi, a dostaneme:
2 (KB’.AB’ - AC’.KC’ + BA’. KA’ - CB’. KB’ 4- BC'.KC
1 TA‘. KA) cos ¢ = AG* — BC* - BA# —CA* -+ OB* — AB",
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Na levé strang lze vidy dva a dva Cleny sloutiti; na
pravé zavedeme strany a, b, ¢ s ohledem na podminku (a).

Tim ziskdme rovniei:
@  2(AB.KC'+BC.KA‘+ AC.KB) cos ¢
= (@4 bt tl

Nyni délime rovnici (2) rovnief (1), a dostaneme jiZ relaci
mezi A a @.

a®*+ b2+ A1
44 TA—1

(3) g =

Pro struénost poloZme

a® + b2+t
—az =K

Této konstantd K lze ddti jiny elegantni tvar ndsledujfef
operaci : '

Dle Carnotovy véty jest

b% 4 ¢* = a®-} 2be cos ¢,
a® -+ ¢* = b* 4- 2ac cos §,
a’®4b*=c? + 2ab cosy.

Seéténim téchto t¥f rovnic vyjde
a® 4 b+ ¢* = 2(be cos & - ac cos B + ab cos y).
Konstanta K jevi se nyni ve tvaru

__ becosa—accosfB -+ abcosy
= 5 .

K

Vyjédifme-li postupné 4 obéma stranami a sinusem dhlu
jimi sevieného a provedeme-li d&lenf, objevi se K ve formsé
K=ctga+ctgf + ctgy,

a rovnice (3) jest nyni



213

) ctgp=1T(cgatctgh tetgr)?).

II. Méni-li A svoji hodnotu, otdéeji se pricky KA', KB’, KC
kaZdd Fol svého stdlého bodu.

Provedme diikaz o piiéce KA’. Bud stied strany BC nazvén
A, a v ném bud vztytena kolmice ku BC. Ptitka KA’ proting
kolmici v bodé X, ktery jest onim konstantnfm bodem.

- Jest totiz
AX=4Ltgy
A A‘— BA G * a a A41 a
2 KA=B4, - & :74.1_1:%_2_
Tedy
ix=trlae 1 4—1
T A—1"2"K A4+ 1
_a 1
=3 g

Vidno, ze A,X jest konstantn!, a tedy bod X jest stdly;
jim prochézeﬁ vﬁecky pitky KA’ odpovidajfcf JednothVYm Ao
- TimtéZ zplsobem Ilze dokdzati, Ze pticka KB’ prochéz{

stilym svym bodem Y, vzddlenym od strany AC o —g— —11(—, & na

piitce, tuto stranu kolmo pilfef, se nalézajicim.

Takté pricka KC’ jde svym pevnym bodem Z, obdobné
vidi strané AB leZfcim.

1L Jak jif v dikazu véty I wvedeno, sviraji pricky KA,

KB, KC' vedjemné stdlé vihly, vipliky vmtrmch Uhld trojiihel-
nika ABC.

#) Jiz tento vzorec nasvédéuje souv1slost1 8 Brocardovymi vysledky
Pro Brocardiv thel jest totiz

ctg o = ctg o |- ctg £+ ctgy
¢ili vztazeno na nafe pojedndni

ctgo=K

141

ctg o —= 1—1 ctg o.
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Pohvbujf se zde tedy stdlé uhly tak, Ze ramena jejich
prochdzeji stdlymi body: musi tedy spoleény vrchol K onéch
uhli opisovati kruznici, jez jde body X, Y, Z.

A tu jsem nalezl piekvapujici vysledek: KruZnice tato jest
tdentickd s krufnici sedmi bodd G krudnici Brocardovou, u nfZ
dosud toliko sedm jejich bodd bylo uvaZovéno: Stfed kruZnice
opsané trojihelniku ABC, dva body segmentarné, t¥i vrcholy
trojihelnfka Brocardova a bod Lemoineiiv*).

Viecky tyto body vyskytujf se i na kruZnici na${ a obdrzfme
je, klademe-li specielni hodnoty za 4.

Je-li A=—1, jest bod K stiedem S opsané kruznice troj-
thelnfku ABC.

Je-li A=0 a 4 = oo, dostaneme body segmentarné O, O,,
pro néz

ctgp =+ K.

Uhel tento zove se thel Brocardiiv. Jiz tyto t¥i body
sta¢f ku stvrzen{ identity obou kruZnic.

Bod Lemoinedv L obdrZf se pfi 4 = 1. Trojdhelnik Bro-
cardiiv je na§ trojihelntk XYZ. Vlastnosti tohoto trojihelnfka
jsou taktéz uvedeny ve zmfn&ném &ldnku Fed. Strnada**). Nékteré
vlastnosti, jeZ péstitelé této kruZnice dosti namghavé musili
dokazovati, vyplyvaji pomdrné snadno na zdkladé principu, dle
n&hoz kruznice naSe vytvofena byla.

Uvedu je§té nékolik zajimavych vysledkd, jichZ jsem dosahl.

IV. Body K’ a K, jim% odpovidagji reciproké hodnoty 1, stanovi

*) Prosim, aby laskavy &tendf neobtéZoval si vyhledati ve zminéném
¢ldnku p. fed. Strnada vyznam téchto bodd.

**) Dovoluji si tuto poukdzati na dikaz jedné vlastnosti: Troj-
thelntky XYZ & ABC majf{ spoleéné tézisté. Dikaz poddvd ndm véta, jiz
jsem uverejnil v XXVIL roé. tohoto dasopisu ve ¢l. ,Piispévek k mnoho-
dhelnfkim“, a jez, byv§i pouZita pro trojihelnik, zni: Sestrojime-li nad
stranami trojihelniks trojihelniky vzdjemné podobné, stanovi jich nové
vrcholy trojdhelnfk, jenZz md s plvodnim téZidtd spoleéné.

Ze jest zde
AXBC~VAYAC~NV A ZBA,
vidno z predelych fakt.
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tetivu konstantniho sméru. Zvolime-li tedy jakési i, a reciproké
vyhledéme jim body odpovidajici K ‘, K,*, jest
Kll Klll ” KI KII.

1
A’
Divody této vlastnosti jsou zfejmy z obrazce 2.

A

Tu jest

X K“XS = I A“XY,,
X K'XS = 3T AXA,.

Ale 3T A“XA, = 3T A'XA,, nebot piisluSnd A maji reci-
prokou hodnotu, a jest A,A’ = A A“. Proto téz jest
¥ K'XS = 3T K“XS.
Témto dvéma stejné velkym hldm obvodovym piislusf
stejné velké oblouky. Tedy
arc SK‘ = are SK“.
Taktéz
’ arc SK,* = ar¢ SK,“,

protez KK || K,'K,” a zdroveii rovnobézno s tednou ke kruz-
nici v bodé S ¢ili kolmo ku priméru kruznice bodem S vedenym.
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Pro 2 = — 1 obabody K’ a K se stotoziiujl, stanovice tednu
ke kruZnici; podobné pro Lemoinelv bod pii 4 = 1. Jelikoz
obé tetny jsou rovnobéZny, musi spojnice dotyénych bodd byti
primérem ¢ili stied S a bod Lemoindv L urtujf primér naSi
kruZnice *).

V. Spojnice bodi K **) a K,, jimé odpovidaji A stejné velkd,
ale opaéného algebraického anament, prochdaeji stdlym bodem P.

Necht bodu K, odpovidd 4,. Jest tedy piislu§né ¢, uréeno

vzorcem

A+
ctgp, = K2 .
: g 1 }‘1 —_— l
Bodu K, necht patif 4, = —4,, i jest pifslu§né ¢, sta-
noveno vzorcem
ctgp, = K 1
g q>2 - ll + 1 N

Spojnice K, K, protfnd primér SL v bodé I’. Tento bod
je stdly. Je-li tomu tak, musi byti jeho moenost vzhledem
k na8i kruZnici konstantnf. To dokdzeme. Za pFitinou zjedno-
duSen{ kladme

KP=10, KP=1l, a {.l, =M

Obvodovému 1hlu K, XL = ¢, piislugi sttedovy uhel
K,OL == 2¢,.

Podobné jest
K,OL = 29,.

Nyui vidno, Ze :
l,:1, = sin 2a, : sin 2a,.
Mimo to z A K,K,O lze uréiti
K, K, =1 — 1, = 2rsin (¢, — @),

kde » znadi polomér kruZnice Brocardovy.
Z uvedenych dvou rovnic lze vypodfsti !, i ?, a vysledny
jich soudin jest

*) Tato vlastnost také jest uvedena ve zminéném ¢lénku.
*¥) Bod K, jest identicky s bodem K .
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sin (9, — 1) T.

R 2 q1 in ©
M = 4r%sin 2¢, sin 2%[ Sin 99, — sin 29,

Vypoéitdme-li z hotejSich cotangent cos ¢,, sin ¢, COS @,

a sin ¢, a dosadime, vyjde po upravé

(4) M = 4¢K2
Vidno, %e mocnost M bodu P jest konstantni, Ze tedy

bod P je stdly, cimZ dokdzdna véta V.
Pro body Brocardovy, jichz A — 0, oo, ptechdzi secna

K, K, v tetnu jdouef taktéZ bodem P.

Jest tedy staly bod P vzhledem ke kruinici Brocardové
polem polary stanovené Brocardovymi body.

Princip jednoduchosti ve fysice.
Nupsal
Ph. dr. Vlad. Novak,

docent 8eské university v Praze.

(Dokongent.)

2. Zikon Boyle-Mariottedv uvddf se vzorcem
P. V= const.

¢ili objem plynu a tlak jeho jsom v nepiimém poméru, pokud
oviem temperatura jest stdlou. .

Jenom snaha po zjednoduleni uvadi spojeny zdkon Boyle-
Gay-Lussactv z formy

P. V=P V,1+at)
na tvar
P.V=R.T

kladen{m

1

P, V,e=R a T;t+273, * =g

Jednoduchy zdkon pfimky neb hyperboly rovnoosé ustu-

puje jindy zskoniim sloZitdj8im a geometricky obraz zdvis-
15
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