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0 kvaternionech.

Sepsal

Dr. F. ). Studniéka.

(Pokracovénf.)

§ 2.
0 seéitini a odéitani kvaternioni.

Abychom ustanovili soucet dvou kvaternionii
«=ay+ a i+ ay i, 4 a3 4, (10)

B =0yt byt 4 by %+ b7, (11)
uvazme, Ze tu plati vesmés zdkon distributivn{ a Ze tudiZ bude
e+ B=a,+4 b, + (a,+b,) % - (@, + by) & + (a3 + ;) 4,

z ¢ehoz pak jde dile
etp=p+e,

coZ znamend, Ze secitani kvaternionti jest kommutativni. A zna-
¢i-li vieobecné
o = Gor + Wk - Gprty | Gaz 3 ;

k:112731a' . ny

- bude podlé téhoz pravidla
o =Zoap+6 Do+t Zag+ 4 2 ag, (12)

k=1
z CehoZ patrno, Ze soudet kvaterniond jest opét kvaternionem.

Podobné obdrzime odecftinfm
& — f = ay— by ~+ (@, — b)) &) ~+ (4, —by) 7y - (a3—D3) 75, (13)
z CehoZ pozndvdme, Ze rozdil dvou kvaternion® jest opét kva-
ternionem, a ponévadZ i tu plati
o@— ﬂ - (ﬁ - “) 9

Ze odéitdn{ kvaterniond jest dkon alternujict.
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Jestli pak ve vzorci (13)
a=2g, ' (14)
povstane z ného
0= (ay—bo) + (@ — b)) % -+ (ay—d,) %, 4 (a;—by) %5,
kterézto podmfnce pro nestejnorodost vjrazu na pravé strané
stojiciho se vyhovi jen tim, Ze
ag=0by, a,=b,, a,="b,, a,=10,, (15)
z CehoZ naopak soudime, Ze dva kvaterniony se sobé rovnayi,
rornaji-li se sob& jejich sloZky, takZe z rovnosti dvou kvaternionii
(14) se obdrzi ¢étyry rovnosti s ¢leny redlnymi (15).
Jestli B sdruZenjm determinantem, plati-li tedy misto
vzorclt (10) a (11)

o=Roa+ le, (16)
Koe—=Roa—Ie, 17
obdrzfme sectenfm a odectenfm .
e+ Ka=2Re, (18)
c—Ke=2I«, (19)

coZ znamend, e soucet kvaterniond, sdruZenjch jest redlny, rozdil
pak idediny.

Znésobime-li koneéné posledni dva vzorce, obdrzime podle
znamého pravidla, pripojime-li exponent, jak se obycéejné déje,
k symbolu funkciondlnimu K,

) 0 — K0 —=4Re . I, (20)
pii CemZ arci jsme pouzili identiénosti
¢. Ke=Ke .,
kterdZz ze vzorci (16) a (17) bezprostfedné plyne; ze vzorce
(20) pozndvime, Ze rozdil Cctvercd kvaternionds sdrufemyjch jest
taktés idedlny, jako rozdil prvnich mocnin.

§. 8.

O ndasobeni kvaterniomi.

Chceme-li si zjednati soucin kvaternioné (10) a (11), na-
sobme podlé znidmych pravidel, majice vSak pilné na zieteli
postaveni jednotlivych c¢initeld, aby se v ustanoveném napied
pofddku kladl napied ¢len prvnfho, pak druhého Cinitele, nacez
obdrzime
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aff = agby - (eDyteybo) &y - (tgbatagdo) 2 4 (a'oba"!““abo) 3
Fa, b8 4 a byt - abyd it - ay b8y
Fay by, @y by ity - ag bty - ay byt

+ a, bz. 4%
z CehoZ plyne, pouZijeme-li vzorch soustavy (6) a poloZime-li
Co=0,b0, — a, b, —a, b, —a,b, ,
¢, =ay b+ ay by +a, b, —a b, (21)

¢, =agb,— a, by +a,b,4-a3 b,
¢ =y by + ay b, —a, by + a3,
kterézto hodnoty jsou vesmés redlné, a mimo to

y=c ot ottt (22)
kdeZ tedy p opét jest kvaternionem,
ef=v,

z ¢ehoZ patrno, Ze soudin dvou kvaterniond jest opét kvaternio-
nem, z CehoZ pak dédle plyne, Ze i souin n kvaterniondi jest
taktéZ kyaternionem.

Nezli vSak ptejdeme k dalsim vyvodim, nutno vySetfiti,
zda-li ndsobeni kvaterniond jest tikonem kommutativnim ¢ili nic,
abychom se podlé toho pak Fidili.

K tomu cili dejme kvaterniontim (10) a (11) kratdi tvar

o = Re 4 Ie ,
B=Rp-41p
a zjednejme si, kladouce napied Cleny svrchniho Cinitele,
of = Re . R+ Re . If-}- o, R+ I . If
a naopak, kladouce napted Cleny spodniho Cinitele,
Be=Rp.Re—+ RB.Io-}+18. Re - 1B . lu.
Ponévadz redlni Cinitel nemd vlivu na zdménnost a tudiz

plati
Re . Ip =18. Ra

» In . R=RB . Ie,
nutno jen vySetfiti, zda-li posledn{ ¢lenové obou souinit se sobé
rovnaj{; k tomu cili zjednejme si ze vzorcit

In = a, % 4 a, 8 4 a57y

IB=20 74 +byi, b4y, )
7*
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za pomoci vzorcl (6) pravidelnym ndsobenfm
I“_ B = — (4,5, + asb, + a303)

~+ (@sby — a;by) ¥, - (azhy — a,b5) 7y 4 (4,0, — a,b,) &,
- aneb pouZijeme-li tvaru determinantniho, '
7 a, b,
I . Ip = — (ayb, +ayb, + a3by) +

& ay b,

» (29)

7 a; b,
nacez poznime ihned, vyménime-li « za g a tudiZ a za b, Zc
' 4 o b,

I8 . I = — (a,by + a3, +-a3by) —

0 a, b, |,

iy ay by
z ¢ehoZ patrno, Ze soucin téchto idedlnych veli¢in nenf zdménny,
nfbrz Ze vyménou ¢initeld méni se oznaceni ¢dsti idedlné.
PouzZijeme-li oznaceni vzorce (8), jest totiz _
Io . I3 = R (I« IB) -+ I(Ix 1IB) (24)
B.lo=R(IeIp)—I(eIp) =K(le I8), (25)
z Cehoz ddle pozndvime, Ze vyménou dvou Cciniteld se soulin
stane sdruZenym aneb Ze soucin dvou idedlnych Cdsti rovnd se
sdruzenému kvaternionu obriceného soutinu téchto Casti.
Ze vzorce (23) plyne pak pro

. e=f,a="b,
kdeZ jsou oba kvaterniony stejné,
Po=—(a,* +a,*+a,%), (26)

z ¢ehoZ patrno, Ze Ctverec idedlné &dsti kvaternionu jest redlny;
ze vzorce (24) a (25) obdrii se pak, ndsobime-li

I . I’ | I = R? (Iee IB) — I* (I IB)
aneb méme-li zfetel ke vzorci (26), redlnost jevicimu,

o I? = R? (e IB) — I* (1o IB), 27)
coZz znamend, zavedeme-li pivodni hodnoty za tyto symboly
(@ 4 @ -+ a3 %) (b + b, + 03%) = (a,6, -+ asd, —+ a;b,)*

- (@b — a3b,)? - (agby — a,b;)* - (a6, — ;1) (28)
znimé to identita, jiz se s velikym prospéchem uZivi v rozma-
nitjch pifpadech, zejména v analytické geometrii v prostoru.’)

~ 1) Viz Studnitka ‘,,Ij'vod do analytié_ké geometrie v prostoru“ pag. 20.,
26, 41, 49. atd. Dikaz vieobecnéjiiho pravidla pomoci soudinu dvou
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PouZijeme-li tedy vzorce (24) a (25), miZeme soucinu dvou
kvaterniont (10) a (11) dati tvar
‘off = Ro R + Ro I8 - 1B e

A~ B (Lo 1) +- L (1o 1), (29)
fa = Ro Rp + Re If -+ Rf Iu
~+ R (Ie 18) -— I (Iu 1B). (30)

Prejdeme-li pak ku kvaternioniim sdruZenjym, vzorci (16)
a (17) vytknutym, obdrzime zndsobenim
a.Ke=Ra¢a—I«,
a tudiz podlé vzorce (8) a (20)
o . Ke=a*+ a4+ a,>+ a2
z ¢ehoZ patrno, Ze soulin kvaternion sdruZenych jest redlnym;
soucet téchto ctverch sluje morma, odmocnina pak modul kva-
ternionu a znaéi se symbolem N a I, takZe
. Ke=a,®*| a,* 4 a,>+ a;* = No = M*z, (31)
coZ znamend, Ze soucin kvaternionw s kvaternionem sdruZenym
¢int mormu tého kvaternionu meb ctverec jeho modulu.
Déle obdrzime ze vzorce (29) podlé vzorce (9)
K (af) = Re R — Re I — IRp I
+ [B (le IB) — I (I IB)] ,
kdez posledni ¢len v hranatjch zavorkich obsaZeny d4 podlé
vzorce (25) IB . Ix, takZe jest tedy
K (¢f) = Rae Bf — Ro I8 — Rf I+ IB I
podobné obdrZime pouhym nasobenim, majice zietel ku kommu-
tativnosti tam, kde plati, ‘
KB . Ko = (Rp — IB) (Ra — Iz) .
= Roe R — Re I — Rf I+ I It ,
z CehoZ jde tedy, porovndme-li tyto vysledky,

K(ef)=KB . Ka, (32)
coZ znamend, Ze sdrufeny kvaternion souéinu rovnd se soudinu
‘sdrufenyjch kvaternioni, v opaéném porFddku postavenijch.

Ze vzorce (32) obdrzime pak pro
«e=p, a=b,

determinant@ vedeny podin v éasop. pro péstovini mathematiky a
fysiky. Roénfk IL pag. 77.
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méme-li zietel k obydejné symbolice,

Ko*=Ka, (33)
coZ i pifmo dokdzati moZni; sdrufeny Ctveréc kvaternionu jest
tedy ltvercem sdruZeného kvaternionu.

Znéasobime-li koneéné znimj vzorec
of =y
a z ného plynouci
K (af) = Ky,
obdrzime piedeviim
af . K(aff) =y Ky
aneb pomoci vzorce (32)
eB KB Ko —yKy
a tudfZ se zfetelem k redlnosti souéinu g Kp
eKe . BEKB=yKy,
z ¢ehoZ plyne, pouZijeme-li vzorce (31),

Ne . NB =Ny, (34)
coZ znamend, Ze soudin norem dvou kvaterniond jest normou sou-
&inu obou kvaterniond.

Zavedeme-li do posledntho vzorce pravé hodnoty podlé
vzorce (22) a (31) urCené, obdriime vzorec
(@0, >, *-a5%) (by b1 b, > +3%) = (¢ * 40, >4~ ¢y > 4¢3 %),
z néhoZ patrno, jak soucet ¢tyr ¢tverch di se rozloZiti v soucin
dvou c¢initeld, z nichZz kaZdy jest taktéZ souctem Ctyr Ctvercd a
naopak, pravidlo to, jeZ Euler ponejprv odiivodnil a je# v po-
slednfch dobdch zna¢né bylo roziffeno.*)

Polozime-li ve vzorci (34)

L a=f, tedy y=rc?

obdrifme z ného, coZ i pifmo lze odévodniti,

Nlq¢ = Na?, (35)

z CehoZ jde, Ze &tverec normy kvaternionu rovnd se mormé tverce
téhoZ kvaternionu.

(Pokraéovénf).

1) Viz Studnitka ,Zékladové nauky o éislech® pag. 22,




		webmaster@dml.cz
	2012-05-14T16:34:58+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




