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Nékolik prispévkia k analytické geometrii
kuZelosedek.

Zgkim stfednich §kol podsvs €. Jarolimek, professor v Praze.
(Dokongenf.)

V. O rovnobéZniku ellipse opsaném.

Uhlopritny rovnob&ika ellipse opsaného obsahuji dva pri-
méry spolu sdruZené.

Dikaz. Jsou-li T, || T, dvé teény ellipsy
(1) E =b%? 4 a%?—a®%? =0,
t (2, ), t(2,, y,) piislusné body dotyéné, jest x, = —ux,,
Yy = — Y,, Procez

2 T, =b*,2 4 a%,y — a®* =0,
3) T, = b*x,x¢ + a’,y -} a*? =0.
Jinym dvéma teéndm U, || U, budou ptinsleZeti obdobné rovnice
“4) U, = 0%« + a*npy — a®?* =0,
®) U, = 0%, + a*n,y + a**=0.

Jde nynf o rovnice thlopii¢en rovnobéinika (T,U,T,U,).
Rozdil rovnic (2) a (4) d4 rovmici urcitého paprsku svazku
(TnUl): .

(6) b, — &)z + a(y, — 1)y = O0;
%e vSak paprsek tento jde pocdtkem soufadnic, jest totoZny
8 jednou uhlopficnou rovnobéZnfka, jejiz smeérnice tedy
b¥(x, — &)
7 A= — 1t 517
@) a*(yy —m,)

Podobné d4 soutet rovnice (3) a (4) rovnici druhé Whlo-

pticny

8) b}, + &)z + a’(y +m,)y =0,
jejiZ smérnice ‘

= V@t §)
® A= a*(y +ny)°

Soucin obou smérnic
bd(ac? — £7)
Al = S,
a(y; —my)’
dosadime-li vSak z rovnice ellipsy, jeito body (%), (&m,)
jsou na kfivce,




(i

2 b" 2 2 bn 2
3/1:5‘2‘(“2“"0;)) N, = gf(az""gl)»
vyjde po redukei
2

10) - AN = — 3—,— .

Uhlop¥ény rovnobénika vyhovuji tudff zndmé podmince
pro sdruZené praméry ellipsy.

Obdobné 1ze dokdzati, Ze dhlopti¢ny rovnobé&Znika, omeze-
ného dvéma dvojinami rovnobéZnych tecen hyperboly, obsahuji
dva sdruZené priméry.

VI. 0 geometrickém misté stiedu tetivy prochazejict
pevanym bodem.

Mimo ellipsu
(0] E=b%?+}a%?—aW?=0
bud dén pevny bod s (&, %).

Ot4ci-li se seéna prochdzejict bodem s
2 S=@y—n —A@®—§ =0
okolo téhoZz bodu s, vytvofuje bod », jenZ rozpoluje tetivu ellipsy
m,m, v setné S obsaZenou, ellipsu F podobnou ellipse E a s ni
stejné poloZenou, t. j. souhlasné osy kfivek jsou spolu rovno-
bézny. Ellipsa F sestrojena tu totiZ z E homologickou trans-
formac{ dle dvojpoméru — — 1, pro stfed s a osu homologie
v nekonecnu.

Analyticky dikaz této véty jest nédsledujicf.

Pro soufadnice priiseéikd m,, m, plati rovnice (1) a (2) z4-
rovei.. Vylouéime-li z nich y, obdrZime, rovnici spofddajice a ¢len
prosty pismenem C oznacice,

2a%A (AE —
3) x"'-——-%.z—_L’_%A—:))m-{—C:O.
Koteny této rovnice «,, #, jsou tdseCky bodd my, m,;
jest pak
2a%A (AE —

R
tudiZz dsecka bodu w, jenZ tetivu m,m, rozpoluje,
(4) m_x1+x2_“2A(A§“"’7)

T2 T b ta’Af
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Vylouéenfm proménné A z rovnic (2) a (4) vyjde po redukei
rovnice geom. mista bodu w
B) F = 6%+ a%?— b%¥x — a’yy = 0.
‘PreloZfme-li podatek soutadnic do bodu o', jenZ spojnici os

£
2' 2
sméry os X, Y, pletvofime rovnici (5) do nové soustavy, kla-
douce (m —}%) za x, (y—]—-g) za y. Vysledek jest

(6) F = b 4 a%® — 3%+ a*?) =0,
kdeZ & # jsou pivodnf soufadnice bodu s, t. j. vzddlenosti jeho
od os dané ellipsy E. Jest tedy Zddané misto ellipsa, jejiz stfed

o’ phlf spojnici os, osy jsou rovnobéiny s osami ellipsy E,
a délky poloos z rov. (6)
M) &= VIEF i, b=, VT,
Jedto o/ : ¥ = a:b, jest F ~E.

Ellipsa F dle rovnice () jde sttedem o ellipsy E, bodem
s, jakoZ i dotyénymi body ¢,, ¢, teCen, sestrojenych z bodu s
k ellipse E; tetiva ¢,¢, jest rovnobézna s te¢nami ellipsy F, se-
strojenymi v bodech o, s, jsouc sdruZena s primeérem os. Dén-li
bod s na ellipse E, obé ellipsy v ném se dotykaji, a poloosy

b

rozpoluje, jehoZ pfivodni soufadnice jsou tedy ,» podrzice

; r—2 =2
ellipsy F o =3z b =5

Pro parabolu
® P=y*—2px=0
obdrzfme obdobné geom. misto stfedu tetivy, prochdzejici bodem
s(, n), toto:
) R=y*—npy—px—§ =0

Jest to parabola, jejiZ osa jest rovmobéZna s osou X pa-
raboly P, majfc pofadnici

y 1.
usecka vrcholu jest
2
(11) @ = _4l,

a parametr paraboly R rovnd se poloviné parametru paraboly
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P. Nebot polozime-li pocatek soutadnic do vrcholu paraboly R,
nemeénice sméry os, proméni se rovnice (9) substitucemi

2
m—{—m’:x—{-g&——:f; z7a @,

A 7
y+y=y+g zay
v rovnici
y? = px.

VIL. O kruZniei kiivosti.

KruZnice a kuZelosecka majf ¢tyii body spolecné. Kruznice
kiivosti L majic s kuZeloseckou v dotyéném bodé€ m tfi splyva-
jicf body spoleéné sece ji nezbytné v dalsim bodé Etvrtém n,
vidy realném, jezto dvé kiivky druhého F4du mohou miti jen
sudy pocet prisecikd imaginarnych.

Spoleénd tetiva krivek, ¢. chorddla mn a spoleénd teéna T
jsou od kaZzdé osy kuZelosecky odchyleny o tdhly supplemen-
tarnt béreme li osu tu za osu dsefek, miZeme ¥ici, Ze chor-
ddla mn a tefna T jsou pravoihelnd symmetrické k pofadmm
bodu dotyéného m.

Soutadnice stfedu kfivosti na pt. pro bod m(z,, y,) na
parabole

ey y*=2px
jsou.

@) §=p+ 3=,
(3) n= _'1% )

polomér k¥ivosti

1/ =
(4) . r':FV(pz_*'—yl)a)
a rovnice kruZnice kfivosti

() L=p*e—p—32)'+ (py+¥)*— @*+41)° =0,
nebo také

®) L=a'4y—2@+3m)e+ L.y — 3l =0,

Abychom vyhledali body parabole a kruZnici spoleéné, vy-
luéme z rovnic (1) a (5) nebo (6) «. Kladouce pfi tom
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x = ‘g;)
jezto bod m je na parabole, obdrzime po redukeci rovnici
- (M y* — 6y1y* + 8yly — 3y, =0.

JelikoZ tfi body spolecné stotoZiiujf se s bodem dotyénym m,
jsou tfi kofeny rovnice (7)
8 Y=%=Y2=Ys>
bude tedy polynom rovnice (7) délitelen Cinitelem (y — ;).
Podil
y+35 =0
d4 ctvrty kofen
©) Ya = — 3,
jakoZto potadnici ctvrtého bodu n, v némZ kruZnice parabolu
sefe. T4z hodnota plyne také pifmo z rovmice (7), kterd clen
ky® neobsahuje, t. j. koefficient £ = 0; avSak
k=yn+9%+y+y=0,
tudiZ dle rovnice (8) y, = — 3y,.
Z rovnice y: = 2pxz, a rov. (9) jde isecka bodu n
(10) x, = 9x,.
Smérnice chorddly mn jest

Ty — &4 —8x, Ty
smérnice pak teény T v bodé m sestrojené

(12) A= p

(11) A:.yl'—y4 — 4y p

k)

tedy A’—=—A, t. j. teCna T a chmdéla mn jsou odchyleny od
osy paraboly :X o thly supplementdrnf. Z toho jde také
jednoduchéd konstrukce stfedu kiivosti.

T4z vlastnost p¥indlez{ ellipse i hyperbole. Pro ellipsu
(13) E=0b%*4a%*—a®?*=0 R
a kruZnici kiivosti v bodé m(x,, ¥,) nalezneme souiadnice ¢tvr-
tého bodu spolecného n tyto:

(14) x, = w—; (4x} — 3a®) =, —4m'y‘ ,

4
(15) % =3 4y — ) =y, — 9c‘y‘-

Smérnice tetivy mn jest
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=Y _ b’m
(16) A= @ —x,  a’y
a smérnice teCny T v bodé m sestrojené
| — bzwl
(17) A= — (1'2.% )

tudiz zase A’ =—A.

BudteZ vrcholy velké osy ellipsy v, v, (na — X), vrcholy
malé osy u,, u, (na — Y). Kruznice kfivosti ve vrcholu v, m4
4 splyvajici body s ellipsou spoleéné, dotknuti stupné tfetiho;
body m=n=v, a chorddla mn =0. Vytvofuje-li bod ellipsy
m Etvrt v/,;l, vytvotuje prisluSny prseéik » kruZnice kiivosti
ostatnf tfi ctvrti ellipsy vyu,v,u, ve sméru opaéném. Prijde-li

bod m do polohy g, jejiZz pofadnice y, = g, budou soufadnice
bodu = dle rovnic (14) a (15)

2, =0, y,=—b,
sjednot{ se tudfZ bod » s vrcholem u,: vytvoii-li dotyény bod
7~
m oblouk v,g, vytvoff priseéik n Ctvrf ellipsy v,u,. Postoupi-li

bod m ddle do polohy %, jejiz tsecka aclz—g, budou soufad-
nice bodu » dle (14) a (15)

oy=—a, y,=0 _
tedy n=wv,, t. j. vytvoii-li bod m oblouk gk, vytvof{ bod «
7N\ N
¢tvrt ellipsy w,v,. Posléze vytvof{ bod m oblouk Au,, bod » pak

étvrt ellipsy v,uw,, jeZto ve vrcholu u, oba body m, » soucasné
se sjednotf; kruZnice kiivosti mé tu zase s ellipsou dotknutf
stupné tretfho.

Neméné zajimavy jsou a) obalovd kiivka L chordély ku-
¥eloseCky a jeji kruZnice kfivosti; b) geometrické misto M bodu,
jenZ chorddlu tu pdlf.

Pro parabolu na pt.

P=y*—2px=0
jest obalovd kiivka
L=y? 4 6px =0,
a geom. misto
M=y*— Zpxr =0;
obé tyto kiivky jsou tedy paraboly, jeZ maji s P spolecny vrchol
6
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a osy v spolecné ptimce, avSak sméry os kfivek P a L jsou
protivné. Parabola L md parametr trikrdt vét§f, M pétkrat mensf,
nez parabola P.

. Pro ellipsu a hyperbolu jest L kfivka tddu Sestého, M pak
kfivka tifdy ctvrté. Obé zejména v ellipse jsou pozoruhodny pro
zvlaStnf tvar svij. Geom. misto

M= (b%* + a%y?)® — a®?(b%? — a%?)? =0
mé tvar Ctyrlistku do ellipsy vepsaného, jejZz také affinnf trans-
formaci odvoditi lze ze zndmého étyrlistku v kruhu
@+ y)* = a’(@* — y7)?,
¢ili v polarné soustavé
@ = a.cos2g.

Nékolik analytickych studii o ploch4ch mimo-
smérek (zborcenych).”

Podévd

Vilém Jung,
8. professor pil stdtnf{ prAmyslové skole v Brné.

12. Hyperbolicky paraboloid md za #idici plochu kuZelovou
dvé Fidici roviny. Primky jedné soustavy jsou rovnobéiné s jednou
a primky druhé soustavy s druhou ¥idici rovinow. Asymptotickd
rovina, stanovend urditou povrchovou pFimkow, jest rovnobé¥nd
8 onou ¥idict rovinou, ku které jest zminénd piimka rovnobéind.

Méjz 4 tyZz vyznam jako v odstavei 11.

Ridiet plocha kuZelovd md rovnici:

Aw+Ay+Az, BotBy+Be|
0@+ ayy + agz, b+ by + bz | — 1% 4 0ay” + 053%°
~+ (012 ~+ €21) TY + (025 1 032) Y2 + (031 + 015) 22 =0. (D)

V ptipadé 4 =0, t. j. pro hyperbolicky paraboloid, zna-

mend rovnice (I) dvé roviny.**)

*) Dodatek ku éldnku p. Junga v roéniku XVIIL
**) Zndmo z theorie ploch 2-ho stupné; v tomto pifipadé totiZ vSechny
étyii determinanty soustavy rovmic, urdujicich stfed plochy, rovnajf

se nulle, tak %e md plocha neséislné mnoZstvl stfedd, které jsou
na pimece. '
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