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Casopis pro péstovani matematiky, ro. 90 (1965), Praha

O JEDNEJ MIERE HAUSDORFFOVHO TYPU

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

(Doslo 14. srpna 1964)

V ¢ldnku je zostrojeny priklad mnoZiny S < E,, ktorej jednorozmernd Haus-
dorffova miera je mensia ako jej jednorozmernd miera definovand pomocou obdial-
nikov. Tym je rozrieSend tiloha ¢&. 4 z Cas. pro pést. mat., 86 (1961).

1. Formulicia dlohy. Oznaéme znakom E, k-rozmerny euklidovsky priestor,
L, k-rozmernt (vonkajsiu) Lebesgueovu mieru. Nech k,n su prirodzené &isla,
k £ n. Nech A je systém k-rozmernych nadrovin v E,. Pre E c E, poloZme

d(E) = sup L{E n F).

FeA

Nech B je systém vietkych gil, C systém vietkych kvddrov v E,. Pre Ec E,,r >0
poloZme dalej

Fk(E’ T) = inf Z dl(Ei)k s Gk(E, r) = infz dl(Fi)k Py
i=1 i=1

H(E,r) = inf Y d(E;), Ky(E,r)=infY d(F,),
i=1 i=1

kde infimum pogitame cez vietky postupnosti {E;}2,, U E; > E, E;€ B, d,(E;) < r,
i=1

resp. vietky {F;};2,, UF; > E, F;eC, d,(F;) < r. Napokon
i=1

F(E) 111;1+Fk(E, r), GJE) = 1i1(1)1+Gk(E, r),

H(E) = lim H(E, r), KW{E) = lim K,(E, ).

r-0+ r-0+

Treba rozhodnut, ¢i plati F, = G, resp. Hy = K,.

2. RieSenie. Existuje mnoZfina S < E, '€ vlastnosti, Ze Fy(S) = H(S) =1,
K((S) = G,(S) = /2.
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3. Priklad.") Najprv zavedieme jeden pomocny pojem. Nech A je systém uzavre-
tych navzdjom disjunktnych kruhov v rovine, z ktorych kaZdy mad priemer d. Nech p
je prirodzené &islo, E € A. Znakom (p, E) ozna¥ime systém p uzavretych kruhov
o priemere d/p umiestnenych rovnomerne z vnutornej strany po obvode kruhu E.
Dalej polozime (p, A) = U{(p, E) : E€ A}.

Nech {p,}:2, je rastiica postupnost prirodzenych &isiel, p; = 4. Nech E je uzavrety
kruh o priemere 1. PoloZme

Ay ={E}, Auy=(pnd) (i=12..),

S, =u4; (i=12.), S=NS;.
i=1

4. Dokaz. Budeme pisat H,(S,r) = H(S, r), K,(S,r) = K(S, ), H\(S) = H(S),
K,(S) = K(S). Pre IubovoIny otvoreny obdialnik E < E, poloZime

A(E)={FeA;,:FnE +0}.

Dalej oznadime znakom d, priemer TubovoIného kruhu zo systému 4;, teda d; = 1,
dipy = difpis, (i = 1,2, )

Nech E je Tubovolny otvoreny obdialnik, E n S % 0. Ozna¢me znakom d(E) jeho
priemer. Nech i = i(E) je prirodzené &islo s touto vlastnostou: E pretina iba jeden
kruh zo systému A;, ale aspon dva kruhy zo systému A4, ;. Nech K > 0 je IubovoIné
&islo. Z konstrukcie systémov A4, vyplyva existencia ¢isla r, > 0 tej vlastnosti, Ze pre
vietky obdialniky E s priemerom mensim ako r, je i = i(E) > K.

DokédZeme toto tvrdenie: k TubovoInému &islu ¢ > 0 existuje &islo ry > 0 také, Ze
pre vietky obdialniky E s priemerom mensim ako r, plati

(1) d(E) 2 (\/(2) — &) S{d(F) : F € 4;,,(E)} .

Nech je teda E TubovolIny obdialnik, E n S % 0, h,, h, dizky jeho strdn, D ten
kruh zo systému A, pre ktory je D n E + (. M6Zu nastat dva pripady: alebo existuje
priemer kruhu D taky, Ze E je asfou jednej z polorovin uréenych tymto priemerom,
alebo taky priemer neexistuje. ]

I. Preberme prvy pripad. Nech E pretina r kruhov zo systému A4, (r = 2).
UvaZujme dva krajné z tychto kruhov; nech M a N st body, v ktorych sa tieto kruhy
dotykaja kruZnice D. Nech k je dizka use¢ky MN. Usetke MN prislucha stredovy
uhol 27(r — 1)/p,,. Preto plati

() k = d,sin =1
. Pi+1
QOdtial vyplyva
(3) d(E) —>__- k - 2d,'+1 2 di+1(2r - 4) .

1y Podobny priklad je za inym vcelom zostrojeny v praci [1], str. 459.
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PretoZe posledny vyraz je pre r = 7 viaési ako \/ (2) r d,, 1, plati nerovnost

(4) d(E) 2 [\/(2) — ] Y{d(F): Fe 4;44(E)},
teda tym skor (1).
Ak je 3 < r <7, mdZeme pre E s dostatodne malym priemerom zlepsit odhad (3):

5) d(E) 2 k — 2 (d'; N d"2+1 sin "(;“ 1)) >
2 d; <1 - Z) n_(;_‘:_;l_) - di+1<1 + Z) 2 [V - elrd,.y,

odkial vyplyva (4). Zostdva ndm teda preskumat pripad r = 2. Z nerovnosti (5)
dostdvame d(E) > 3[/(2) — €] d+, teda nerovnost (1) plati, ak Y {d(F): Fe
€ A;+5(E)} £ 3d;11. V opatnom pripade je d(E) = k, odkial vyplyva pri pouziti
podobného postupu ako v (5) nerovnost (1).

II. Ak je jedno z &isiel hy, h, mensie, alebo rovné &islu d,/2, dokdZe sa (1) podobne,
ako v I. Predpokladajme, Ze obe &isla hy, h, su vdcSie ako d;/2. Priemerom rovno-
beznym so stranou h; rozdelme E na obdialniky E,, E,, priemerom rovnobeZnym
so stranou h, rozdeIme E na obdialniky Fy, F,. PoloZme

py=card A (E)) (j=1,2), q;=card 4ipy(F)) (j=1,2),
= max (py, py) q = max(qy, q,). ’
Ak poloZime, ako predtym r = card Ai+1(E), potom je zrejmé, Ze plati
(6) 2p=r, 2gq=r.
Teraz dokdZeme, Ze pre E s priemerom mensim, ako nejaké vhodné volené ¢islo r, je
(7) hy2(2—¢)pdisy, hyz2(2- €) qd;s1 -
Nech « je uhol use€ky MN so stranou h,. Potom

n(p = 1) >

Pis1

-1 .
hy = (k — 2d;41) cos a0 > (d,- sin op=1)_ 2di+]>51n
Pi+1

- 2 -1
d; sinzu —2d;y, 2 ;—ip—-———) —2d;4; 2 (2~ €) pdiyy -

Pi+y T Di+1

1\

Podobne sa dokdZe druhy vzorec v (7).
Z Pythagorovej vety, zo (6) a (7) vyplyva
2
r

d(EY = b} + W3 2 (2 — & diss 5
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teda

d(E) = (\/2 - \_;E) rdivy > [V(2) €] rdisy

odkial vyplyva (4).

Nech r, > 0 je &islo splitajiice podmienku (1) a {E;}2, postupnost otvorenych
obdialnikov s priemerom mensim ako r(r < r,) pokryvajica S. PretoZe S je kompakt-
nd, existuje &islo n tak, Ze S = () E;. K Iubovolnej mnoZine E; uréme &islo k; tak,

i=1
aby sa E; pretinala prdve s jednou mnoZinou zo systému A4, , ale aspon s dvoma mno-
Zinami zo systému Ay, ;. PoloZme k = max {k;:i = 1,2, ..., n}. Podla (1) je

d(E) 2 [\/(2) — ] L{d(F) : F € Ay, +o(E)} 2 [/ (2) — 6] S{d(F) : F € 4, 5(E)} -

Plati teda herovnost
Yd(E) 2 [V(@) - o] X TUF) s Fe dyolB)) 2
2 [V - ] Z(F): Fe A U E)) =
= [V -] Z{d(F):FeAk‘“} =J2-¢.

PodTa definicie K(S) = K(S, r) = \/ (2 — ¢), teda K(S) = \/ 2. Dékaz opaénej nerov-
nosti je zrejmy.

Lahko sa dokdZe nerovnosf H(S) < 1. Aby sme dokdzali opaini nerovnost
predpokladajme, Ze r > 0, ¢ > 0 st TubovoIné ¢isla. Podla definicie existuju kruhy
{E} (i=1,2,...) také, 2¢ ScUE, dE)<r a H(S)+e=H(S,r)+e>

> Z d(E;). Ku kazdému kruhu E; zostrojime §tvorec F; tak, aby E; = F; a d(F,) =
= \/ (2) d(E;). PodIa predoslého plati

JEYHES) + J@)e > T d(F) 2 K(5.n/2),

teda /(2) H(S) 2 K(S). Vzhladom k tomu, e K(S) = /2, je H(S) = 1, &m je
d6kaz ukonceny.
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Pesome

OB OJHOM MEPE TUIIA XAVCIOP®A

BEJIOCJIAB PUEYAH (Beloslav Rie¢an), Bpatucnasa

Ilycte A — KJIacC BCEX IPSIMOYTOJIbHHKOB Ha IUIOCKOCTH. s io6oro MHoOXe-
crsa E u moboro uyuciaa r > 0 moJoXuM

K(E, r)—_mf{z diam (E)) : UE S E, E;e 4, diam (E;) < r}, K(E) =limK(E,1).

r-0+

Ilycts H(E) — nuneiinas Mepa Xaycnopda. B cratbe nocrpoeHo MHOXECTBO S, s
xotoporo K(S) ==./2, H(S) =1.
Summary
ON A MEASURE OF THE HAUSDORFF TYPE

BELOSLAV RIECAN, Bratislava

Let A be the family of all rectangles in the plane. For any number r > 0 and any
set E put

K(E,r) = glb. {Z diam (E;) 4 U E,oE, E,€A,diam (E))<r}, K(E) = lim K(E, r).

Let H(E) be the linear Hausdorff measure in the plane. In this article the set S is
constructed for which K(S) = /2, H(S) = 1.

365



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T21:40:31+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




