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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

PRISPEVEK K ITERACNIM METODAM RESENi SOUSTAV
LINEARNICH ROVNIC S NESYMETRICKOU MATICI
SPECIALNIHO TYPU

MIrosLAV SISLER, Praha

(Doslo dne 19. Cervna 1964)

V ¢lanku jsou udany postacujici podminky pro konvergenci jisté iteracni
metody pro feSeni soustavy linearnich rovnic s nesymetrickou matici.

Bud ddna soustava linedrnich rovnic
(1) Ax =b,

kde A je reguldrni &tvercovd matice o n fddcich, x, b jsou sloupcové vektory o n
sloZkdch. Podstata itera¢nich metod tkvi v tom, Ze matici A rozloZime na tvar

(2) A=B_-C,

kde B a C jsou jisté matice, B je reguldrni. Posloupnost aproximaci {x,};>, pak defi-
nujeme vzorcem

(3) x,.; = B7'Cx, + B~'b.

V literatufe je uddna fada postadujicich podminek pro to, aby matice B™!C méla
vlastni &isla v modulu mensi neZ 1, tj. aby posloupnost definovand vztahem (3) kon-
vergovala k feSeni a soustavy (1). Na matici A = (a;;) se kladou rizné pozadavky,
zpravidla to byvd poZadavek, aby A byla symetrickd (hermitovskd) a positivng
definitni & poZadavek dominantni diagondly') (viz napf. Jakobiho a Gauss-Seidelova
metoda). Symetrii a positivni definitnost matice A lze sice snadno dosdhnout vyna-
sobenim soustavy (1) zleva matici A’ (transponovanou k A), zvySuje se tim viak
znacné pocet aritmetickych operaci a miZe vzniknout i systematickd chyba, kte-
rd se prubéhem vypodétu neodstrani. Proto jsou zajimavé iteraéni metody, které je
moZno piimo uZit i v pfipad® nesymetrické matice A. V [1] jsou uddny n&které posta-

1y Matice A = (a;;) ma dominantni diagondlu, plati-li

n
a; = Y ayli=1,2,..,n.
J=1,j%i
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&ujici podminky konvergence posloupnosti (3), je-li A~! > 0& A™' > 0 (matice A~!
musi tedy mit vesmé&s nezdporné & kladné prvky).
V tomto ¢ldnku uddme dalsi postacujici podminky pro konvergenci posloupnosti

(3), je-li A nesymetrickd matice.
Véta 1. Pro ¢tvercové matice A, P, Q necht plati rovnost
4) A=Q-2P,

pFicem# matice — (A + A*)?) je kladné resp. zdporné definitni, Q je kladné resp.
zdporné definitni hermitovskd matice a Q — A je reguldrni. Potom je matice P
reguldrni a matice P~'(Q — P) md vlastni &isla v modulu mensi neZ 1.

Dukaz. Matice P je reguldrni, nebof je P = 4(Q — A), kde Q — A je reguldrni.
Madme nyni dokdzat, Ze je-li A; kofenem rovnice
(5) det(AP + Q — P) =0,
je |4 < L.

Bud 4, kofenem rovnice (5). Potom existuje vektor x; + o tak, Ze

A;Px; + Qx; — Px; = o
¢ili
(6) A(Px;, x;) + (@x;, x;) — (Px;, x;) = 0.
ProtoZe je P = 4(Q — A), je postupng
A(HQ - A) x;, x;) + (Q@x;, x;) — (%(Q - A)x,, x;) =0,
A(Qx;, x;) — 1(Ax;, x;) + 2(Qx;, x;) — (Qx;, x;) + (Ax;, x;) =0,

7 (4: + 1) (@x;, x;) — (4, — 1) (Ax;, x;) = 0.
Plati tedy také (pfechodem k &islim komplexn& sdruZenym ve vztahu (7))

(1 + 1) (@xy x) — (1 — 1) (Ax, x)) =0,

(8) (4 + 1) (Q*x;, x;) — (1, — 1) (A*x;, x;) = 0.
ProtoZe je podle pfedpokladu matice Q hermitovskd, je Q* = Q, takZe plati podle (8)
(9) (Z; + 1)(Q@x;, x;) — (1; — 1) (A*x;, x,) = 0.

Vyndsobime-li vztah (7) &slem (4; — 1) a vztah (9) islem (4; — 1) a takto vzniklé
rovnice sefteme, dostaneme' vztah

[+ D)L — 1)+ (4 + 1) (4 — D] (Qx, x;) —
= 4 = 1]* [(Ax;, x;) + (A*x;, x)] = 0.

2) A* znadi matici hermitovsky sdruZenou k matici A.
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Upravou této rovnice dostaneme rovnici

(10) 2|4 = 1) (@x;, x)) = |4, — 1> (A + A*) x;, x;) .

Je zfejmé, Ze nemiZe byt 4; = 1. Kdyby totiZ bylo 4; = 1, bylo by podle (5)
det(P+ Q—P)=detQ =0,

coZ neni moZné, nebot Q je podle pfedpokladu kladné resp. zdporné& definitni matice.
Je tedy A; # 1. Jsou-li tedy matice —(A + A*) a Q ob& positivng definitni, je
(A + A%) x;, x;) < 0a(Qx,, x;) > 0, takZe z rovnice (10) plyne, Ze je [1,]* — 1 < O,
tj. |[4:]* < 1. Je tedy |4, < 1, coZ jsme méli dokdzat.

Jestlize naopak jsou matice — (A + A*) a Q ob& zdporn& definitni, je ((A +
+ A% x;, x;) > 0 a (Qx;, x;) <0, takZe podle (10) opét plyne, Ze |4,|* — 1 <0
Gili |4,> < 1, |4 < 1.

Tim je véta 1 dokdzdna.

Véta 2. Matice — (A + A*) bud kladné resp. zdporné definitni. Potom existuje
rozklad (4) matice A tak, Ze P je reguldrni trojihelnikovd matice a Ze vlastni ¢isla
matice P~1(Q — P) jsou v modulu mensi nez 1.

Dukaz. Matici A piSme ve tvaru A = A, + A; + A,, kde A, je diagondlni matice
s diagondlnimi prvky rovnymi diagondlnim prvkiim matice A a A, je trojuhelnikovd
matice tvofend prvky matice A leZicimi pod hlavni diagondlou. Bud ddle D redlnd
diagondlni matice. PoloZme nyni Q = D + A, + AY. Matice Q vyhovuje ziejmé
pfedpokladiim véty 1, nebot je hermitovskd a v piipadé, Ze prvky matice D jsou vesmés
kladnd resp. zdpornd &isla o dostatedn& velké absolutni hodnotég, je matice Q posi-
tivné€ resp. zdporné€ definitni. Ze vztahu

Q-A=D+A +A*— A — A — A, =(D - A) + (A* - &)

déle zfejmé& plyne, Ze matice Q — A je trojuhelnikovd. Matice Q — A je kromé toho
reguldrni, nebot diagondlni matice D — A, md vesmeés nenulové prvky, pokud prvky
matice D maji dostateéné velkou absolutni hodnotu. Odtud plyne, Ze i matice P je
trojihelnikovd a reguldrni, nebot plati podle (4) P = 4(Q — A). Jsou tedy spln&ny
pfedpoklady véty 1, takZe matice P~!(Q — P) md vlastni &isla v modulu mensi neZ 1,
pfi¢emZ P je reguldrni trojuhelnikovd matice.

Pozndmka k vét€ 1. Zvldsté jednoduché jsou pfedpoklady véty 1 v pfipadé, Ze
matice A je specidlniho tvaru

kde A, znadi stejnou diagondlni matici jako vySe, S je antisymetrickd matice, tj. plati
rovnost $ = — S$*. Potom je totiZ

A* = Af +S*=A;,—-S5,%) A+A*=A, +S+A,—-S=A;, +A,.
3) A, znadi komplexné sdruzenou matici k A,.
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Ve vét& 1 pak sta&i pfedpoklddat, Ze redlné &sti diagondlnich prvkd matice A jsou
vesmés zdpornd resp. kladnd &isla.

Matici A nyni rozlome na tvar (2), kde B = —P (B je tedy reguldrni) a C =
= — (Q — P). Itera&ni metoda je pak definovdna vztahem

(12) X, =P (Q—-P)x,— P 'b.
Plati pak tato véta:

Véta 3. Bud x, libovolny vektor, a FeSeni soustavy (1) a matice A, P, Q necht
spliiuji pfedpoklady véty 1. Potom konverguje posloupnost aproximaci {x,}y_,
definovand vztahem (12) k FeSeni a; pFitom existuje norma vektoru a ji odpovidajici
norma matice tak, e plati tyto odhady chyby:

(13) ’ dv+l é qdva

(14) 6v+1 é q5v3

(15) 5v é ——!_— dv s
1—-g¢

(16) 5v+1 é q dv >
1-gq

kde 0 <gq<1,d,=|%4; — x|, 8,=|x,—a]av=0,12...

Dukaz: ProtoZe jsou podle véty 1 vSechna vlastni &isla matice P~'(Q — P)
v modulu men$i neZ 1, konverguje podle znamé véty posloupnost aproximaci defino-
vand vztahem (12), kde X, je libovolny po&dtedni vektor. Ze vztahu (12) nyni snadno
plynou pro v =0, 1, 2, ... vztahy

(17) Xyp2 — Xypy = P_I(Q - P) (xv+1 - xv) ’
(18) X,41 —a=P Q- P)(x, —a).

ProtoZe jsou vlastni &isla matice P~'(Q — P) v absolutni hodnot& mensi neZ 1, existu-
je jak zndmo norma vektoru a ji odpovidajici norma matice takovd, Ze je ||P‘ (Q -
— P)| = g < 1. Ze (17) a (18) nyni ihned plynou odhady (13) a (14).

Podle trojuhelnikové nerovnosti ddle plati

5\' é 5v+1 + dv°

Je tedy postupné

(15) 6,<qé,+d,, 6,£——d,.
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Z odhadu (15) a (13) ddle plyne

1

Spo1 S ——dyy -9 4

1—-¢g I-—q

v

coZ je odhad (16). Tim je v&ta 3 dokdzdna.

Na zdvér utifime n&kolik poznimek k numerickému vypo&tu. Podle (12) lze
postupné aproximace pocitat ze vzorce

(19) Px,,, =(Q—-P)x, — b
nebo ze vzorce
(20) P(x,., — x,) = Ax, — b,

ktery ihned plyne ze vzorce (19). Z véty 2 je patrno, Ze vZdy lze rozloZit matici A
podle (4) tak, Ze P je trojuhelnikovd reguldrni matice, takZe jednotlivé iterace lze
snadno potitat ze vzorce (20). V pfipadg, Ze matice A je tvaru (11), je pfi vySe uvedené
volb& matice P i matice Q — P trojihelnikovd, takZe lze s vyhodou uZit vzorce (19).
(Je totiz

Q-P=Q-3Q-A=3Q+A) =4D+A +AT+A + A +A)=
=3D + A) + A, ‘
nebot A, = —A})

K odhadu chyby v ptipadg, %e pfi zvolené normé je ¢ = |[P7Y(Q — P)|| < 1,
poznamenejme, Ze neni tfeba pocitat obtiZné Cislo g = ”P“(Q - P)] , nebot se dd
odekdvat, Ze pro dostatecné velké v je ¢ = d,,,/d,. Nastane-li tedy pfi praktickém
vypo&tu pfipad, Ze podily d,.,/d, se pro dostateéné velké v mdlo méni a jsou stdle
men3i neZ 1, usuzujeme, Ze nastal vySe zminény pfipad a podle (15) a (16) pak pfibliz-
né plati odhady

(21) S, ~ 1 , = dy-1ds
1- (dv/dv—I) dv—l - dv
a
2
(22) Sy41 R dy/dy - d, = d
1 - (dv/dv—-lv) dv—l - dv
Literatura

[11 R. S. Varga: Matrix Iterative Analysis. Prentice-Hall, Inc., 1962.
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Pe3omMe

B3HOC K U TEPAIIMOHHBIM METOJAM PEHNIEHUS CUCTEM
JIMHEMHBIX YPABHEHUI C HECUMMETPUYECKOM MATPULIEA
CIIEIUAJIBHOT'O TUITA

MUPOCJIAB IIMUCJIEP (Miroslav Sisler), Ilpara

B paboTe NpUBOAUTCS TOCTATOYHOE YCIIOBHE ISt CXOOUMOCTH OJJHOTO UTEPAI[HOH-
HOTO METO/Ia IUIS pelleHUs CUCTEMBI JIMHEHHBIX ypaBHeHu! Ax = b, rne A — Hecum-
MeTpHYECKAsi MATPUIIA CTIEMAIBHOTO THIIA.

TeopeMmsl 1 1 2 coiep aT, B CyIIHOCTH, 3TO yTBepx)aeHue: IIycts A — xBagpaTHas
Matpuuia 4 A + A* — OTPHIATENILHO WM MOJIOKUTEILHO ONpENEICHHAS MATPHIA.
Eciu marpuna A sHamucana B Bume A = Q — 2P, roe Q — NOJIOXHUTENBHO WIM
OTPHULIATENILHO OIpefesieHHAs 3pMUTOBA MaTpula U Q — A — HeocoOeHHast MaTpu-
ma, To MaTpuua P HeocoGeHHAs, M MOIYJIM OCOGEHHBIX 3HAYCHHI MATPHIBI
P~(Q — P) Bce MeHbwe emuHuMuBL. MaTpuiy A faxe MOXHO Da3JIOKHTb BBILIE
YKa3aHHBIM COCOGOM TakK, YTo MaTpuua P TpeyrojibHas.

B 1oKa3aTenbCcTBE TEOpEMBI 2 IMOKA3aH TOXE METOM HAXOXICHUS KAKOro-HUOYIb
pasnoxenus. Ecmu Mbl Hammem Matpuuy A = (a;;) B Bume A = Ay + A, + A,,
rie A, — IMAaroHabHAS MaTPHIA C IEMEHTaMu d;;, i = 1,...,nuA; = (b;;) — Tpe-
yrojibHas MaTpulla, 1Jis KOTopoit b;; = a;;, i > ju b;; = 0, i < j, To MOXHO moJI0-
xuTh, Hapumep, Q = D + A; + AT u P = }(Q — A), rne D — nuaronainbHas
MAaTpHIA C HOJOXHTEIHHBIMU KHJIM OTPHLATEIBHBIMH 3JIEMEHTAMH C JOCTATOYHO
GonbIIMMKY MOIYJISIMM.

CoJicpXaHHE TEOPEMBI 3 SABIAETCS YTBEPXKACHHE, 9TO MTEPAILMOHHBIA METO.,
onpeneneHHblt Gopmymoi (12), CXOOUTCA K pelleHuro a cucreMbl Ax = b s
M060ro HavanbHOTO BEKTOpa X,. [ morpemHocty garorcs dopmyist (13), (14),
(15), (16), (21), (22), rme 8, = ||x, — a||, d, = | x,.1 — x,|. BMecre ¢ Tem MbI HOX-
Hbl BHIGpAaTh TaKyro HOPMY MAaTpuuBl, Jis KoTopoii ¢ = [P7(Q — P)| < 1. U3
dopmyist (12) BEITeKaeT HEIIOCPEZICTBEHHO (HOpMyIIa (20), u3 xoTOpOIi CrEmyeT, 4TO
MBI IPH KaXJOM IIaTe PEIaeM TOJHKO CHCTEMY JIMHENHBIX YPABHEHHMA C TPEYroiib-
HOM MaTpHuIeii.

CrennaabHbIM CIIy9aeM HECHMMETPHYECKOH MAaTpHsl A SBJISETCA MATpUIa BHIA
A = A, + S, rne A, — nuaroHanbHas u § — KococMMMeTpudeckas Marpuia. Toraa
MOXHO TpeamoJIoXeHue, Kacaromeecs mMaTpuusl A + A* B TeopeMe 1 3aMeHMTH
MIPENONOKEHHEM, YTO ACHCTBUTENLHEIE YACTH OUATOHAJBHBIX 3JEMEHTOB MAaTpH-
161 A BCE OTPHIATENBLHEL WM HOJIOXHTEIbHBI,
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Zusammenfassung

BEITRAG ZU DEN ITERATIONSVERFAHREN FUR DIE LOSUNG
DER SYSTEME LINEARER GLEICHUNGEN
MIT NICHTSYMMETRISCHER MATRIX VOM SPEZIELLEN TYPUS

MirosLAV SISLER, Praha

In der Arbeit wird eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz eines Itera-
tionsverfahrens zur Losung eines Systems linearer Gleichungen Ax = b angegeben,
wo A eine nichtsymmetrische Matrix vom speziellen Typus ist. Der Satz 1 und 2
enthilt diese Behaptungen: Es sei A eine quadratische Matrix und A + A¥* eine
negativ bzw. positiv definite Matrix. Falls man die Matrix A in der Form A =
= Q — 2P ausdriickt, wo Q eine positiv bzw. negativ definite Hermitesche Matrix
und Q — A eine nichtsinguldre Matrix ist, dann ist die Matrix P nichtsinguldr und
alle Eigenwerte der Matrix P~'(Q — P) sind im Absolutbetrag kleiner als 1. Die
Matrix A kann man sogar so zerlegen, dass P eine Dreiecksmatrix ist.

Der Beweis des Satzes 2 enthilt auch die Methode fiir die Verwirklichung einer
solcher Zerlegung. Falls man die Matrix A = (a;;)inder Form A = A, + A; + A,
schreibt, wo A, die Diagonalmatrix mit den Elementen a,;, i = 1,...,n, und A, =
= (b;) die Dreiecksmatrix, fiir die b;; = a;j, i > j, und b;; = 0, i < j, gilt, bezeich-
net, kann man zB. Q = D + A, + A} und P = }(Q — A) wihlen. Dabei ist D
eine Diagonalmatrix mit positiven bzw. negativen Elementen von geniigend grdssen
Absolutbetrag.

Der Satz 2 ethilt die Behauptung, dass das durch die Formel (12) definierte Itera-
tionsverfahren bei beliebigem Anfangsvektor x, zur Losung a des Systems Ax = b
konvergiert. Es gelten dabei die Fehlerabschitzungen (13), (14), (15), (16), (21), (22),
wo 8, = |x, — a||, d, = |x,4; — x,| ist. Man wihlt dabei eine solche Norm des
Vektors und die entsprechende Norm der Matrix, dass die Ungleichung q =
= ”P“(Q - P)" < 1 gilt.

Aus der Formel (12) folgt sofort die Formel (20), sodass man bei jedem Schritt ein
System linearer Gleichungen mit einer Dreiecksmatrix 16st.

Wenn die nichtsymmetrische Matrix A von spezieller Form A = A, + § ist,
wo A, eine Diagonalmatrix und S eine schiefsymmetrische Matrix ist, kann man die
Voraussetzung iiber die Matrix A + A* im Satze 1 durch die Voraussetzung er-
setzen, dass die alle reellen Teile der Diagonalelemente der Matrix A negative bzw.
positive Zahlen sind.
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