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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 90. (1965), Praha

O DELCE KRIVEK A KONTINUI

Jiki STuLc, Praha
(Doslo dne 3. fijna 1964)

V teorii potencidlu je uZiteCné zavést pojem radidlni variace rovinné kfivky.
Kfivkou se rozumi spojité zobrazeni kompaktniho intervalu do metrického prostoru.
V tomto ¢lanku budeme zkoumat souvislost této radidlni variace s délkou kfivky
v n-rozmérném Eukleidovském prostoru. (Délkou kfivky budeme rozumét variaci
pfislusného zobrazeni.)

K dikazu nejdileZitéjsich tvrzeni budeme potfebovat vétu, jeZ se v literatufe spo-
juje se jménem S. Banacha. Proto ji zde citujeme:

1. Banachova véta. Budi? ddna spojitd redlnd funkce f na intervalu {a, b).
Definujme funkci N takto: Pro kaZdé redlné y bude N/(y) znamenat pocet riiznjch
koFenii rovnice:

(1) fx)=y.

Je-li téchto koFenii nekonecné mnoho, polozime N {y) = co. Tuto funkci nazyvdme
Banachova indikatrix funkce f. Banachova indikatrix je méfitelnd funkce a plati:

+ b
@ | hiay=vr.
- a
b
(Symbol V f znaéi variaci funkce f na intervalu <a, b).)
Dikaz. Viz [3] Gl. VIII, § 5.
Nyni mizeme pfikro€it k vlastnim Gvahdm.
2. Umluva. BudiZ ¢ kfivka v E, definovand na intervalu <{a, b). Symbolem G(¢)
oznacime jeji graf, tj.:

®) - G(e) = {o(1); te<a, b))}

3. Definice. Pro ka?dé ¢ > 0 ozna&ime symbolem Q,(e) resp. U,(e) kulovou plochu,
resp. uzavienou kouli o stfedu z a poloméru g. Pro ¢ = 0 definujeme pro kazdé
z€ E, Q,0) = U,(0) = {z}. Pro z = 0 budeme psit U(g) resp. Q(g) misto U.(0)
resp. (o).
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4. Definice. BudiZ ¢ kfivka definovand na intervalu {a, b). Definujme funkci
N,(o, z) proménné ¢ pro kaZdy bod z € E, takto: N,(o, z) zna&i polet t&h t € {a, b},

pro n&Z je ¢(t) € 2,(0).

5. Véta. Pro kazdy bod z € E, je funkce N, méFitelnd a plati nerovnost:

[

b + o0
(4) Vo 2 f N,(e. z) de .
Dikaz. Definujme funkci f na intervalu <{a, b) takto :

(5) f@) = lo(t) — 2| .

Pak plati:
N (o ro €<0, + ),
© Nfe.7) = (0 P 50 )
0 pro ge(—,0)

a tedy je funkce N (¢, z) mé&fitelnd a plati

(7) f "Ny, 7) do = VT

0 a

Vztah (4) je tedy ekvivalentni se vztahem
b b
) Vo(t) 2 Vie(t) — 2| .
JelikoZ pro kaZdou trojici bodi x, y, z € E, plati nerovnost
) =yl z =2 =y,
plati i vztah (8) a tedy i vztah (4).
6. Oznaceni. Vzhledem k vé&t& 5 miiZeme oznadit

+ o0
(10 o) = | Ve, de

0
pro kaZzdy bod z € E,. Veli€ina u, se nazyvd radidini variaci kfivky ¢ v bod¢€ z.

7. Lemma. Budte? z,, ..., z,€ E, body neleZici v jedné nadroviné. Budi? p nad-
rovina, p < E,. Oznaéme symbolem o(p, zj vzddlenost bodu z od nadroviny p.

Oznacéme jesté

(11) o{p) =e(p.z;) pro i=0,1,...,n;

ddle oznacéme

(12) M(p) = max o(p).

Pak funkce M nabyvd na mnoZiné vSech nadrovin z E, kladného minima.
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Diikaz. 1. BudiZ p < E, nadrovina. Pak M(p) > 0, nebot body z,, ..., z, nelezi
v jedné nadroving.

2. BudiZ U(R) tak velkd koule, Ze z, € U(R), ..., z, € U(R). BudiZ p takovd nadro-
vina, Ze

-

(13) pUR)=90.
Pik existuje nadrovina p’ takovd, Ze

(14) M(p) = M(p')
a

(15) PUR) +90.

Skutené: Sta¢i vést nadrovinu p’ rovnob&Znou s nadrovinou p tak, aby protinala
kouli U(R). Tedy zkoumdme-li minimum funkce M, sta&i uvaZovat pouze ty nadrovi-
ny, jez protinaji kouli U(R).

3. Kazdd nadrovina p spliiujici vztah (15) mtiZe byt charakterizovdna svym jistym
bodem { € U(R) a jednotkovym vektorem normély v = v, ..., v,. Mé&nime-li tedy
body { v U(R) a vektor v v (1), dostaneme prav& viechny nadroviny spliiujici vztah
(15).

4. Funkce M je jakoZto funkce proménnych {, v spojitd na kompaktni mnoZin&
U(R) x (1) a tedy na ni nabyvd minima, které ozna&ime m. Vzhledem k prvni &dsti
diikazu je m > 0 a podle druhé &dsti je

(16) m = min M(p) .

P<En
8. Lemma. BudiZ? ddna funkce tFi redlnych proménnych k, p, 1 vztahem
17)  flep, ) =2AP + K + p* = J[I* + 28(K* = p?) + (K + p*)?)]
v defini¢nim oboru
(18) ke{0, +0), pel0, +©), 140, +o0).

Pak plati

A. Pro kaZdé 1€0, ) a kaZdé pe 0, ) je funkce f nerostouci funkci k na
intervalu <0, + ).

B. Pro kaZdé 1€<0, oo)‘a kazdé ke 0, o) je funkce f neklesajici funkci p na
intervalu <0, + ).

Dikaz. Substituujme

(19) k=k* mn=p*, A=1P,
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pak

(20) flk,p, 1) = g(i,m, 2) = 2(A + k + 1 — J[A2 + 24(k — m) + (x + 7)?)]
pro

(21) k€0, +), me0, +o), A0, +00).

Staci tedy dokdzat tvrzeni:

A'. Pro kazdé 1€(0, o) a kazdé ne{0, ) je funkce g nerostouci funkci k na
intervalu <0, + ).

B'. Pro kazdé 1€ (0, o) a kaZdé k€ (0, o) je funkce g neklesajici funkci 7 na
intervalu <0, + o0).

Spocitejme parcidlni derivace:

: 0 K+7n+ A
(22) o S A = 2(1 T T2k )+ (x + n)2]>’
0 K+mn—21
@) &g(x, w4 = 2(1 - VA + 24k — n) + (k + n)z])'

ProtoZe na mnoZing (21) plati

K+7m+ A > K+m+ A . —1
VA% + 24k — 7)) + (k + n)?] ~ J[A + 24(x + 7) + (k + n)?]

JP+24c—a) + (k + ]2 V[ =24k +n) + (k + 1)?] = [ + = 4],

je na mnoZin& (21) (9/0x) g < 0 a (9/on) g = 0 a tudiz plati A’ a B’ a tedy i 4 a B.

9, Lemma. Budi? R > 0. Pak pro kaZdych n + 1 bodii z,, ..., z,€ E, neleZicich
v jedné nadroviné existuje konstanta A" (zdvisld na R a na konfiguraci bodii
Zo, ..., Z,) takovd, Ze pro kaZdou dvojici bodit a, b € U(R) plati

(29 ja— bl 52 3o =l ~|a -z
Diukaz. Definujme pro k = 0, 1, ..., n funkce 4, takto:
(25) di=|la—-z|-|b=1z].

Zavedme proménné [, k,, m, takto:

BudiZ o nadrovina, podle niZ jsou body a, b soumé&rné. Pak existuji body x; € o, pro
n&Z je (o, z,) = o(xi z) pro k = 0, 1, ..., n. BudiZ S stfed tseky ab. Pak:

(26) I=4b—a|, x,=0S %), m=e(zmx)-
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Explicitni zdvislost 4, na I, k;, m, jest ddna vztahem:
(27) Ak o 1) = 202 + k2 + 12 — J[I* + P(x} = =) + (ki + 72)*].

Z geometrického vyznamu funkci 4, je patrné, Ze je vhodné je definovat pro I € 0, ),
Kk €40, ), m, €€0, ). Ménime-li body a, b libovoln& v kruhu U(R), nabyvaji
parametry [ resp. k,, n, hodnot z intervalu €0, R) resp. <0, 2R) pro k > 0, ..., n.

Pro kaZdou dvojici bodi a, b € U(R) spotitdime hodnoty viech funkci 4, a ozna-
&ime 4,, tu, jeZ je z nich nejvétsi. JelikoZ jsou funkce 4, ve svych definiénich oborech
nezdporné, staci dokdzat existenci takové konstanty ", Ze pro kaZdou dvojici bodu
a, b € U(R) plati:

(28) 0<2l=|a—bl<X4,.

Vztah (28) je ekvivalentni se vztahem

(29) : 4P < A%

Vzhledem k lemmatu 7 nemiZe nastat takovd konfigurace bodu z,, ..., z,, aby
platilo pro vSechna k = 0, ..., n:

(30) < m,

kde m je ddno vztahem (16).

Vzhledem k tomu, Ze m, €0, 2R) a x; € €0, 2R) a vzhledem k tomu, Ze alespori
jedno m, = m, plati podle lemmatu 8 pro kazdé a, b € U(R):

(31) 4% 2 2P + k*? + p? — J[I* + 2P3(k*? — p?) + (k*2 + p?)?)],
kde p = m a k* = 2R.

PoloZme :
(32) 4R> + m* = o, 4R* —m?> =f.
Tedy pro ka?dé a, b € U(R) plati:

(33) ALzl +a— I+ 2B + )]

Stagi tedy nalézt konstantu % * tak, aby platilo pro I € <0, R):
(34) 251 + o — J[I* + 2P + 0?)] — 412 2 0.

Definujme funkci g takto:

(3 o0 = - =

+o— [+ 2812 +a]

Funkce g je na intervalu (0, R) spojitd a zfejm& plati

(36) ~ limg(l) = 2

1-0+ - a—B.
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Tedy je funkce g na intervalu (0, R) omezend. Volime-li J#* tak, aby
A* = g(l) pro 1€(0,R),
pak zfejmé& plati vztah (34) pro vsechna I € 0, R). Tim jest diikaz hotov.

10. Véta. BudiZ R > 0. Pak pro kaZdych n + 1 bodii z,, ..., z, € U(R) neleZicich
v jedné nadroviné existuje konstanta A" zdvisld na R a na konfiguraci bodi z, ..., z,
takovd, Ze pro kaZdou krivku ¢ plati

(37) \:/qo < A l'{Vj_:ou,‘,(zi) ,
jakmile je
(38) G(g) = U(R).

Diikaz. BudiZ ¢ kfivka na intervalu {a, b> a G(¢) = U(R). Definujme funkci f;
na intervalu {a, b) takto:

(39) i) =|o(t) — z| pro k=0,1,...,n.
Pak pro Banachovu indikatrix N, funkce fx plati:
(40) N;(x) = N,x,2z) pro k=0,1,...,n.

Ze vztahu (40) dostaneme podle Banachovy véty:

+

(41) ug(zi) = J-MN,,,(x, z) dx = .[

© b
N (x) dx = Vf;.
0 0 e
Vzhledem k vztahu (41) je dokazovany vztah (38) ekvivalentni s nerovnosti
b

@) Vo) S 3 VIel) ~ 2.

a

BudiZ D déleni intervalu {a, b):

(43) a=ty<t;<..<t,=h.

Ozna¢me: »

(+4) () = ¥ Jolt) = o)

@) sD) = Fllo(t) - =l = lolti-) = 2, k=0..n.

463



Pro kaZdé te<{a, b) je (p(t)e U(R). Zvolime-li konstantu )" tak, aby vyhovovala
tvrzeni lemmatu 9, plati pro kazdou dvojici bodt ¢, t* € {a, b)

(46) o) = o] = oA 3 ol0) - 2 = lo(e?) - al -

Ze vztahtl (46), (44) a (45) dostaneme, Ze pro ka?dé déleni D intervalu {a, b} plati
nerovnost:

(47) S(D) s X Z S«D) .

Ze vztahu (47) dostaneme pfechodem k supremu pies viechna dgleni D intervalu
<a, b) vztah (42) a tedy plati nerovnost (37), jiZ jsme méli dokdzati.

11. Véta. BudteZ z,, ..., z, € E, body urcujici jedinou nadrovinu p. Pak pro kaZdou
n b

kFivku ¢, jeZ neprotind p, plati: Je-li y u,(z;) < + 0, pak také \V ¢ < + 0.

i=1
Dukaz. Tato véta je disledkem pfedchdzejici véty.

1. Oznaéme M mnoZinu viech nadrovin g, jeZ protinaji G(¢). BudteZ ¢, t, € {a,b)
takové body, Ze ¢(t;) + ¢(t,). Oznaéme o(t,, t,) nadrovinu, podle niZ jsou body
o(ty), ¢(t,) soum&né. MnoZinu viech t&chto nadrovin oznaéme N. JelikoZ je G(o)
souvisld mnoZina, protind kaZdd o(t,, ;) mnoZinu G(¢) a tedy je <= M. PoloZme
pro kaZdou nadrovinu g

(48) M(q) = max o(q,z).
Pak
(49) M(q) >0 pro gedM.

Lze snadno nahlédnout, ¢ M nabyvd na mnoZin& M svého minima. (Srovnej s dii-
kazem lemmatu 7.) Tedy

(50) min M(q) = m > 0.
7em
JelikoZ je M <= M, plati
(51) m = min M(q) < inf M(p) .
qeM peMN

2. Necht symboly 4,, 4,, maji stejny vyznam jako v lemmatu 9. (k nyni pro-
bihd indexy 1, 2, ..., n). Pak existuje konstanta J# tak, Ze pro libovolnou dvojici
bodt a, b € G(¢) plati
(52) la — b < #*Y 4.

k=1
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(Srovnej s ditkazem lemmatu 9.) Zavedeme-li ve funkcich 4, promé&nné podle vztahu
(26), dostaneme vztah (27). Stadi nalézt tedy o"* tak, aby platilo (28). Misto tvrzeni
o vztahu (30), kde m je ddno vztahem (16), pouZijeme tvrzeni o vztahu (30), kde m
je ddno vztahem (50) podle prvni &sti dikazu.

3. BudiZ nyni D:a =t, <... <t, = b libovolné déleni intervalu {a, b). Pak
plati

(53) lo(t) — o(1)] < fké:l lo(t) — 2] = |o(t) — z]

pro véechna i,j =1, ..., n.
Tedy

59 Tl = o = 3 5 Jot) -zl = lolti-) — al.

Prechodem k infimu pfes vSechna déleni D intervalu <{a, b) dostaneme
b

(53 Vo) 5 3 Violo) - 2

a

odtud dostaneme opét jako ve vété 10 vztah

b

(56) v o(t) < xfk}; uy(2y) -

Tim jest tato véta dokdzdna.

Nyni se budeme zabyvat podobnymi problémy vzhledem ke kontinuim. Kontinuem
rozumime souvislou kompaktni mnoZinu.

12. Definice. Pro kaZdou mnoZinu X < E, a pro kaZdé ¢ > 0 oznaéme symbolem
A,(X) infimum souctd Y 6(X;) pfes viechny posloupnosti mnoZin {X,},, kde X; < X,

5(X;) <eproi=1,2,...a%X; = X.(Symbolem &(X) znagime primér mnoZiny X.)
BudiZ ¢, < ¢,. Pak 4,,(X) = 4,,(X) a tudiZ existuje lim 4,(X) (bud kone&nd, nebo
e—=0+

nekoneénd). Oznaéme ji A(X). Cislo A(X) nazyvime délkou mnoziny X.
13. Véta. A je vnéjsi mirou v smyslu Carathéodoryho.
Diikaz. Viz [7], Chap. II, § 8.

14. Definice. BudiZ K kontinuum. Definujme pro kady bod z € E, funkci Ng(o, z)
proménné g takto: Pro kaZdé ¢ > 0 je Ng(g, z) potet bodit mnoZiny K Q,(¢). Je-li
K Q,(¢) nekone&nd, pak poloZime N(g, z) = + .

15. Lemma. BudiZ n zobrazeni E, do E, definované pFedpisem
(57) n(z) = || .
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Pak toto zobrazeni je Lipschitzovské s konstantou 1. Ddle: pro kaZdou mnoZinu
X < E, plati

(58) A(X) 2 ALx(X)].
Dikaz.

Ad 1: Prvni tvrzeni plyne z nerovnosti

(59) [x — y| = ||x| = |y

platné pro vSechny dvojice bodil x, y € E,.

s

Ad 2: Z prvni ¢dsti plyne, Ze pro kazdou mnoZinu Y < E, plati:
(60) 5Y) 2 o(x(1)).
Odtud je patrno, Ze pro kazdé ¢ > 0a X < E, je
(61) A(X) 2 A[n(X)] .
Z nerovnosti (61) dostaneme pfechodem pro & — 0 + dokazovany vztah (58).

16. V&ta. Pro kaZdé kontinuum K < E, a kaZdy bod z € E, je funkce N(o, z)
méFitelnd a plati

(62) j " Nule 2) do < A(K) .

0

Ditkaz. Bez Gjmy obecnosti miiZzeme pfedpoklddat z = 0. Pro zkrdceni zdpisu
pidme N(g) misto Ng(o, 0) a Q(¢) resp. U(e) misto Qq(e) resp. Uo(g). Budiz R tak
velké, aby platilo
(63) K = U(R).

Pro kaZdé n sestrojme kone&né diskunktni dé€leni D, kulové plochy Q(R) tvofené
mnoZinami typu F, tak, aby

(64) D)=L, kde AD,)=supd(l).
n IeD,

(Toto lze zfejm& udélat, jak jest patrno zavedeme-li obecné sférické soufadnice.)

Symbolem 2, oznaime déleni koule U(R), pfislusné d&leni D,, jeZ dostaneme
takto: Budiz M € D,. Pak sestrojme mnoZinu M), jakoZto mnoZinu bodd z U(R),
jez lze promitnout z po&dtku na mnoZinu M. Pak 9, = {M,,, M € D,}. Ziejm& také
viechny mnoZiny M,, jsou typu F,. Oznalme L,, charakteristickou funkci mnoZi-
ny n(K, M,,). Pak je L), m&fitelnd, nebot mnoZina n(K, M,,) je opét typu F,.

Dale oznatme:

(65) L= Ly.

MeD,
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Pak je také L, méfitelnd funkce. Pro ka?dé ¢ > 0 znadi L, polet t&ch vyseti M € D,,,
pro néZ je Qo) . K. M * 0. Pro kaZdé pfirozené &islo n zfejmé plati:

(66) L, <N.
Posloupnost funkci {L,},] je neklesajici. Tedy existuje limita

(67) lim L, = N*.

o
Funkce N* je op&t méfitelnd. Ze vztahii (66), (67) plyne

(68) N*<N.

Zvolme nyni ¢ > 0. BudiZ g pfirozené &islo takové, Ze

(69) g = No) -

Pak existuje na kouli Q(g) g riznych bodit x,, ..., x, z kontinuz; K. Oznaéme

(70) r= min o(x,x;); i*j.

i,j=1,...,9
Zvolme n tak, aby (1/n) < r. Pak pro dé&leni D, plati: Existuje ¢ riznych mnoZin
My€D,, k=1,...,q tak, Ze v kazdé M, lezi pravé jeden z bodi x,, ..., x,. Tedy
plati

(71) L) 2 q.
Tedy je také
N*o) 2z q-
ProtoZe g bylo libovolné pfirozené &islo splitujici vztah (69), je
(72) N*(e) = N(o) -
Vztahy (72) a (68) ddvaji |
(73) N*=N.

Tedy funkce N je méfitelnd. Podle lemmatu 15 plati pro M e D,

+

(74) AKK . ) 2 A(x(K . ) = J “Lu(e) do -

0

Ze vztahu (74) dostaneme setenim pfes M e D,

0

(75) A(K) = f “L{e) do
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a limitnim pfechodem pro n - + oo

(76) AK) 2 j “N() de,

0
coZ bylo dokdzafi.

17. Lemma. Budif K kontinuum konecné délky. Pak existuje kFivka oy na inter-
valu €0, 2A(K)) s témito vlastnostmi

() V. oc = 24(K),
(78) Glox) = K,
M) Ni(e, z) = 3N (0, 2)

Dukaz. Viz [4], [8].

18. Véta. Budte? z,, zy, ..., z, € E, body neleZici v jedné nadroviné. BudiZ R > 0
takové, %e z,, ..., z, € U(R). Pak existuje konstanta K zdvisld na konfiguraci bodii
Zo, ++-» 25 @ A R takovd, Ze pro kaZdé kontinuum K plati

(30) AK) S A Y f Ny 2) de.
jakmile je
(81) K < U(R).

Dikaz plyne trividlnim zpusobem z véty 10 a lemmatu 17. Zfejmym zplisobem
dostaneme i vétu 19 pomoci véty 10 a lemmatu 17.

19. Véta. Budte? z,, ..., z, € E, body urcujici jedinou nadrovinu. Pak pro kaZdé
kontinuum K diskunktni s touto nadrovinou plati: Je-li y, [Ni(e, z;) do < + o,
: i=1

pak také A(K) < + 0.

Literatura

11] J. Krdl: On cyclic and radial variations of a plane path. Comment. Math. Univ. Carol. 4,
1 (1963).

[2] J. Krdl: Pozndmka o linedrni mife a délce cesty v metrickém prostoru. Acta Univ. Carol.-
Math. et Phys. 1, (1963); 1—10.

[3] 1. P. Natanson: Térija funkcij vésestvennogo péreménnogo. Moskva 1955.

[4] M. N. A. Newmann: Path length. Proceedings London Math. Soc. (3), 2, (1952); 495—468.

[5]1 G. J. Perevalov: Kritérij dlja koné&nosti lin&jnoj méry ploskich kontinuumov. Sib. Mat. Z.
4 (1962); 573—581.

468



[6] G. J. Perevalov: O mére mnozestv lezag¢ich na ploskich kontinuumach Sib. Mat. Z. 4 (1962);
573—581.

[7]1 S. Saks: Theory of the integral. Monografije mathematyczne Tom VII.

[81 T. Wazewski: Kontinua prostowalne w zwiazku z funkcijami i odvzrorovanijami absolutnie
ciaglemi. Ann. Soc. Polon. Math., 3, Suppl. (1927); 9—49.

Pe3omMme
O OJIMHE KPUBBIX U KOHTHUHYYMOB

WPXHW MTYJbL (Jiti Stuic), IMpara

Eciu ¢ — nyth (= HenmpepbiBHOE oTobpaxeHnue B E,, n-MepHOe €BKJIMIOBO TMpO-
CTPaHCTBO), ONpe/IeIeHHbIH Ha oTpe3ke {a, b), To MonoXHM G(o) = ¢(<a, b)); mns
¢ >0 u zeE, 0603Ha4uM uepe3 N,P(Q, z) 4ucno Beex t€<a, by, A KOTOPBIX
lo(t) — z} = ¢ (0 = Ny(o,z) £ +). Tak kak N,(o,z) sABASETCA H3MEPUMOI
byHKIMEH TEPEMEHHOTO @, TO MOXHO IOJIOXKHTH IO ONPENETIECHHIO

+ o
u,(z) < I N,(e, z)de.
0
st xaxgoro z € E, cnpaBeJIuBO HEPABEHCTBO
“w(z) =V,

rae V, o603HavYaeT IyIMHY NyTH Q.

Teopema. ITycme R > 0; U(R) = {z; z€ E,, |z| £ R}. ITycmb mouku z,, ..., z, €
€ U(R) ne nomewenvt na edurcmeennoii zunepnaockocmu. Tozda cywecmsyem nocmo-
annan A > 0 maxas, 4umo 042 KA#CO020 NYMu (¢ uMeem Mecmo UMNAUKAYUA

Glp) cUR)=V, = gou,p(zi) .

Teopema. IIpeonososcum, umo cywecmeyem eOUHCMBEHHAA 2UNepnAOCKOCMb,
codepicawan mouku zy, ..., z,€ E,. Tozda 011 kancoozo nymu ¢ umeem mecmo
umnauKayus

(Glo)p=90& .;u¢(z,.)< +©)=>V,< +0.

AHajTornyHbIe PE3yNbTaThl JOKAa3aHBI OJIS KOHTHHYYMOB.
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Summary

ON LENGTH OF PATHS AND CONTINUA

. Jikf StuLc, Praha

If ¢ is a path (i.e. a continuous mapping into E,, the Euclidean n-space) defined on
<a, b> we put G(¢) = ¢(<a, b)); given ¢ > 0 and z€ E, we denote N,(g, z) the
number of all te<a, b) with |¢(t) — z| = ¢ (0 < N,(¢, z) £ + o). As No, 2) is
a measurable function of the variable ¢ we are justified to define

u,(z) = J‘ : coN(,,(Q, z)de.

Then, for every z€ E,,
uyz) = Vo,
where ¥, stands for the length of ¢.
Theorem. Let R > 0, U(R) = {z; z€ E,, |z| < R} and suppose that z,, ..., z, €

€ U(R) are not situated on a single hyperplane. Then there is a K > 0 such that, for
every path o,

G(¢) = UR) =V, < A iou,p(zi).

Theorem. Suppose that there is a unique hyperplane containing z, ..., z, € E,.
Then, for every path o,

(Go)p = 0 &i;uq,(zi) < to)= ¥, < 400,

Similar results concerning continua are proved.
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