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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 90 (1965), Praha 

R E F E R Á T Y 

ASYMPTOTICKÉ VLASTNOSTI INTEGRÁLU 
HOMOGENNÍCH LINEÁRNÍCH DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC 2. ŘÁDU 

(Vlastní referát Z. HUSTÉHO O přednášce proslovené na Kurzweilově 
semináři matematického ústavu ČSAV v Praze ve dnech 11., 18. a 25. března 
1965.) 

Nechť existuje řešení z(x) rovnice (a) z"(x) + 2at(x) z'(x) + a2(x) z(x) = 0, 
ate C^Ii), i = 1, 2, It = <x l 9 co) s vlastností: 

(1) existuje číslo x 0 _ xx takové, že z(x) > 0 pro x — x 0 . 

Utvořme funkci G\z, x] = J*o exp { — 2js
Xoaí der} z~2(s) ds. Existuje lim G\z9 x] = 

JC-^OO 

= C > 0. Jestliže C = co, pak funkci z(x) nazýváme hlavním řešením rovnice (a). 
Jestliže C < co, utvoříme funkci g\z, x] = J * exp { — 2 J"*o ax áa} z~2 ds. Pak 
lim G{zg\z, x], x} = co, a funkce z(x) g[z, x] je hlavním řešením rovnice (a) 
x-*oo 

s vlastností (1). Rovnice (a) je neoscilatorická, když a jen když má hlavní řešení. 
Každá dvě hlavní řešení jsou lineárně závislá. Uspořádanou dvojici integrálů zl9 z2 

rovnice (a) nazveme hlavní basí rovnice (a) v intervalu <x0, co), jestliže zx má vlast­
nost (1), lim G\zu x] < co a z2(x) = czxg\zu x], 0 < c e Ex je hlavní řešení s vlast-

x->oo 

ností (1). Hlavní basi zl9 z2 rovnice (a) v intervalu <x0, co) nazveme pravidelnou resp. 
polopravidelnou vintervalu<{0, co),{0 _ x0, jestliže z2 4= 0 pro x ^ £,09 0 < m S 

= \Z\Z2\ZÍZ'^ = M, m,MeE1 resp. z2 = konst. > 0,z'1jz1 = 0(1). V práci [1; 21] 
je zaveden pojem pravidelné rovnice. Pravidelná rovnice má vždy v jistém intervalu 
(zprava neohraničeném) pravidelnou basi. 

1. ASYMPTOTICKÉ VZORCE 

1.1. Nechť zl9 z2 je base rovnice (a). Jestliže platí 

(2) exp Í2 at dsi |Piz}zk| dx < co , I exp Í 2 ax ás\ \p2ZjZk\ dx < co , 

j , fc=l,2, 
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pak rovnice 

(3) Z"(x) + 2[ax(x) + Pi(x)] Z'(x) + [a2(x) + p2(x)] Z(x) = 0 , 

*h PÍie CQÍ/O , i = 1,2, 
má basi 

Zy = */[i + ^C1)] + ***0)> z ; = Z;.[i + 0(i)] + Z;o(i), j , k = i, 2, j * k. 

1.2. Nechť Zl9 Z2 je pravidelná resp. polopravidelná base rovnice (a) v intervalu It. 
Jestliže platí (2) pro I, k = 1,2, j + k, pak rovnice (3) má hlavní basi 

z{ = Zř[i + o ( i ) ] , i = i, 2 , z ; = z\[\ + o(l)] , 

kde hlavní řešení Z 2 má derivaci Z 2 = Z2[l + 0(1)] resp. Z 2 = o(l). 

1.3. Nechť jsou dány rovnice 

(Q) Y(t) + 2fi1(0 ř(í) + G2(ř) 7(ř) = 0 , G, e C0(I2), I2 » <*!, co), 

(q) /'(x) + 2q,(x) y'(x) + a2(x) y(x) = 0 , «• e Cofr). 

Hlavní věta. Nechť existují kladné funkce f, H, <p, \p, <P, *F v vlastnostmi: 

(4) J f , / e C 2 ( J . ) , H'>0, lim H(x) = oo , H ^ ) = / 2 , <p2 = <P , yý = V . 

Nechť dále je splněna jedna z následujících podmínek: (i) Y(ř) = O[<p(í)]> Ý(t) = 
= 0[^(ř)], kde Y(t) je obecné řešení rovnice (Q), (ii) YsYk = O[#(0]> í}-** = 
= O[*F(í)],j, k = 1, 2, j =f= k, kde Yi(ř), i = 1, 2 je pravidelná resp. polopravidelná 
base rovnice (Q) v intervalu I2 (v případě polopravidelná base požadujeme navíc 
Hf =- 0(1)). Jesí/iíe p/atf / * c x p {2 /*£>, Q, ds} !P(iř) | g i | dx < oo,-

Í
-co r pH(X) ^ / r rH(ac) ) \ 

e x p ] 2 . e t d s l ! P ( H ) d l o g ( / 2 / í ' e x p J - 2 e . d s i ) 

(6) f l / 7 + 2 ^ / / ' + q2f
2 - f2H'2Q2(H)\ #(tf) dx < oo , 

J Xi 

pak platí 

l i m / 2 H ' e x p | - 2 J Q 1 ds l = c , 0 < C G £ 1 

*-°° l JH(xi) J 

< QО , 

a rovnice (q) má v případě (i) basi y} - f{Y){H) [1 + o(l)] + Y^íf) o(l)}, >>; = 
= f'{Yj(H) [1 + o(l)] + Yko(l)} + fH'{Ýj(H) [1 + o(l)] + Ýk(H) o(í)},j, k = 1,2, 

; * k, v případě (ii) má Wann/ basi y ( = /F f(H) [1 + o(l)], i = 1, 2, /j = / % ( / / ) . 
. [1 + o(l)] + / í r í r

1 ( H ) [ l + o(l)]. Jestliže Yu i = 1, 2 ;e pravidelná resp. 
polopravidelná base, pak hlavni řešeni má derivaci y'2 = f'Y2(H)[l + o(l)] + 
+ / H ' F 2 ( H ) [ 1 + o(l)] resp. y'2 - / ' [ I ' + o(l)] +/o( l ) . 
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V dalších odstavcích předpokládáme, že funkce /, H mají vlastnosti (4) a že je 
splněna aspoň jedna z podmínek (i), (ii). 

1.4. Jestliže platí ^H'2- <P(H) \qi\ dx < oo, j ^ í / " 2 0 V(H) |d log (/2W2"//')| < 
< oo, J» |/"/ + 2qjf + í 2 / 2 - / 2 f r 2 [ e ( H ) + a(a + 1)/H2]| <ř(tf) dx < oo, a e 
e £ l 5 pak l im/ 2 H 2 o H' = c , 0 < c e £ 1 a rovnice (q) má fundamentální systém, který 

;c-*oo 

je uveden v hlavní větě, jestliže položíme 

fit----. Q2 = Q(0 + - - ^ • 
ř r 

P o z n á m k a . Jestliže položíme/ = eH, Q(t) = — 1, obdržíme následující tvrzení: 
Jestliže platí J * | a t | dx < oo, J * |d log (e 2 H H 2 f l H') | < co, J« H 2 V H | H " + 2H' 2 + 
+ 2H'qt + g 2 | dx < co, pak rovnice (q) má hlavní basi yx = e2H Ha[í + 0(1)], 
y;2 = H f l[l + o(l)], y\ = 2e 2 HH'H f l[l + o(l)], y'2 = o(H'Ha). Zvolíme-li dále H = 
= \ log x, a = O, obdržíme známý výsledek: Jestliže J * (g^ dx < 00, J ^ x|q 2 | dx < 
< oo, pak rovnice (q) má hlavní basi yx = x[l + o(l)], y2 = 1 + o(l), y\ = 1 + 
+ o(l), / 2 = o(l/x). 

1.5. Jestliže platí J * e~2aH W(H) \qx\ dx < oo, J * e"2flH <F(H) |d log (/ 2 H'e 2 f l H ) | < 
< 00, j £ | / 7 + 2 a , / / ' + q2/

2 - / 2H' 2 [Q (H) + a 2 ] | $(H) dx < 00, a e £ l 9 pak 
lim f2H'e2aH = c, O < c e Ei a rovnice (q) má fundamentální systém, který je uveden 
v hlavní větě, jestliže položíme Qt = — a, Q2 = Q(ř) + a 2. 

2. NĚKTERÉ APLIKACE ODST. 1.4. 

Aplikace provedeme pro binomickou rovnici (q) y" + qy = O a obdržíme je 
vhodnou volbou funkce Q(t). Uvedeme pouze podmínky (5), (6) a tvar base binomické 
rovnice (q) bez derivací. 

2.1. J« |d log(/ 2 H 2 f l H') | < oo, J« H 2 f l | / "/ + q/2 + 8/ 2 H' 2 | dx < oo, e = ± 1 . 
Rovnice (q) má v případě 8 = 1 hlavní basi yx = fHaeH[l + o(l)], }!2 = fHae~H . 
. [1 + 0(1)], v případě 8 = - 1 basi yx = /H f l[sin H + o(l)], y2 = /H f l[cos H + 
+ o(l)]. Pro a = O viz [1; 33, 34]. 

2.2. J» | d l o g / 2 H 2 f l H ' ) | < oo, J« H 2 f l + 1 | / " / + g/2 - / 2 H ' 2 H " 2 [ a + fl(fl + 1)] . 
. dx < co, i + a e £ t . Rovnice (q) má v případě a > \ basi yx = / H f l + 1 / 2 [ s i n . 
. ( j í logH) + o(l)], y2 = / H f l + 1 / 2 [ c o s ( ^ l o g H ) + o(l)], J? = V(a - i ) , v případě 
a < i má hlavní basi yx = / H f l + / ř + 1 / 2 [ l + 0(1)], >>2 = / H f l " / ř + 1 / 2 [ l + o(l)], fi = 
= -^/(i — a). Položíme-li a = — n(n + 1) resp. a = —n(n — 1), pak /? = n + i 
resp. /} = n — £. V obdržených vzorcích můžeme ještě položit n = a =j= —i resp. 
n = a # i Pro n = a = — \, a = — n(n + 1) platí následující tvrzení: 

489 



Jestliže $™\d log (f2H-lH')\ < co, J * l o g J í | / 7 + q/2|dx < co, pak rovnice 
(Q) má hlavní basi yx = / l o g H [ l + o(l)], y2 = / [ l + O(l)]. Případ n = a = i, 
a = —n(n — 1) plyne z 2.3. 

2.3. J ^ l o g H J d l o g ^ H 2 ^ ) ! < oo, J ^ H 2 f l + 1 l o g H | / 7 + qf2 -f2H'2H~2 . 
. [̂  + a(a + 1)]| dx < oo, a 4= — | . Rovnice (q) má hlavní basi }>! = fHa+1/2 . 
. log ff[l + o(l)], y2 = /// a + 1 / 2[1 + o(l)]. 

2.4. /« |d log(f2H2aH')\ < oo, / - H2a+1\f"f + qf2 - a{a + l)f2H'2H~2\ dx < 
< co. Rovnice (q) má hlavní basi yx = fHa+1 cos í ř - 1 [1 + o(l)], >>2 =fHa+i . 
. s i n / T ^ l + o(l)]. 

2.5. /» |d log(f2H2aH')\ < 00, / ,̂ H2a-l\f"f + a/2 + / 2 H ' 2 / Í 2 | dx < 00. Rov­
nice (q) má hlavní basi y. = /H a - 1 / 2 e H 2 / 2 [ l + o(l)], y2 = fH'-1'^-"2'2 . 
• [1 + o(l)]. 

Podobným způsobem můžeme provést aplikaci odst. 1.5. Dostaneme výsledky, 
které většinou obdržíme z odst. 2.L — 2.5., jestliže místo Ha budeme psát eaH. Některé 
vzorce se dají zobecnit pro rovnice H-tého řádu, viz [2]. 
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Zdeněk Hustý, Brno 

REFORMNÍ HNUTÍ VE VYUČOVÁNÍ MATEMATICE VE SVĚTĚ A ÚČAST 
ČESKOSLOVENSKÉ AKADEMIE VĚD NA REFORMĚ TOHOTO 

VYUČOVÁNÍ U NÁS 

VLADIMÍR KOŘÍNEK,' Praha 

Na 20. valném zasedání ČSAV, které se konalo ve dnech 22. a 23. dubna 
1965, přednesl akademik Vladimír Kořínek diskusní příspěvek o reformním 
hnutí ve vyučování matematice. Protože reforma a modernisace vyučování 
matematice je jedním z nejnaléhavějších úkolů ve školství u nás i na celém 
světě, přinášíme projev akademika Kořínka v plném znění. 

Vědecké kolegium matematiky mně uložilo, abych informoval valné shromážděni 
Československé akademie věd o současném světovém hnutí pro reformu vyučování 
matematice a upozornil na význam a důležitost této věci. Zároveň bude mým úkolem 
vylíčit stručně, co již bylo v rámci Akademie v této věci vykonáno a podat několik 
námětů pro další práci. 
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