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.Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 92 (1967), Praha
ULOHY A PROBLEMY

1. Najdéte konvergentni fady Z a,, Z b, takové, Ze lim (agh, + a;b,—y + ... +

n=0 n=0 n- o0

+ a,bo) = 0, ale fada Z (aob, + ayb,_y + ... + a,by) nekonverguje.

Pozndmka: Tuto ulohu klade nepfimo vlastné jiZ G. H. HARDY na konci § 11 své price
The multlphcatlon of conditionally convergent senes, Proc London Math. Soc. (2) 6 (1908),

410— 423 kdyZ podotyk4, Ze konstrukce fad Za,,, Z b, s poZadovanymi vlastnostmi neni

n=0 n=0

piili§ zfejm4 a %4dny priklad takovych fad neuvadi. Uloha nebyla, jak se zd4, vyfeSena doposud.

Frantisek Stépdnek, Praha

ReZeni dlohy &. 2. (autor Jan Mafik) z ro& 81 (1956), str. 247. (Elementdrni
dikaz véty o substituci pro Riemanniv integral)

J. Maiik pfedloZil v Casopise pro péstovdni matematiky ro&. 81 (1956), str. 247
ndsledujici tilohu:

Uloha. DokaZte elementdrnimi prostfedky, %e plati tato véta:

Necht funkce f md (vlastni) Riemannii integrdl v intervalu {c, d. Nechf funkce ¢
md spojitou derivaci v intervalu {a, b) a nechf ¢ < ¢(t) < d pro kaZdé t € {a, b).

Potom existuje Riemanniv integrdl [% f(o(t)) ¢'(t)dt a rovnd se [20) f(x) dx.

Pozndmka: Diikaz 1ze provést dosti jednoduse pomoci n&kterych ne zcela trividlnich
vé&t z teorie redlnych funkci.

Pomé&rn& neddvno dokdzal H. KESTELMAN v préci [3] nésledujici obecn&jsi vétu
o substituci pro Riemanniiv integrdl.

Véta 1. Necht funkce g md Riemanniv integrdl v intervalu {a, b). Zvolme
se{a, b) pevné a polofme G(t) = [ig(w)dw pro vSechna te<{a,b). Necht
funkce f md Riemanniv integrdl v intervalu G(<a, b)) = E[G(t); te<a, b)].
- Potom existuje Riemanndv integrdl [} f(G()) g(t) dt a rovnd se [§o) f(x) dx.

Pfitom H. Kestelman pfi dlikazu této v&ty uZil z teorie Lebesqueova integrdlu
pouze pojmu mnoZiny miry nula. .
© Vzdpéti na to vak Roy O. DAvies v prdci [1] ukdzal, uZivaje zdkladnich my3lenek
prdce [3], %e v&tu 1 lze dokdzat zcela elementdrn¥ jen s pouZitim apardtu teorie
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Riemannova integralu. Provedeme si zde nyni elementdrni ditkaz véty 1 a to v podsta-
t& tak, jak je uveden v prdci [1]. V n&kterych mistech viak origindlni diikaz Roy O.
‘Daviese poné€kud zpfesnime a naznadené livahy provedeme podrobné.

Umluva. Zgkladnich pojmi z teorie Riemannova integrdlu uZivdme (vetn&
ozna¥eni) tak jako ve [2]. Je-li z funkce omezend v intervalu I, pak &slo sup z(x) —

xel

— inf z(x) nazgvdme oscilaci funkce z v intervalu I a zna&ime je osc [z, I] resp. i jen
xel

krdtce osc [ z], vysvétlime-li bliZe slovy, o ktery interval se jednd. Slova ,,integrace®,
»integrdl®“ a p. pak v dal§im znadi vyhradné& ,,Riemannovu integraci®, ,,Riemanniiv
integrdl® a p. Pfitom pfedpokldddme, Ze integrdl je definovdn t. zv. soudtovou de-
finici. (Viz [2], str. 35.)

Pii diikazu véty 1 uZijeme ndsledujicich dvou kriterif pro existenci integrélu.

Véta A. Budi? funkce u definovdna v {«, B>, budit C (redIné) éislo. Potom u md '
integrdl od a do B rovny C prdvé tehdy, kdyZ k libovolnému n > 0 existuji éisla
=Xy < X; <...<x,=f takovd, Ze pro kaZdou volbu hodnot {;€ {(x;_y, X;>
(i=12,.. n) je

'C “(CJ) (x; - xj—l), <n.

Véta B. (Srov. [4], str. 217—218.) Budi v funkce omezend v intervalu {a, ).
Potom v md integrdl od « do B prdvé kdy? k libovolnym dislim n, > 0, #; > 0
existuje rozdéleni D intervalu {a, B>, takové, %e soucet délek vsech intervalii rozdé-
leni D, v kterych osc [v] > n,, je mensi neZ n,.

Dikaz véty 1. PoloZme M = max (sup |f(x)|, sup |¢(¢)|). BudiZ ddle w > 0.
xeG({a,b)) tela,b)

PoloZme je3t€ ¢ = w(4M? + 6(b — a) M)™*.

JelikoZ funkce g m4 integrdl od a do b, existuje k &slu ¢ dle véty B (1, =, = €)
rozd&leni D intervalu {a, b) takové, %e soudet délek viech interval@ rozd¥leni D,
v kterych osc [g] > e, je men3i neZ e. Tyto intervaly rozdéleni D nazveme intervaly
typu 1. Zbyvajici intervaly rozd&leni D (tj. ty, v kterych osc [g] < ¢) jsou dvojiho
druhu:

1) Intervaly, ve kterych pro jisté ¢ je lg(t)l < ¢&. Tyto intervaly nazveme intervaly
typu 2. V kaZdém intervalu typu 2 je pak zfejm& pro viechna ¢ z tohoto intervalu
,g(t)] < 2.

2) Intervaly, ve kterych je vSude ]g(t)] > e Tyto intervaly nazveme intervaly
typu 3.

V pfipadg, Ze mnoZina viech mtervalﬁ typu 3 je neprdzdnd, ozna&ime pismenem N
podet prvkii této mno¥iny. V tomto pfipad¥ pak budeme intervaly typu 3 ddle dlit.
Vezméme proto jeden z intervald typu 3, budi to napf. interval (s,, s;). Potom
v intervalu {sy, ;> plati, Ze budto je v ndm viude g(t) = ¢ nebo viude g(1) = —&
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Pfedpoklddejmé ‘napf., Ze g(t) = ¢ pro viechna te (sy,s,). (V druhém ptipad
bychom totiZ postupovali zcela analogicky.) Potom dostdvdme pro libovolnd ¢', ¢”,
pro kterd plati s, < ¢ < t" < s5,, Ze

G(t") — G(t')
(1) ’ "'-;;—_'—IT—‘" =&,

JelikoZ f je integrabilni v intervalu G({s,, s,»), existuje dle véty B (n, = ¢, n, =
= g?N~?) rozd&leni D’ intervalu G({s,, 5,)) takové, Ze soudet délek viech intervalii
rozdgleni D', ve kterych osc [f] > &, je mensi neZ 2N~ 1. JelikoZ, dle (1), funkce G
je rostouct v {s;, s,), jsou intervaly rozd&leni D’ tvaru {G(t;_,), G(z;)>,j = 1,2,..., I,
kde s, =1 <71, <...<71 =35, PoloZimeli nyni je§t¢ pro jednoduchost
h(t) = f(G(?)), t € <a, b), dostdvdme tedy, Ze osc [f] v intervalu {(G(z;,), G(t;)>
je rovna osc [k] v intervalu (z;_,, t;> pro viechna j = 1,2, ..., L

Intervaly {t;_4, 7,0, j = 1,2, ..., ] jsou opét dvojiho druhu:

a) Intervaly, ve kterych osc [h] > ¢; tyto intervaly nazveme intervaly typu 3.1.

Podle (1) je soudet délek viech intervali typu 3.1 men3j neZ ¢™'e?’N~! = eN~1.
b) Intervaly, ve kterych osc [h] < &; tyto intervaly nazveme intervaly typu 3.2.

Rozdé&lime-li tedy je¥t& kaZdy z intervalil typu 3 prdv€ popsanym zptisobem, obdrZi-
me tak celkem jisté rozd&leni D* intervalu {a, b), jeZ se sklddd ze viech intervald
typu 1, 2, 3.1 a 3.2. Nechf toto rozdéleni D* md dé€licibodya =t, < t; < ... <°t, =
= b, V¥imnéme si je§t&, Ze soudet délek viech intervald typu 1 a 3.1 z rozdé&leni D*
je men¥i neZ e + NeN~! = 2e.

Celkem snadno ddle zjistime, Ze

@ [ rwax=% [ f9ax = 160)- 60014 = 3 (= 11- ) d,

G(a) =1 J6(t-1) i=1

kde ;€ inf h(t), sup K(1)), ;e inf g(t), sup g(1)),i=1,2..,m.
teti~1,t0) te{ti~1,t1) te(ti-1,t1> te{ti~1,t:)

Budte nyni ¢,, &5, ..., &, libovolnd &isla takovd, Ze t;_, < &, < t;proi = 1,2, o
.« m. Potom jest dle (2)

(3)

Pp) dx = 5 (10— - ME o(ed] S 5 (1= 1) s — HED o8]

G(a) i=1

Nyni budeme odhadovat velikost soudtu na pravé strané nerovnosti (3).

" Soudet délek v¥ech intervald typu 1 a 3.1 rozd&leni D* je, jak uZ bylo fe€eno, mensi
neZ 2¢ a tudiZ celkovy p¥ispévek téchto intervald v prdv€ zminéném soudtu je mensi
ne¥ 2¢. 2M?2, ,

'V ka¥dém intervalu typu 2 rozd&lenf D* jest |g(f)| < 2& pro viechna ¢ z tohoto
intervalu a tudi% i || < 2e pro piislu¥nd i. Tedy celkovy ptispévek intervald typu 2
do uvaZovaného souttu z nerovnosti (3) je nejvyse roven (b — a) 4eM.
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Kone¢n& pak v kazdém z intervald typu 3.2 rozd&leni D* je osc [g] < ¢ a zdroved
iosc [h] < e, takZe pro pfisluiné indexy i mdme

,Ail‘i - h(fi) g(‘fﬁ)l = Mt[#i - g(fi)] + [)'i - h(ft)] g(ff), =
< Al | — (@] + |4 — B(E)| |a(8)] < 2eM
Tedy celkovy pfispévek intervald typu 3.2 v uvaZovaném soudtu je nejvySe roven

(b — a) 2eM.
Shrneme-li nyni vysledky prdvé provedené ivahy, dostaneme celkem

f(x) dx — Z h(éi) g(f)('i -t 1)

G(a)
<2 .2M* + (b — a)4eM + (b — a)2eM = 4eM? + 6(b — a)eM = .

Podle, véty A tedy zfejmé& [% k() g(f) dt = [$) f(x) dx cbd.
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