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i _'"éa_lopi: pro péstoviani matematiky, roé. 90 (1965), Praha

UBER DIE GESCHLOSSENEN RAUMKURVEN

ZBYNEK NADENIK, Praha

(Eingelangt am 9. Juni 1964)

Wir behalten alle Voraussetzungen, Bezeichnungen und Benennungen aus der
Einleitung ini [3], S. 200 und 201, aber wir werden den in [3] durch die Ungleichung
(5) ausgeschlossenen Fall untersuchen, dass alle Zylinderflichen A(a), a € <0, a),
entweder (a) in ebene Streifen oder (b) in Geraden entarten.

Im Falle (a) ist die Stiitzfunktion h(a, y) folgendermassen definiert:

(1a) h(o, y) = — f(a)cos y — g{a)siny, ‘

wobei fiir ye {f(a) — n/2, B(a) + n/2) immer i =1 und fiir ye{B(®) + n/2,
B() + 3n/2) immer i = 2 ist und f{(«), g{«) und B(«) solche Funktionen mit der
Periode a sind, dass

(22) cosB=(f,—f):8, sinf=(g9,—g4):9,
_ _5=[(fz'“f1)2+(92“'91)2]%>0-
Im Falle (b) ist einfach (f(«), g(«) sind wieder gewisse Funktionen mit der Periode a)

(1b) (e, y) = — f(x) cos y — g(o)siny.
Aus der Bedingung (3) in der Einleitung in [3] ergibt sich bei (1a) bzw. (2a), dass
A3) (@ kfi +g;=0, i=12 bzw. (b) kf +9' =0

(immer ()" = d()/da) und die in der Einleitung in [3] durch (4) definierte Funktion
w(a, 7) hat jetzt folgénde Form: ’

4) (@) W ?) = wlo,y) = — kg; + f; bzw. (b) wlo,y) = — kg + f".

In beiden Fillen ist deshalb dw/dy = 0, sodass nach (5) und (7) in der Einleitung
in [3] folgt,dass A(h) = (h + 0*h/3y®) [k,”' — hcosy + (0h/dy)siny + w']. Bei
(1a) und (2a) ist k + 0%h/dy* = 0 und die Ungleichung (5) aus der Einleitung in [3]
ersetzen wir durch die Forderung

(5) k{‘—hcosy+%’—lsiny+w’>0,

A Y

deren Bedeutung in dem Abschn. 1 klar gemacht wird.
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Fiir das Integral der mittleren Kriilmmung M und fiir die Oberfliiche O der Enve-
loppe S einer einparametrigen Familie von konvexen Zylinderflichen A(a), a €
€ <0, a), sind in [3] folgende Formeln abgeleitet worden (s. (*) in der Einleitung

in [3])
*) M = nLds + Lh do, 0= LLds + J;} {h* — 34,(h, h)} do .

Sie behalten den Sinn auch in beiden betrachteten Féllen. Es gilt ndmlich:

Der Ausdruck rechts in der ersten Formel (*) bedeutet im Falle (a) die n/2-malige
Summe der Lingen L,, L, der Kurven K,, K,, welche die Enveloppen der Rand-
geraden der ebenen Streifen A(«) sind, und im Falle (b) die n-malige Linge der
Kurve K, welche die Enveloppe der Geraden A(«) ist. (S. Abschn. 1.) Der Ausdruck
rechts in der zweiten Formel (*) bedeutet im Falle (a) die zweimalige Oberfliche
der abwickelbaren Fldche, welche die Enveloppe der ebenen Streifen A(ot) ist.!)
(S. Abschn. 2.)

Weiter werden wir eingehender nur den Fall (b) studieren, und zwar in der ein-
facheren Situation, wenn die Grundkurve C — immer mit demselben sphérischen
Bilde der Vektoren t(«) — in den Nullpunkt iibergeht, sodass k; ' = 0. Die Kurve K
hat dann die Parameterdarstellung (s. Abschn. 1)

6 x(®) = £(x) te) - S(x) n(a) — g(a) [K(x) (e) + b&)], we <0 a);

fiir den Radius ihrer ersten Kriimmung gilt die Analogie der Formel von WEIN-
GARTEN (vgl. [1], S. 110, (14) und S. 115, (1) und (1,7) in [3])

(7) r=f+f"—(kg) = — [2h + 4,(h)]cosy > 0
und ihre Ldnge L driickt sich durch folgende Formeln vom MINKOWSKISCHEN

!) Eine dhnliche Situation ist auch bei den konvexen Gebilden. Es sei A der Bogen des Einheits-
kreises in der Ebene . Ist y = x(4), A € {0, 27), die Stiitzfunktion eines konvexen Bereiches
4 € o, so gelten fur den Inhalt F und die Lange L der Berandung des Bereiches # die Formeln
von Minkowski (I) L = [y di, 2F = [[3*> — (dy [ dA)?] d4; beidesmal ist tiber den-Einheitskreis
zu integrieren. In dem dreidimensionalen Raume wiahlen wir auf der Einheitskugelfiiche die
geographischen Koordinaten 4 € €0, 27), ¢ € {(—=[2,7[2); weiter sei H= H(A,¢) die Stiitz-
funktion eines konvexen Korpers. Sein Integral der mittleren Kriimmung M und seine Oberfliche
sind wieder durch die Formeln von Minkowski gegeben: (I) M = [H dw, 20 = j'[ZHz —
— A(H, H)] dw; in beiden Fillen integriert man iiber die Einheitskugelfliche, auf der dw ‘das
Flichenelement und 4 den ersten Differentialoperator von Beltrami bedeuten. Die Stiitzfunktion
(III) H(A, ) = x(A) cos @ ist die raumliche Stiitzfunktion des konvexen Bereiches # in der Aqua-
torebene o der Einheitskugelfliche. Die formale Einsetzung aus (IIT) in (II) fithrt nach (I) zu
diesen Ergebnissen: 2M = =L, O = 2F. Ist y = x(4) die Stiitzfunktion einer Strecke mit der
Linge d in der Ebene g, so ergibt sich nach formaler Einsetzung in erste Formel (I) und aus (III)
in erste Formel (II), dass L = 26, M = né. .
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Typ aus (vgl. [1], S. 107, (L) und S. 109, (9) und [3], S. 202):

(8) : L= fda='l‘[hdw

. 0 TJa
(s. Abschn. 1). Die Funktion f(«) bedeutet die (in der Richtung des Vektors — n(«) .
orientierte) - Entfernung des Nullpunktes von der rektifizierenden Ebene g(x) der
Kurve K in ihrem Punkte mit dem Ortsvektor x(a); fiir eine ebene Kurve K mit der
Linge a = 2n des sphirischen Bildes I' der Vektoren t(x), d.h. fiir eine konvexe
Kurve, ist deshalb f(«) die Stiitzfunktion von Minkowski. Der Vektor k() t(x) +
+ b(a) bestimmt die Charakteristik der rektifizierenden Ebene ¢(e) und f(«) wird
mit g(«) durch die Beziehung (3b) gebunden.

Zum Schluss (Abschn. 4) sprechen wir noch die Forderung aus, dass das sphérische
Bild I' im Bezug auf den Nullpunkt symmetrisch ist und dass f(«) + f(« + a) % 0
fiir alle o ist. Die Punkte mit den Ortsvektoren x(«) und x(« + 4a) aus (6) benennen
wir die Gegenpunkte der Kurve K. Die Entfernung der parallelen rektifizierenden
Ebenen g(«) und ¢(« + 4a) in den Gegenpunkten ist dann

® B(@) = f(®) + f(= + 1)

und wir mdgen sie fiir die Breite der Kurve K in der Richtung dieser rektifizierenden
Ebenen halten. Aus der ersten Formel in (8) und aus (9) folgt sofort die Formel
vom CAUCHYSCHEN Typ L =} [§ B(«)d«, welche fiir eine Kurve K konstanter
Breite?) B(a) = B eine Analogie der Formel von BARBIER L = 1aB liefert.

In dem Abschn. 4 werden wir fiir die Kurven K konstanter Breite folgende Verall-
gemeinerungen der bekannten Eigenschaften der ebenen konvexen Kurven konstanter
Breite beweisen: Die Kurve K ist konstanter Breite B dann und nur dann, wenn
fiir die Kriimmungsradien r(x) und r(a + %a) in ihren Gegenpunkten folgende
Beziehung gilt: '

a+af2

(10) @)+ ra + 4a) = B — 4B [k(a) " k() dr],.

Die Relation r() + r(« + %a) = B charakterisiert unter den Kurven K konstanter
Breite B die, welche eben sind. Die gegenseitige Lage der Gegenpunkte einer
Kurve K konstanter Breite B ist folgendermassen bestimmt:

: +a/2
(11) x(a + 4a) = x(«) + Bn(x) + $B[k(x) t{ax) + b(a)]'r k(7) dz.
a
Wihlen wir noch eine andere Kurve K* mit dem spharischen Tangentenbilde I'*
und stellen wir voraus, dass entweder I'* und I' identisch oder im Bezug auf den
2) Auf solche Weise definierte Kurve K konstanter Breite ist im Falle £ = 0, d.h. wenn die
Kurve X eben ist, eine konvexe Kurve konstanter Breite nur bei a = 27, d.h. wenn diese Kurve’

eineindeutig auf den Einheitskreis abbildbar ist. Bei a = (2m + 1).27x, m = 1, 2, ... bekommt
man nichtkonvexe geschlossene ebene Kurven konstanter Breite.
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Nullpunkt symmetrisch sind, so haben wir die Moglichkeit — besonders in Hinsicht
auf die Ergebnisse des Abschn. 3 — fiir die Kurven K und K* dhliche Sitze wie in [2]
abzuleiten. ‘ :

1. In dem Falle (a) umhiillen nach (1a), (3a), (4a) die Randgeraden der Streifen
A(), a € 0, a), zwei geschlossene Kurven K; (i = 1, 2) mit der Parameterdarstellung
x ) = r(a) + wio) (@) — fi(@) n(x) — g{o) b(®); s. auch (1,2) in [3] fiir h(a, y)
aus (1a). Thre Kriimmungsradien sind re) = ki' + f; + w; > 0; die letzte Un-
gleichung folgt aus (5) und (1a). Fiir die Summe der Lingen L; = [ r (o) do der
Kurven K; gilt danach L, + L, = 2 [cds + [3(fy + f,) de. Gleichzeitig stellen wir
nach (1) aus der Einleitung in [3] und nach (1a) mittels elementarer Integrationen
fest, dass [o hdw = in [§(f, + f,) da. Zusammen also 3n(L, + L,) = n [cds +
+ [qohdw. Durch blosse Auslassung der Indizes bekommen wir die Ergebnisse
betreffs des Falles (b). ‘

Legen wir noch k; ! = 0, so gewinnen wir aus dem oberen Teile dieses Abschnittes
— mit Bezug auf (4b) — auch die Formeln (6), (8) und die erste Formel (7). Die
zweite Formel in (7) verifizieren wir durch direkte Einsetzungen, und zwar fiir 4,(h)
nach (7) aus der Einleitung in [3] und fiit k und w nach (1b) und (4b).

2. In dem Falle (a) umbhiillen die Streifen A(x) bei o€ <0, a) die abwickelbare

Fléche mit der Parameterdarstellung
z(a, 1) = (1 = 1) [f(a) + wy(a) t(a) — fy(a) n(x) — g4(c) ()] +
+ A[r(x) + wa(e) (@) — fo(e) n(a) — go(a) b(®)], «€<¢0,a), A€<0,1)

und nach (2a) gilt fiir die Diskriminante 4 der ersten Grundform dieser Fliche,
dass A4 =6[(1 — A) (k7' + fi + wy) + A(ky' + f2 + w3)] >0 (s. auch den
Anfang des Abschn. 1). Durch die Integration im Bezug auf 4 und durch die partielle
Integration im Bezug auf « bekommen wir mit Riicksicht auf (2a), (3a) und (4a)
fiir jhre Oberfliche, dass P = [§6ds + 2[5[(f, + f2)8 — (w3 — wi) cos B] da.
Gemdss (1a) und (2a) ist [oLds = (2" hdyds = 2 [; 6ds und nach (1) und (6)
aus der Einleitung in [3] und nach (1a), (2a) und (4a) ergibt sich nach léngerer, aber
anders elementarer Rechnung

([ - 34,000 do -

a rPp+n/2
= —j f [(ficosy + g, sinp)* — ¥(fy siny — g, cos y)> — 4wi] cos y dy da —
0JBp—n/2

a pp+3n/2
- f f [(f2cosy + g, siny)® — ¥(f, siny — g, cos y)* — 3w3] cos y dy da =
0Jp+n/2

= J:[(f1 AL - (w3 — w}) cos p] da.

Also zusammen 2P = [¢ Lds + [, [h? — 34,(h, h)] do:

217




3. Wir bezeichnen mit x(«) den in einem neuen Nullpunkte O % O gebundenen
Ortsvektor des Punktes der Kurve K und fiir den Vektor ¢ = O — O setzen wir

(3,1) ¢ = (.)t(a) + F(o) n(a) + G(o) b(cx) ;

F(x) und G(a) sind dabei gewisse Funktionen von « und der Skalarfaktor (.) inte-
ressiert uns nicht. Die Stiitzfunktion (1b) beziiglich des Nullpunktes O bzw. O ist

(s- auch (6) dabei) h(x,y) = x(a). [n(x) cosy + b(x) sin y] = — f(a) cos y —

—.g(oc) siny bzw. h(a, y) = x(a) [n(x) cos y + b(a) siny] = — fla)cosy — g(a).
.siny, wo

(3,2) f=f+F, g=g+6G
und aus ¢’ = 0 folgt '
(3.3) " kF+G =0, F+F — (kG =0.

Ahnlich wie in [2], Abschn. 1, kann man auch jetzt beweisen, dass auch umgekehrt
die Transformation (3,2), wo F und G eine Losung des Systems (3,3) darstellen, durch
eine geeignete Translation des Nullpunktes realisierbar ist.

4. Bei der Symmetrie des sphérischen Bildes I' im Bezug auf den Nullpunkt und
bei [tnb] = 1 fiir alle « ist dann

(1) fa+ 30) = — to), nfx + $a) = — n(a), b(a + Ja) = b(e)
k(e + 3a) = — k(o).

Fiir die Kurve K konstanter Breite B folgt nach (9) mit B(x) = B = konst., nach
erster Formel in (7), nach letzter Gleichung in (4,1) und nach (3b), dass r(2) +
+ (e + 3a) = B + {k(a) [g(x + 3a) — g(«)]}’ und [g(x + }a) — g(a)]" = Bk(a)
Durch die Integration der zweiten Gleichung erhilt man

ata/2
42) o(x + 3a) — g(o) + 3B '[ k) dr = 0
und nach dem Einsetzen in die erste Gleichung gewmnt man die Formel (10). — Gilt
umgekehrt die Formel (10), so bekommt man wegen erster Gleichung in (7), wegen
der Relation (3b) und letzter Relation in (4,1)

[f(x + 3a) + f(@] + [f(x + 3a) + f(@)] + {k(«) [9(x + 3a) — g()]}' =
ata/2

~ B — 1B[K) j k() de]’

ko) [f(x + 3a) + fz)] — [o(e + 1a) — 9@} = 0.

Deshalb ist f(« + 3a) + f(«) — B und negativ genommene linke Seite in (4,2)eine L5-
sung des Systems (3, 3), und nach dem Abschn. 3 kann man einen neuen Nullpunkt
so wihlen, dass dann die Relation (9) mit B(x) = B = konst. gilt.
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Verschwindet die Ableitung rechts in (10) fiir alle a € <0, a), so ist (*¥) k(«) .
. [4*%2 k(t) dr = 0, weil nach der letzten Relation in (4,1) die Funktion k(«) auch
den Wert 0 annimmt. Wenn fiir irgendein « € €0, a) die Funktion k(a) & 0 wire, so
gibe es aus den Stetigkeitsgriinden ein solches Intervall (e, a,), dass (*’!‘) ®E
€ &y, 0, => k(o) # 0. Nach (*) und (**) ist also 0 = [#*%? k(t)dr = [72 k(r) dt +
+ [ure2 k(r)dc und 0= [u*92 k(1) dr = [+ k(c)dt + [2192 k(r) dr =

a2 @2

= [1*%2 k(t)dr — [2 k(r)dr; zum Schluss haben wir die letzte Relation in (4,1)

a2

benutzt. Insgesamt 0 = [* k() dr; das ist aber im Widerspruch mit (**¥).
Aus (6), (4,1), aus (9) mit B = konst. und aus (4,2) ergibt sich sofort (11).
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Vytah
O UZAVRENYCH PROSTOROVYCH KRIVKACH

ZBYNEK NADENIK, Praha

Piispévek navazuje na [3]. Opérnd funkce je pro uzavienou kfivku definovdna
jako orientovand vzddlenost po&dtku od rektifikadni roviny (tedy jinak nez v [2]).

Pe3ome
O 3AMKHYTBIX ITPOCTPAHCTBEHHBIX KPUBBIX
3BBIHEK HAHEHI/IK (Zbynék Nadenik), Ipara
Cratbst npumMbikaeT Kk [3]. JInsi 3aMKHYTO# IIPOCTPaHCTBEHHOM KPHUBOH onpéu,e-v

JieHa OmopHasi (GYHKIMS KaK OPMEHTUPOBAHHOE PACCTOSHME Hayaja OT CIIPAMIIS-
IolLIef IVIOCKOCTH (3HA4MT, MHAYe 4eM B [2]).
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