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Casopls pro p&stovini matematiky, roé. 91 (1966), Praha

O EXISTENCI SPEKTRA V BANACHOVYCH ALGEBRACH

VLAsuMIL PtAK, Praha
(Doslo dne 20. listopadu 1964)

Uvod. Jak zndmo, jest spektrum kaZdého prvku Banachovy algebry neprdzdné.
Dikaz tohoto vysledku se opird o Liouvilleovu vétu z teorie komplexnich funkci,
kterd pravi, Ze celistvd funkce miZe byt na celé komplexni rovin& ohraniend jen
tehdy, je-li konstantni. Vzhledem k zdsadnimu vyznamu véty o spektru je snaha o na-
lezeni tzv. elementdrniho ditkazu tohoto vysledku zcela pfirozend. Ke zji§téni, jaky
stupeii elementdrnosti miZeme ofekdvat, stadi si uvédomit, Ze pro pfipad koneéné
dimensiondlniho prostoru se véta o spektru redukuje na vétu o existenci vlastnich
&isel matice, kterd je v podstaté totoZnd s tzv. fundamentdlni v&tou algebry. Je tedy
véta o spektru zobecnénim fundamentdlni véty algebry a jeji diikkaz nemtiZe proto byt
o nic jednodussi neZ diikaz tohoto klasického vysledku. Snadno se nahlédne, Ze vztah
té€chto dvou vét je jest€ uzsi: prave tak jako je véta o spektru rozsifenim fundamentdini
véty algebry, je také shora uvedeny ditkaz pomoci Liouvilleovy véty analogii podob-
ného dikazu fundamentdlni véty algebry. Podivejme se nyni, jakych prostfedki je
potieba k ditkazu Liouvilleovy véty. Jak zndmo, je tato véta bezprostfednim dusled-
kem tzv. Cauchyova odhadu: je-li f funkce holomorfni pro |z| < ry a jsou-li a, koefi-
cienty jejiho rozvoje v okoli poédtku, potom pro kazdé n =0,1,2,... a kazdé
0 < r < r, plati |a,| £ M(r)[r", kdeZ M(r) je maximum |f(z)| pro |z| = r. Tento
odhad ihned plyne z vyjddfeni-n-té derivace f pomoci Cauchyovy integrdlni formule
a tato formule sama je dusledkem Cauchyovy véty. Vidime tedy, Ze se dikaz véty
o spektru v podstaté opird o Cauchyovu vétu.

Jak se zdd, prvni tzv. elementdrni dikaz vé&ty o spektru podal M. H. STonE [4];
slivko elementdrni jest tfeba chdpati v tom smyslu, Ze diikkaz explicite nepouZivd
teorie funkei komplexni prom&nné. Stoneiv dilkkaz, pravé tak jako dikazy jinych
autor® (uvedené v seznamu literatury), implicite v té & oné form& &ist Cauchyovy
véty v podstaté odvozuje. Viechny tyto diikazy jsou zaloZeny na rozkladu v &dste&né
zlomky .

1

1-x"

1

b
1 —¢gx

-1
n
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Riemannovym soudtem pro integrdl funkce (¢ — x)™' po jednotkové kruZnici.
(Pfesngji fekeno, vyraz (2n/n) Y (1 — &;x)~! je zfejm& Riemannovym sou&tem pro
integrdl A = (3" (1 — e”*x)"*de a snadno se zjisti, Ze id = [(t — x)~'d¢t po
_jednotkové kruZnici.)

Ctendt, ktery se s touto problematikou setkdvd poprvé, udini dobfe, vrati-li se
znovu k dvodu po prostudovdni &ldnku; ndsledujici zakondeni ivodu je urdeno
predevsim t&m, ktefi vétu o spektru i jeji dikaz jiZ znaj.

Dikaz podany v nyn&j§i pozndmce (ktery, stejng jako viechny ostatni, je modifi-
kaci Stoneovy myslenky) spo&ivd na tom, Ze rozkladu v &dste&né zlomky pfimo pouZi-
jeme k dikazu odhadu, ktery je analogii Cauchyova odhadu |a,,| =< M(r)/r"; to je
rozhodujici krok dikazu (lemma (2,3)). V naSem piipad¥ se jednd oviem o funkci
f(t) = (e — tx)™1, jejiZ rozvoj kolem po&tku m4 za koeficienty mocniny x". Zddany
vysledek se pak dostane ve spojeni s jednoduchym lemmatem (2,1). Tento postup md
dvé vyhody: jednak vychdzi zdroveii i formule pro spektrdlni polomér, jednak je
vidét, Ze existenCni ¢dst dikazu je zkoncentrovdna prdvé v uvedeném Cauchyové
-odhadu.

1. V tomto odstavci shrnujeme zdkladni definice a poznatky z teorie Banachovych
algeber, potfebné v dal§im.
(1,1) Budi# A linedrni algebra s jednotkou nad télesem Cisel komplexnich, x € A.
Nazveme spektrem prvku x a oznacime o(x) mnoZinu viech cisel komplexnich A
takovych, Ze neexistuje (de — x)~'.
(1,2) Budiz A linedrni algebra s jednotkou nad télesem isel komplexnich, x € A.
1° Dejme tomu, Ze existuji u, v € A tak, Ze

ux =e, xv=e.

Potom u = v a prvek x md inversni. _

2° Necht ay, ..., a, jsou po dvou zdménné prvky algebry A; oznaéme a =
= a,a, ... a,. Potom jestliZe prvek a md inversni, existuje té¥ a;* pro kaZdé i.

Dikaz. Za uvedenych pfedpokladi jest u = ue = u(xv) = (ux)v = ev = v,
takZe u = v = x~ 1.

Abychom dokdzali druhou &st lemmatu, zvolme pevné i. Oznaéme u = a"'a, ...
o @i_18;41...a, 2 podobn& v =a,...a,_1a;,, ... a,a”'. UZijeme-li zim&nnosti
prvkid a;, dostdvdme

ua; =a"'ay...a;-10;4y...a,0) =a *(a,...a;_10,8;4, ... a,) = e

a stejnym zpiisobem se dokdZe i rovnost av = e. Podle prvmho tvrzeni to viak zna-
mend, Ze a; md inversni.

(1,3) BudiZ A linedrni algebra s jednotkou nad télesem cisel komplexnich, necht
x € A a bud p polynom s komplexnimi koeficienty. Potom .

a(p(x)) = p(o(x)) -
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Dikaz I Bud ddno Jo; potom existuje polynom g tak, Ze p(1) — p(do) =
= (4 = ;) a(4). JestliZe 4, € o(x), pak k prvku (x — A,e) neexistuje inversni. Nemii-
Ze tedy podle (1,2) existovat inversni ani k prvku (x — Age) g(x). To znamend, Ze
P(x) — p(A5) e nemd inversni, takZe p(i,)e o(p(x)). Dokdzali jsme tedy inklusi

Po(x) < o(p(x).

II. Vé&ta zfejm& plati pro polynomy stupné& 0. Pfedpoklddejme tedy, Z¢ polynom p
md stupeil n 2 1. Bud ddno 1,; potom existuji &isla y, 4,, ..., 4, tak, Ze p(1) — Ao =
=94 — 4)... (A — 4,). JestliZe A,eo(p(x)), prvek p(x) — doe nemd iversni,
takZe podle (1,2) aspoii jeden z prvkii x — 1,e nemd inversni. Pro n&jaké i plati tedy
A; € o(x). ProtoZe Aq = p(A;), jest 4, € p(o(x)). Tim je dokdzdna inkluse o(p(x)) =
< p(o(x)) a dikaz je dokonden.

(1,4) Budi# A komplexni linedrni algebra s jednotkou, x € A. Oznacme
x|, = sup ||, Aea(x).
Cislo |x|, nazveme spektrdlnim polomérem proku x.

(1,5) Banachovou algebrou nazveme linedrni algebru s jednotkou nad télesem
Cisel komplexnich, kterd je zdroveri Banachovym prostorem, pfi ¢emZ norma
spliiuje ndsledujici dva poZadavky:

1° pro libovolné dva prvky x, y plati |xy| < |x| |y ;

2° pro jednotkovy prvek e plati |e| = 1.
(1,6) Necht A je Banachova algebra, x € A. Jestlize |x — e| < 1, pak x je reguldrni.
MnoZina vSech reguldrnich prvki je oteviend. ~

- Dukaz. Nechf xe 4 a |x - e| < 1. ProtoZe A je Uplny prostor a l(x - e)"l =

@0
< |x — e, jest fada Z(e — x)* konvergentni. Snadno se zjisti, Ze jeji soucet je
inversnim prvkemkprvkux Nechtddle x, € A md 1nversmanechtlx —Xo| < |x5!|7%.
Jest tedy |x0 (> — xo)[ <1, takZe existuje prvek inversni k prvku w =

= (e + xp '(x — x,)). ProtoZe xow = x, jest w~'x5 ! inversnim prvkem pro x.

2. Ndsledujici lemma umoZiiuje vhodnou kombinaci pfisluSnych nerovnosti do-
kdzat existenci lim J/|x"| a ve spojenti s dalsi, existen&ni v&tou ziskat riiznd vyjddfeni
pro spektrdlni polomér.

(2,1) Necht B je Banachova algebra, x € B. Oznaéme po Fadé M; mnoZiny viech
komplexnich disel A, které maji ndsledujici vlastnosti.

M;: Y A"x" je absolutné konvergentni
M,: Y A"x" je konvergentni

M;: posloupnost (Ax)" konverguje k nule
M,: posloupnost (Ax)" je ohranidend
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Potom supremum B disel IAI je stejné pro vSechny tyto mnoZiny. Jest B > 0, existuje
lim 2/|x"| a plati

lim 3/|x"| = inf I/|x"| =

(klademe ovsem 1|B = 0, jestlize B = o).

Dukaz. Ziejmé€ jest M; « M, €« M; = M,. Dile je zfejmé toto: jestlize 1, € M,
a |4] < |Ao|, potom Ae My; skutetng, jest |A"x"| < |4/Ao|" |A5x"| a jest |A[do| < 1.
‘Odtud ihned plyne, Ze vSechny ¢tyfi mnoZiny maji stejné supremum absolutnich
hodnot B. Je-li x = 0, jest zfejmé f = oo. Bud tedy x =+ 0. ProtoZe 1 /|x| > 0 akazdé
A, pro n&Z |A| < 1/|x], patii do My, jest B > 0. :

DokaZzme ddle, Ze pro kazdé A € M; plati ll[ lim sup (/ x"l < 1. V opa¢ném pfipa-
dé by totiZ bylo lim sup (/ Il"x" > 1, takZe pro nekoneéné mnoho indexli n by platilo
]/l"x" = 1, coZ je ve sporu s piedpokladem A € M;. Snadno se nahlédne, Ze z prdavé
dokdzaného tvrzeni plyne nerovnost f§ lim sup {/ |x"| <1

Necht pro né&jaké A plati Ii inf {/ |x"| < 1. Existuje tedy m tak, Ze ]l"‘x"'| < 1.
Odtud snadno plyne, Ze lim 2"x" = 0, tedy 1€ M,. Z nerovnosti |4 inf J/[x"] < 1
plyne tedy l/ll < B

Spolu s pfedeslym vysledkem dostdvdame snadno

= | -

xll

s

B

%3 < inf{/lx"l < lim sup(/

™= |-

takZe existuje lim {/|x"| a v&ta je dokdzdna.
(2,2) Necht B je Banachova algebra, x € B. Potom |x|, < inf {/|x"].

Dikaz. I. Nechf § znamend opét &islo definované v (2,1). JestliZe islo 4 spliiuje
nerovnost [)I > inf {/ Ix"l, pak pro pu = 1/ plati [,ul < B, takZe podle (2,1) fada
Y(ux)" je konvergentni se souttem (e — ux)~'. ProtoZe (le — x) = A(e — px),
existuje také (le — x)~'.

II. Uvedme jesté€ jeden diikaz nerovnosti xl, < inf (/ Ix"|, pouZivajici algebraickou
vétu (1,3). DokdZeme nejprve nerovnost |y|, < |y| pro kazdé y e B. Podle (1,3) jest
v§ak potom Ix]: = |x”], < |x"|, takZze lecr ginf{/ x"[. K dukazu nerovnosti
_ly],, = Iy] .staci si vS§imnouti, Ze pro |/1| > y| jest lyy < 1, oznadime-li p = 1/A.
Existuje tedy (e — py)™' a tedy téZ (le — y) md inversni, protoZe (le — y) =
= Ae — py).

Piedeslé lemma ukazuje, Ze (de — x)~* existuje pro viechna A vn& kruhu o polo-
méru inf {/ |x"’. Ze tento polomér jiZ nelze zmensit, ukazuje posledni, rozhodujici
lemma "

(2,3) Budi¥ B Banachova algebra, x € B. Necht (e — Bx)™" existuje pro || < e.
Potom

lim(Bx)' =0 pro |B| <e.
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Diikaz. Snadno se zjisti, Ze pro kazdé pfirozené n a kazdé Iﬁl < g plati

n—1

_ 1 _
(e—(Bx)) "' ==% (e—epx)",
- n e
kdezZ &, &y, ..., &,_, jsou viechny n-té odmocniny z jedné. ProtoZe funkce (e — £x) !
je spojitd pro |¢| < ¢ a tedy stejnomerng spojitd na kaZdém uzavieném kruhu [¢| <
< 0o < 0, snadno se ukdZe podobné& jako v theorii Riemannova integrdlu, Ze pro

n—1
kaZdé r < g existuje lim (1/n) Y’ (e — &;rx)™", a Ze tato limita, kterou ozna&ime h(r),
n ]
spojité zdvisi na r € <0, g).!)

DokaZme nyni ndsledujici tvrzeni: budiZ 0 < ry < ¢ a necht h(r,)~* existuje; potom
h(ry) = e a lim (rox)" = 0. Skutetng, pro kaZdé r e €0, ) plati lim (e — (rx)")™! =
= h(r); odtud plyne ihned, Ze lim (rox)" = e — lim (e — (rox)") = e — (h(ro))~!.
Je-li nyni 0 < r < r, jest tedy lim (r/ro)" (rox)" = 0, takZe lim (rx)* = 0. ProtoZe,
jak vime, pro kaZdé r € <0, g) plati rovnost lim (¢ — (rx)*)~! = h(r), plyne odtud
h(r) = e. Ze spojitosti viak plyne téZ h(r,) = e.

Ozna&me nyni R mnoZinu viech r e €0, @), pro kterd existuje h(r)~*. Podle pfedeslé-
ho jest r e R pravé kdyz h(r) = e. ProtoZe h je spojitd, jest R uzaviend v <0, g).
ProtoZe h(0) = e, jest mnoZina R neprdzdnd a podle (1,5) je oteviend v (0, g). Musi
tedy R = <0, g), takZe pro viechna r € {0, ¢) plyne lim (rx)" = 0.

Nyni miiZeme vysloviti hlavni vétu.

(2,4) V&ta. Necht B je Banachova algebra, x € B. Potom o(x) je neprdzdnd kom-
paktni mnoZina, existuje lim {/Ix"la plati
|x], = tim 2/|x"| = inf 3/|x"| .
Dikaz. Podle (2,2) jest o(x) ohranidend mnoZina. JestliZe 4, nepatii do o(x),
potom podle (1,5) existuje okoli bodu 4y, které rovn&Z nepatii do o(x). MnoZina o(x)
1) Oznatme g(&) = (e — &x)~1 pro |é] = @¢ a dale pro d > 0 oznaime
e(d) = sup {|g(&)) — g€ 1& ], [&2] = 0os &3 — &2 = d} s

n—1

jest tedy lim e(d) = 0 pro d — 0. Ozna¢me S(n, r) = (1/n) X g(&;), kdez &; probihd viechny n-té&
i=o

odmocniny &sla r. Budte nyni n a m ptirozena &isla; oznalime-li & = r'/™ . exp (2ni[nm), mi-
Zeme pséti
' 1 nm—1 1 n—1 . 1 n-1 k.
Sem,r) — Sn,r)=— Y g&H— - ¥ g¢™)=— ¥ (g(&%) — g(&imy) .
nm k=0 nj=0 nm. j=g j,,,ékg(j+1)m

Je tedy |S(n,r)— S(nm,r)| < e(2nn), odkud |S(n,r)— S(m, )| = |Sn, r) — S(nm, r)| +
+ |S(nm, ry — S(m, )| < e(2n/n) + e(2n/m). Odtud ihned plyne existence limity h(r). Jeji spo--
jitost jako funkce r je disledkem zfejmého odhadu |S(n, r) — S(n, r')| = e(r — r') pro 0 =
=r<r=op
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je tedy ohranifend a uzaviend &dst komplexni roviny. Abychom dokdzali, Ze je ne-
prdzdnd, rozezndvime dva pfipady.

I. Jest inf {/ Ix"‘ = 0. DokdZeme pak, Ze 0 € o(x). Necht naopak existuje prvek y
inversni k x. Pro kaZdé n plati potom e = x"y", takZe 1 < Ix”[ | y"| = |x"| y[”. Odtud
1 £ %/|x"| . |y|, coZ je spor s predpokladem inf J/|x"| = 0. Prvek x tedy nemd inversni,
takZe 0 € o(x).

IL Jestinf {/|x"| > 0. Z lemmatu (2,2) plyne, Ze (Ae — x)~ " existuje pro viechna 1,
pro n& |A| > inf {/|x"|. Abychom dokdzali existenci bodu A€ a(x), pro n&jz || =
= inf {/|x"|, sta&i tedy dok4zati ndsledujici tvrzeni: Necht r, > 0 a necht (le — x)~!
existuje pro viechna 4, pro n& |4| > ro; potom ro 2 inf2/|x"|. Jestlize (e — x)~!
existuje pro |4| > r, existuje téZ (e — ax)™* pro |a| < 1/ro. Podle (2,3) viak odtud
plyne, %e (ax)" > 0 pro viechna |a| < 1/ro, takZe 1jr, < B. Odtud ro 2 1/B =
= inf {/ |x"|.

Je tedy |x|, = inf?/ |x"l. Zbyvajici tvrzeni plyne z (2,1).

(2,5) Necht B je Banachova algebra, x € B. Potom ndsledujici tvrzeni jsou si ekvi-
valentni:

1° Y'x" je absolutné konvergentni
2° ¥'x" je konvergentni

3 limx"=0

4° |x"| < 1 pro velikd n

5° x"l < 1 pro néjaké n

6° 'xl,, <1

Dikaz. Implikace 1° — 2° - 3° —» 4° - 5° — 6° jsou bezprostfedni. JestliZe
|xl,, < 1, potom plati {/ Ix"l =< 1 — g pro jisté kladné ¢ a velikd n. Pro tato n plati
tedy |x"| < (1 — &), odkud plyne 1°.

3. Jest uZite€né vS§imnouti si zvld§t& pfipadu operdtort na konedné&-dimensiondlnim
prostoru. Pfedeslé vysledky aZ do (2,2) véetné ukazuji, Ze spektrum — pokud existu-
je — musi leZet v uzavfeném kruhu o polom&ru inf?3/|x"| = lim /|x"|. Dikazy
téchto vysledki se v pfipadé kone&né-dimensiondlnim nijak nezméni ani nezjedno-
dusi. Podstatnd, existen¢ni &dst hlavni véty (2,4) je obsaZena ve (2,3). D4 se pochopi-
teln& ocekdvat, Ze v pfipadé koneéné-dimensiondlnim bude moZno vyuZit toho, Ze
spektrum linedrnich operdtorii dovedeme uplné popsati. Pfedpoklddejme tedy, Ze
algebra B jest jistou algebrou operdtorii na konecné-dimensiondlnim Banachové
prostoru P. V tomto pfipad€ plyne ze zdkladnich vé&t linedrni algebry, Ze operdtor
md inversni, pravé kdyZ je prosty. Odtud plyne ihned, Ze spektrum takového prvku se
sklddd jen z vlastnich &isel: jestliZe Ae — x nemd inversni, znamend to, Ze operdtor
Ae — x neni prosty, takZe A je vlastnim &islem operdtoru x. Ddle je zndmo, Ze vlastni
isla jsou totoZnd s kofeny charakteristického polynomu, takZe existence aspofi
jednoho bodu spektra je zarudena, zndme-li fundamentdlni v&tu algebry.
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Vysledek (2,3) ukazuje nejen to, Ze spektrum je neprdzdné, ale v podstaté dokazuje
dokonce existenci bodu spektra na kruZnici o poloméru inf {/ |x"l. Neni nesnadné se
pfesv&dditi, Ze tvrzeni véty (2,3) je ekvivalentni s ndsledujicim vyrokem:

Jestlize x € Ba |x|, < 1, potom lim x" = 0.
V ptipad¥ kone&n&-dimensiondlnim sta&i tedy misto v&ty (2,3) dokdzati ndsledujici
tvrzeni.

(3,1) Necht A je matice Fddu p a necht pro vSechna vlastni ¢isla A; matice A plati
|4 < 1. Potom lim A" = 0.

Dikaz. Jak zndmo, existuje reguldrni matice T takovd, Ze A = TKT ™!, kdez K
je Jordaniv normdlni tvar matice A. ProtoZe pak A" = TK"T ™1, stadi tvrzeni véty
dokdzat jen pro matice v normdlnim tvaru. (Jest tfeba si viimnouti, Ze k dikazu
existence matice T uvedenych vlastnosti se pouzivd fundamentdlni véty algebry.)
Matice K je blokové diagondlniho tvaru

ME{ + By

K= ,
AsEg + B
kdeZ diagondlni bloky maji dimense ng, ..., ng; ¢isla n; jsou =1 a jejich soudet je
roven n, matice E; jsou jednotkové matice fddu n; a B; jsou nilpotentni Jordanovy
bloky. Sta¢i tedy dokdzati tvrzeni véty pro jednotlivy blok dimense d > 1. BudiZ
tedy d > 1, |l| < 1, E jednotkovd matice fddu d a B matice, jejiZ prvky by jsou
popsédny vztahy

by=1pro k—i=1, by = 0 pro ostatni dvojice indexii .

Méme dokdzati, %e lim (AE + B)" = 0. Zavedme za tim ulelem dalsi oznadeni.
Pros = 0, 1, ... budiZ B, matice, jejiz prvky b} jsou definovdny vztahy

b =1 pro k—i=s, b =0 pro ostatni dvojice indexi .
Jest tedy E = By, B = B,;. Jest snadné se pfesvédditi, Ze B* = B, pro vSechna s,
pfi ¢emZ oviem B* = 0 pro s = d. Jest tedy
(AE + B)" = (AB, + By)" = A"B, + (;’) A"1By + <;) A"72By + ...,

pfi &emZ tento rozvoj konéi u indexu B,_;. Odtud ihned plyne lim (AE + B)" = 0.
Nyni miZeme vysloviti pro konen&-dimensiondlni pfipad vysledek analogicky v&té
(2.9).
(3,2) Budif A linedrni operdtor na konecné-dimensiondlnim Banachové prostoru P.
Potom o(A) je neprdzdné, existuje lim 3/ |A"| a plati

|4], = 1im {/|4"| = inf /| 4" .
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Dukaz. Vysledky aZ do (2,2) v&etn& ukazuji, Ze viechna vlastni &isla operdtoru 4
lezi v uzavieném kruhu o polomé&ru inf {/ x"l. Je tedy le, < infl/ |x"|. Predpokld-
dejme, Ze IxLr < inf{/lx"[. Volme &islo p tak, aby |x|, <u< inf(/!x"l. Prvek x[p
md spektrdlni polom&r <1. Podle (3,1) plati tedy lim (x/u)" = 0; existuje tedy n,
tak, Ze pro n 2 no jest |(x/u)’| £ 1. Pro n 2 n, plati tedy |x"| £ u", odkud
lim 3/ |x"[ < u, coZ je spor.

Literatura

[1]1 S. Kametani: An elementary proof of the fundamental theorem of normed fields, J. Math.

Soc. Japan 4 (1952), 96—99.
[2]1 C. Rickart: An elementary proof of a fundamental theorem in the theory of Banach algebras,

Mich. Math. J. 5 (1958), 75—78.
[3] C. Rickart: General Theory of Banach Algebras, Princeton 1960.
[4] M. H. Stone: On the theorem of Gelfand-Mazur, Ann. Sci. Polon. Math. 25 (1953), 238 —240.
[5] L. Tornheim: Normed fields over the real and complex fields, Mich. Math. J. 1 (1952), 61— 68.

Adresa autora: Praha 1, Zitna 25 (Matematicky tstav CSAV).

Pe3omMme

O CVIIECTBOBAHUU CIIEKTPA B AJITEBPAX BAHAXA
BJIACTUMMII IITAK (Vlastimil Ptak), IIpara
CraThs COIEPXKHUT ,,3JIEMEHTAPHOE'‘ 0OKA3aTeJILCTBO TEOpPEMBI, YTO K JIIOOOMY
JIeMeHTy X anareOpbl Banaxa B cylecTByeT TOYKA CIEKTPa Ha OKPYKHOCTH C LIEHTPOM

B Hayayie paauyca inf (/ |x"|. Ioxa3aTeasCTBO OCHOBAHO HAa ONpeeieHHOH MoaH(u-
kavu ugeu M. I. Croyna [4].

Summary
ON THE SPECTRUM OF AN ELEMENT OF A BANACH ALGEBRA
ViAsTIMIL PTAK, Praha
An expository article. An “elementary” proof is given of the fact that, for each

element x of a Banach algebra B, there exists a point of the spectrum on the circle of
diameter inf }/|x"|. The proof is based on a modification of the idea of M. H. Stone [4].
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