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UEBER JIE QUALITATIVE IL.GE DES MITTELPUNKTES DER
UMGESCHRIEBENEN HYPERKI'GEL IM n - SIMPLEX
Miroslav FIEDLER, Praha

Einleitung. Dié vorliegende Arbeit hat den Zweck, zu
untersuchen, wie die Lage des Mittelpunktes des umgeschrie-
benen Hyperkugel in einem n-Slmplex von der Qualitat der
Innenw1nkel des n—Slmplexes abhangt. Dabei verstchen wir
wie in :3} unter der Qualitdt eines Innenwinkels seine Ei-
‘genschaft, spitz, recht oder stumpf zu sein. Auch die La-
ge dés erwahnten Mittelpunktes unterscheiden wir nur qua-

litativ, d.h. danach, in welchem Teile derjenigen Ze“‘e -
gung, in die der zugehorige n-dimensionale euklidische
Rauz durch die fs-M~dimensionalen Seiten (Hyperebehen)'
des n-Simplexes zerlegl wird, dieser Mittelpunkt liegt.
Diese Problemstellung hat ihre Begrundung im Falle =2
da die qualitative Lage des Umkreismittelpunktes durch die
Qualitat der Innenwinkel des Dreiecks eindeutig bestimmt
ist (im spitzwinkligen Dreieck ist dieser Mittelpunkt ein
innerer Punkt des Dreiecks, im réchtwinkligen Dreieck ist
er ein (innerer) Punkt der Hypotenuse, im stumpfwinkligen
liegt er ausserhalb der Seite gegenuber dem stumpfen In -
nenwinkel.

In ;27 haben wir den Begriff des Graphen eines n-Sim-
plexes eingefthrt. Diecser Begriff erlaubt es, die Qualitat
der Innenwinkel des n-Simplexes vollkommen zu beschreiben:
Sind <, ; % ..., th,y  die (m-4 -dimensionalen Seiten des n-
Simplexes, s0 ist sein Graph derjenige endliche nichtge -
richtete Vorzeichengraph B0 mit e Knotenpunkten
4 7, .,mn+ 7T | dessen Knotenpunkte =,#{<# 7/ durch eine po-
aitive bzw. negative Kante dann und nur dann verbunden
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%) Jede seine Kante ist mit einem Vorzeichen (+ oder -)
versehen. Ausfuhrliichzr s. Abschnitt .
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sind, falls der Imnenwinkel der Seiten ¢, =; spitz bzw.
stumpf ist; ist dieser Winkel recht, so sind die Knoten-
punkte ¢, # nicht verbunden.

Um die qualitative Lage des Mittelpunktes der umge -
schriebenen Hyperkugel (kurz: Umkugel) besser untersuchen
zu konnen, werden wir den Begriff des erweiterten Graphen
(*, eines n-Simplexes folgendermassen einfuhren: zum "ge -
wohnlichen" Graphen '* des Simplexes flgen wir noch einen
Knotenpunkt ¢ (Null) hinzu, der mit einem Knotenpunkt
1{1=4,2,. ,n+%)durch eine positive Kante dann und nur dann
verbunden ist, falls der Mittelpunkt ™ der Umkugel im in-
neren offenen Halbraum (des zugehorigen n-dimensionalen
Raumes) liegt, der durch die Seite . bestimmt ist und
samtliche innere Punkte des n~Simplexes enthalt; ¢ wird
mit 7 durch eine negative Kente verbunden, falls " im Bus-~
seren durch «; bestimhten (offenen) Halbraumn liegt. Dage-
gen wird {3 mit 4 nicht verbunden, falls?? in llegt.
Samtliche Kanten zwischen denKnotenpunkten =+ und

5(u¢lé,1:?-ﬂ,¢,.-, v+ %) gind in 4, dieselben wie intr .

In der Arbeit (2] wurde das Problem der Realisierung
eines Graphen als des (gewohnlichen) Graphen eines n-Sim-
plexes vollig geldst: ein nichtgerichteter Vorzeichen -
graph (ohne Zweiecke und Schlingen) mit m.+1 Knotenpunkt-
en ist dann und nur dann Graph eines n-Simplexes, wenn
der positive Teil(}+von {+ (mit denselben Knotenpunkten
wie & und nur den positiven von den Kanten von (&) zusam~
menhangend ist.

Wir werden hier das ahnliche Problem der Realisierung
eines Graphen algs des erweiterten Graphen eines n-Simple-
xes fur nn’ﬁ 10sen. Fur den allgemeinen Fall werden wir '
einen Zusammenhang zwischen den erweiterten Grephen und
den Matrizen von einem speziellen Typus auffinden. Aus
diesem Zusammenhang folgt eine Reihe von Satzen uber die
erweiterten Graphen, wie z.B. Satze Uber erweiterte
Graphen der k~dimensionalen Seiten eines n-Simplexes fur
2% k <n , Satze Uber erweiterte Graphen der nicht -
stumpfwinkligen Simplexe, deren Umkugelmittelpunkt im
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Inneren odey auf dem Rande des Simplexes liegt, usw.

1. Bezeichnungen und Hilfssatze.

In diesem Absatz werden wir einige Bezeichnungen und
Hilt'ssatze aus der Matriz&ntheorie, aus der Graphentheorie
und aus der Geometrie der n-Simplexe im euklidischen Raum
zusammenstellen, die wir spater brauchen werden. Dabei sind
samtliche Zahlen, die in dieser Arbeit vorkommen, recll.

Zuerst einige Bezeichnungen und bckannte S8atze aus der
Matrizentheorie. Fur eine feste naturliche Zahl n schrei-
ben wir V= f4:2 ~'>”L% . Es sei A= (“~)-f UVEﬁj y
eine quadratlsche Matrix. Wir bezeichnen dann far ¥ *W4L N 5

®#M,CN mit A (M, . fﬂjzdlegonlge Untermatrix von A ,
die nur Zeilen mit den Indexen aus M, und Spalten mit den
Indexen aus ﬁ41 enthalt. Oft - besonders wenn die Determi-
‘nanten zur Geltung kommen - werden wir die Anordnung der
Indexe in M, und M, kennen missen. Dazu filhren wit die
folgende Bezeichnung ein: 1%4 bedeutet die Anordnung, bei
der die Menge Aﬁ der Grosse der Indexe nach geordnet
ist. Palls M,CN, Mych, M AM, = @ gilt, so be-
deutet M, v Mz eine Anordnung von M, v M, , in der
zuerst die Elemente von Qﬂq und dann die Elemente von iu
in den zugohBrigen Anordnungen angefihrt sind, wahrend

M,v M,  bedeutet, dass M, UM,  erst nach der Ver-
elhléaﬁé geordnet wird. Oft werden wir - falls es zu kei-
nem Missverstandnis flihren kann - statt 13% kurz  usw.
schreiben. Die Determinante einer quadratischen Matrix A
bezeichnen wir mit ool A . '

}
(1,1). Es sei A ~(a13) <, Je N= {7 2, nf  eine
regulare Matrlx° Dann gilt x)
dct AT (ML M) = 71.2; At A (N-M, N-M).

Beweis. Dies folgt aus einer sllge. ineren Relation

x) Das Symbol A~ ﬂiﬁf)bedoutet hier und weiterhin ei-
ne Untermatrix von A™7; die inverse Matrix zu A (M, M)
wird mit (/\(M7ﬁﬁ)‘4 ~ bezeichnet.,
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CNaN=M UM, M+, M, #F MaM:

uber dle Unterdeterminanten der inversen Matrix, wie sie

z.B° im Buche [5] S. 26, Relation (33) zu flnden ist.
(1,2) Definition. Es seiA= (7)), Je N = \1 2. n},MCN.

Dann nennen wir die Matrix K, = (jy,), f, el 'M » WO
N, e dlt AM L, Mo, |
Tk h /

die Gausssche Matrlx von A bez{iglich M, A
(1,3) Bs sei & -ML; € N= <”’ 2yaesyn ; ; eine\regu-—
lare Matrix und fur eine Monge MCN sei such A (MM 'regu-

lér. Dann ist die Gausssche Matrix ‘r,:, < ldet AMO kR, Mo, iz, 1e N-M,

der Matrix A be_zlugllch/1 M w1ede?( regular und
B s LR ATUN-M,N=-M).
Beweis. Folgt unmittelbar aus der Relation von Syl =
vester (z.B. 1:5], S. 35, Rclation (30) ).

Wir fuhren noch ohne Beweis die folgende bekannte
Ausdruckung des Elementes e skt '\ Mok, e an:
(1,4) Bs sei A =(a;:), 4,4 . . Ferner sei
MCN, #, £€ M-M | Dann gllt die Formel et A (ko M,

A\ 4 - ) ” — \
ot = Ay A M) = 20 g Fg g et A Mz tay Mub)
-
+ > ‘LK{ (Z.;;’ i‘Q CYI‘tn ( . 1
(4. 1 7 e <
: (.Y 2.. .. C QL. -
) r/ —~— """{".,. + - /, 3 . . N ]
det A {M:L;;j’_ Mei -4 G e e

wo ™ die Anzahl der Elemente von M hedeutet, wobei in
Jjeder Summe Uber samtliche angeordnete Gruppen (1;,,..-., i»,'._, )

von voneinander verschiedenen Elementen aus summiert

wird.
(1,5) Definition. Die Matrix A ""“, i, 7 N heisst

zerlegbar falls es eine derartlge Zerlegung der Menge

gibt, dass A(M, .V
eine Nullmatrix ist. Sonst heisst A uneerlegbar.

(1,6) Es sei A eine quadratische nichtnegative x)
unzerlegbare Matrix. Dann existiert ein positiver Eigen=-
wertzvon A derart, dass: 1° ¢ ist einfach, Z° ¢ ist
im Betrag grosser oder gleich jedem anderen Eigenwert
von A , 3% der zu ¢ gehorige Eigenvektor kann positiv

H

x) Jedes Element von A ist nichtnegativ.
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genommen werden, “ zu keinem anderen Eigenwert von A ge-
nort ein (von Null verschiedener) nichtnegativer Eigenveks$
tor. . »

Beweis. Folgt aus den SAtzen, die in (5] , $.323 u.
331 angefuhrt sind.

Aus der Graphentheorie werden wir nur einige Grundbe-
griffe und Satze brauchen, die den Zusammenhang zwischen
den Graphen und Matrizen beschreiben. Zur Bequemlischkeit
des Lesers werden wir hier kurz di;se Begriffe zusammen -~
stellen = , ohne sie als Definitionen zu bezeichnen.

Unter einem Graphen werden wir immer einen endlichen
nichtgerichteten Graphen verstehen, d.h. eine endliche Men-
ge von Llementen, sog. Knotenpunkten, wobei sich einige
nichtgeordnete Paare von verschiedenen Knotenpunkten in
einer Relation befinden; man sagt, dass diese Paare durch
eine Kante verbunden sind. Bezeichnen wir die Knotenpunkt-
menge eines CGraphen " mit /() | die Menge der Kanten
mit 00, Palls fir zwei Graphen G.. (%, gleichzeitig
WG T (G, und HEGILH{G,)  gilt, so heisst (7,
ein Teilgraph von CQ ; men sagt auch, dass @ im Craphen
G, enthalten ist. Ist & ein Gpaph LCUIGY | g0 heisst
der maximale Teilgreph €, von (r mit (G =l ger auf

). induzierte Teilgraph von ., Ist we!/J(G) | so heisst
die Anzahl der mit ¢. durch eine Kente verbundenen Knoten-
punkte in G Grad von in O, Ein Graph & , dessen s@mt-
liche Knotenpunkte derart in eine FOLge A4, ,1tsy - ony Aoy,

angeordnet werden konnen, dass (&) genau die Kanten

'{14 ’(1.,'[“, ’{}3 ;-’l-’g 7"'91{/?7: - /j‘-rl_ enthélt ) heiS St eil’l V‘]eg (VOl'l 'z"‘;
nach 4., oder von A, mnach+, ); falls ««% 3 und falls
in H(®) noch genau die Kante <, 4, enthalten ist,

spricht man von einem Kreis. Ein Graph (& heisst zusam~ |
menhﬁngend, wenn zu Jje zwel verschiedenen von seinen Kno—f
tenpunkten 1, Aly stets ein Teilgraph WC0r existiert,
der einen Weg von %, mnach 4, darstellt. Ein Teilgreph

st bt e .
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%) Ausfiihrlich sind sie z. B. im Buche von Konig [7] ent-
halten. B
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(G,C G heisst eine Komponente von G , wenn G, zusammen-

hangend ist, debei aber in keinem anderen zusammenhsngen-
den Teilgraphen von G enthalten ist. Jeden Graphen kann
man in seine Komponenten zerlggen und diese Zerlegung ist
bis auf die Anordnung eindeutig bestimmt (s. z.B. [7] , S.
15). Ein Graph heisst kreislos, falls er keinen Kreis als
Teilgraphen enthalt. Ein kreisloser zus ammenhangender
Graph heisst ein Baum. Der Baum ist auch dadurch charak-
terisiemt, dass in ihm zu Jje zwel von seinen verschiede-
nen Knotenpunkten genau ein Weg existiert, der diese Kno-
tenpunkte verbindet. Wenn . die Anzahl der Knotenpunkte
eines Baumes ist, so ist die Anzahl seiner Kanten gleich
n-1 (s, z.B. [71 S. 54). Jede Komponente eines kreis -
losen Graphen ist somit ein Baum.Wenn ein kreisloser
Graph . Knotenpunkte und k Komponenten besitzt, so hat
er w-k Kanten. Flgt man zu einem solchen Graphen genau
eine Kente zwischen zwei in verschiedenen Komponenten
liegenden Knotenpunkten hinzu, so wird sich die Anzahl
der Komponenten um eins vermindern, wobei der Graph
kreislos bleibt. Ein kreisloser Teilgraph K eines zu -
sammenhangenden Graphen G heisst Gerlist von & , falls
UK )= U () g 1%

Eine Untermenge thiﬁjﬁ})' heisst ein Schnitt des
Graphen (1 , falls der auf der Knotenpunktmenge(J«3}4L
induzierte Teilgraph von G nicht zusammenhangend ist.
(Die leere Menge ist somit ein Schnitt jedes nicht zu-
sammenhfngenden Gpephens) Falls ein Knotenpunkt eines
zus ammenhangenden Graphen & zugleich ein Schnitt von O
ist, so heisst er die Artikulation von xr . Jedem Graph-

en kann men in folgender VWeise den sog. Zysemmenhangs -
grad zuordnen: Falls in @ kein Schnitt existiert, so

ist der Zusammenhangsgrad die um 1 verminderte Anzahl
der Knotenpunkte in { ; 8ibt es in 4F Schnitte, so ist
er die Anzahl der Knotenpunkte, die im Schnitte mit mog-
lichst kleiner Anzahl der Knotenpunkte enthalten sind,
S0 hat ein zusammenhangender Graph mit mindestens drei
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Xnoténpunkten, der eine Artikulation besitzt, den Zusam-
menhangsgrad 1 , ein Kreis den Zusammenhangsgrad Z . Dabei
gibt es in (& keinen Schnitt genau dann, falls je zwei
Knotenpunkte in O durch eine Kante verbunden sind; in die-
sem Fall heisst der Graph vollstandig. Jeder seiner Kno -

tenpunkte ist gsatt, d.h. ist mit jedem anhderen Knhotenpunkt
durch eine Kante verbunden.

Jetzt werden wir drei Satze amssprechen, die wir spa-
ter brauchen werden.

(1,7) Jeder kreislose Teilgraph eines Graphen(} kann
zu einem Gerist von & ecrginzt werden.

Beweis. S. [8] , S. 1ll2.

(1,8) Ist & ein zusemmenhaéngender Graph ohne Artiku-
lation und sind #.¥; v+ drei verschiedene Knotenpunkte
von & , so existiert ein Weg v...v:..w in &,

Beweis. S. [7] , S. 227.

(1,9) Sei B ein Baum MCU(B)} . Dann gilt

2.—_ (PV)‘—‘—"TH 'Lp+{)”/,

wo (B) der Grad des Knotenpunktes €, die Anzahl
der Knotenpunkte in M, f die Anzahl der Kanten von B
zwischen Knotenpunkten inM und £ die Anzahl von Kompo-
nenten des auf U{(B)- M induzierten Teilgraphen von
B ist.

_Beweis. Folgt leicht z.B..durch Induktion nach der
Anzghl der Knotenpunkte in M, |

Unter einem Vorzeichengraphen verstehen wir einen

Graphen, dessen jede Kante mit einem Plus - oder Minus -
zeichen versehen ist x) (es ist also eine Zerlegung der
Kantenmenge in zwei Klassen gegeben, wobei die eine
Klasse als positiv, die andere als negativ bezeichnet
wird). Wir bezeichnen mit O, bzw. O_ den positiven

bzw. pegativen Teil von G ; dabei ist LL(G,)= (G )=UKG).
In einem Vorzeichengraphen wird der Begriff des Weges,
des Kreises, des Zuseaemmenhanges usw. wie bei dem gewahn—g

- gt S s S o o 0 s s S w0 i 3

x) Vgl. den Begriff signed hraph bei Herary [6]

el S I
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~lichen CGraphen eingefuhrt (ohne dass man die Vorzeichen
der Kanten berucks ichtigt). Zwei Vorzeichengreaphen mit der-
selben Knotenpunktmenge und Xantenmenge, deren gegenseitig
entsprechende Kanten entgegengesetzte Vorzeichen haben,
heissen zueinander entbggengeoetzt.

Wenn nun A= (o, 3\, 1 ﬂu» N - {/,,z,...,a}-;;,?_-f 2 eine

b
symmetrische Matrix ist, so verstehen wir unter dém Graphen
dieser Matrix einen Graphen mit 7 Knotenpunkten, die je
einer Zeile entsprechen; dabei werden zwei verschiedene
¥notenpunkte durch eine Xante dann und nur dann verbunden,
Talls desjenige Blement von A von ¥ull verschieden 15&s

welches in der dem ersten Knotenpunkte entsprechenden Zei-
le und derJjenigen Spalte, die zu der dem zweiten Xnoten -
punkte entsprechenden Zeile symmetrisch liegt, enthalten
ist. Wenn die Xnotenpunkte mit 7, %,---» 7 bezcichnet
wverden, so gibt es zwischen 1 und j (i»JZJN) eine Kan-
te genau dann, ronn(bj F 1) ist., Unter dem Vorzeichen-
graphen der Natrix A\ verstehen wir wiederum einen Vorzem-
chengraphen nit den Knotenpunkten A O S , dessen
Knotenpunkte 4;3} (Ql#ijy durch eine positive (negative)
{snte denn und nur denn verbunden sind, fallsac»>CWbi'<CD)

-

J -

Sl Ehr A "ﬁ gibt es ueine Kante ZWLJCh0n7 und

(1,10) ]j,s sei A= ((7 S /,;( N='{7, Lo '//{ 2= 2
eine symmctrische Matrlx,qtdr die “

; @, . = i
fir jedes ieN gilt, %Es sei G der Graph der MatrixA.
Palls G, CG be seichnen wir mit 77 ((,)  das Produkt
der Zehlen (-o. k fir samtliche Indexpeare?, kéfA/ i k
fUr deren Kante k>€ L{((} gilt. Sei nun
7+ ML.N p M=t o,

dot ACN-M_N-M)= 3 I (K),
Kea(M)

wo S (M)  die Menge samtlicher kreisloser Teilgraphen von

Dann gilt

(r mit 7 Komponenten mit der Eigenschaft, dasg die Knoten-
punkte 1;,)41, r{a. sich in verachiedenen Komponenten
befinden, ist. g
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Beweis. Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes 6.
von {4] .

(1,11) Eine symmetrische Matrix A n-ter Ordnung ist
unzerlegbar denn und nur dann, wenn ihr Graph zuseammen -
hangend ist (d.h., wenn er den Zusammenhangsgrad =-1 hat).
Die Matrix A\sowie samtliche ihre HauptuntermatrizenLQr“Qe
ter Ordnung sind dnaerlegbar dann und nur dann, wenn der '
Grgph von A den Zusemmenhangsgrad = 2. hat.

Der Beweis folgt leicht aus (1,5) und der Definition
des Zusammenhangsgrades eines Graphen.

Wir stellen nun einige Begriffe und Satze aus der Ge-
ometrie der n-Simplexe zusammen. Fur jede naturliche Zahl
M. verstehen wir unter einem n-Simplex eine nichtgeordne-
te Menge von + +1linear unabhingigen PunktenA,,A, .-, A, 42
eines euklidischen n-dimensionalen Raumes f-,. (den Eckpun- |
kten des n-Simplexes),zusammen mit samtlichen K -dimensio-
nalen (1% K <) 1inesren Raumen, die durch je x+71 von |
diesen Eckpunkten bestimmt sind. Zwei n-Simplexe nehmen
wir als gleich an, wenn eine Isometrie zwischen den zuge-
horigen euklidischen Raumen existiert, die die Menge der
Eckpunkte des ersten Simplexes in die Menge der Eckpunkte
des zweiten Sinplexes uberfuhrt. Es gilt, dass ein n-Sim~
plex durch die Langen samtlicher KantenAAi/ﬁ5@L$g)ein -
deutig (im angegebenen Sinne der Gleichheit) bestimmt
ist. Bezelchnen wir die Quadrate dieser Langen mit

AwA A OE PR d.,4.~;1t+47 e.. = 0, |
30 Dllt olgender Satz uUber die Existenz eines durch die- ‘
se Zahlen bestimmten n-Simplexes:

(1,12) Die Zanlen ¢, =&y (4 ¥ (1 g d=Tye s fn2 ) |
sind Quadrate der Langen von Kanten eines n-Simplexes

denn und nur denn, wenn (mltfgi::(%‘ée:4,n.,7b4~4 )
a4 - o A 4-A
A o . % ol
— *leﬁ,xi\ ) ist, sobald E- 9‘4“'() und
i ,) R 4 A=A -

(%, 1%y, %) F O gilt,
TMir den Beweis s. z.B. (2], Satz 4.
Es gei nun fur ein solches n-Simplex

dk,



[N : . |
: F0,1,04, ...,
/’ l {}y ‘.Q/.ug TR 21 24t 9.1
1) =t ;
( E \ v Py, (}, cerg £ymi
. . . 1 i em )L+-1>‘//1 7 4420 & //
eine Matrix, die man auch mit
. *’ = ({1-,,5) 1.5 (7/} :g+/’

- bezeichnen kann, wenn men ¢ - ;w4 und ¢ = (3 definiert.

Dann gilt der Satz

(1,13) Die Matrix E ist regular, und es gilt
(2) et = (=477 270 (0 1)* \/l

wo V das Volumen des n=-Simplexes ist. Die inverse Matrix
E = ‘—-(P”,. hat folgende geometrische Bedeutung:

a) Sind (fir =2 )(.3);,'-1 (4,=4 .. ;u.*’?}iie (- I}dimensio-
nalen Inh:lte der {n-T-dinensionalen Seiten €, (co; ge=
gentiber A ), so gilt

2
4 (i .
(3) The = =95 TyE
b)
(4) b, = *241?

wo . der Halbmesser der unbeschriebenen Hyperkugel des
n-Simplexes ist;
c) fur 4 *’5 gilt

o) )] —— 7”"4;(‘{
PO oo = ==
) Y Vs Vo

o _ ./] ()2 (52,‘ A
(5 ) /P Jl hj ‘;;» \/Z T }'4/.3

" wo . - der Innenwinkel der Seiten ¢, @y ist; ‘
’a) Die Zahlen 4,2 Ty 5o Jlo p »4, Sind baryzent-
rische Koordinaten des Mittelpunktes der umbeschriebenen
Hyperkugel.
Der Beweis folgt aus den Satzen der Abschnitte 3, 4
und 5 in 2] , Relatiomen (3,11), (4,2) , (5,5) und (5,4).
Aus diesem Satz folgt die folgende wichtige Tatsache,
«(ie den Zusammenhang zwischen dem erweiterten Graphen =

| o vn e i Y Gan GOR G S WP D ERY G113 O Cim €SS 63

%) Die Definition des erweiterten Graphen eines n—Slmple—
wxes steht in der Einleitung. !
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des n-Simplexes und dem Vorzeichengraphen der Matrix M
‘zum Ausdruck bringt:

(1,14) Setz. Der erweiterte Graph eines n=Simplexes
(mZ4) ist der Vorzeichengreph der Matrix E . (E ist die
Matrix aus (1), wenn die erste Zeile von E™" dem hinzuge~
fugten Xnotenpunkt des erweiterten Graphen entspricht,

Anmerkung. Es ist zweckmassig, als gewohnlichen Graph-
en eines 1l ~Simplexes den Graphen mit zwei Xnotenpunkten
und positiver Xante zwischen ihnen zu betrachten. Der er-
weiterte Graph dieses 1 -Simplexes ist somit ein Kreis
mit drei Knotenpunkten und dral positiven Kanten.

Beweis. Tir m =44 folgt der Satz (wegen der vorgehen-
den A%erkung) unmittelbar aus der Berechnung von Efq . Es
sei also =2 und bezeichnen vir mit O, 4,---;7?+ ] i
die Knotenpunkte des Vorzeichengraphen der Matrix P- E7
die den Zeilen mit den Indexen (),4,--~‘“b'+'1 entspre-
chen. Ferner seien O',4',..., (n+1' die Knotenpunk=-
te des erweiterten Craphen ( ) entspricht dem Knotenpunkt

) aus der Einleitung). Da nach (57 )sgm h, =Sgr Los ¢,
flr 1,4 ="1-nrd 14 gilt, ist 71,;2-5 O,y =0
oder iy < 0 , Jje nachdem @;; spitz, recht oder
stumpf ist. Somit liegen gleichzeitig zwischen 4 und z

’

(4 + j7i7j=f472?--‘vfb*“7) ~und zwischen 4/73‘ positive,
negetive oder keine Kanten. Es bleibt noch ubrig, dassel-
be fér die Xanten zwischen (%‘t und (9',1;' zu beweisen.
Das folgt aber unmittelbar aus (1,10) d), da die t-te
baryzentrische Koordinate eines Punktes bezliglich eines
n-Simplexes positiv, bzw., negetiv, bzw. gleich Null ist,
je nachdem sich der Pubkt im inneren, bzw. ausseren durch
die zugehorige én*4)-dimensionale Seite bestimmten Halb-
raum, bzw. auf dieser Seite selbst befindet.

2. Gausssche Hrephen.

(2,1) Definition. Es sei < ein Vorzeichengraph.

Wir segen, dass G gaussisch definit, kurz g-definit, be-
ziglich einer Untermenge ) C U ()} ist, falls fur jede

- zwei verschiedene Knotenpunkte ., ais t(Ga)-¢,
aadntolhi il =8 o _




gilt, dass jede zwei Wege in O von4 nach w , deren alle
innere Knotenpunkte in % liegen, mod 2 dieselbe Anzahl
von negativen Kanten besitzen. ‘
(2,2) Definition. Ist ein Vorzeichengraph @ g-defi-
nit bezlglich t{ﬁ:Ljﬁﬁ) , S0 bezecichnen wir als den
Geussschen Gpaphen, G (U,) des Graphen (+ bezliglich A,
denjenigen Gnaphen mit der Knotenpunktmenge 1)0})—i}5
dessen Jje zwei verschiedene Knotenpunkte4A,v'€(J(G)”kl>

]

durch eine Kante donn und nur denn verbunden sind; wenn
aus t. nach v ein Weg in (7 existiert, dessen alle inne-
re IKnotenpunkte zu (x, gehoren; diese Kante ist positiv
oder negétiv, Jje nachdem dieser Weg eine gerade oder unge-
rade Aniahl von negetiven Kanten besitzt.

Anmerkung. Diese Definition ist sinnvoll infolge der
Voraussetzung, dass & g=definit ist.

(2,3) Jeder Vorzeichengroph mit lauter positiven
Kenten ist g-definit besziiglich jeder Untermenge LACH) €%r) .
Der zugehBrige Gausssche Graph het wiederum lauter positi-
ve Kanten.

Beweis klar.

 Anmerkung. Wenn wir einen (gewohnlichen) Gpaphen
mit demjenigen Vorzeichengraphen identifizieren, der die-
selben Kanten wié (T het und lauter positive Kanten be=-
sitzt, sc kamn men wegen (2,3) die Definition des Gauss-
schen Gnaphen auf gewohnliche Graphen ubertragen.

(2,4) BEs sei (& ein Vorzeichengraph, der bezlglich
U, C (G} gegefinit ist. Bs sei  .der Zusammenhangs-
grad von O . Tst die Anzahl der Knotapunkte sus UG)-U,
mindestens gleich £b+“1, so hat der Gausssche Graph
5(1),) den Zusammenhengsgrad mindestens gleich -H. ; ist
diese Anzahl héchstens gleich i+l | so ist G(U,) ein
vollstandiger Graph.

Beweig. Es genugt zu zeigen, dass jeder Schnitt von
(r(U,) gleichzeitig ein Schnitt von G ist. Es sei so~,

mit MCUG)-4, ein Schnitt von C}(L%\‘; dann
gibt es in U(@G)-() - M zwei verschiedene Xnoten-

__punkte 44,7~ so, dass jeder Weg in [ (UJ)) von 4. nach



q)” irgendeinen Xnotenpunkt aus ™M enthilt. Es sei W ein
Weg von 44 nach v in 0 y, der keinen Knotenpunkt aus ™M

p . = 4 N 7 SRR 7 M ¥
enthalt: \"\}-- 4}'-.."‘/’¢1 ‘/2 'vlk ¥ y WO 41, 74/1! ';"‘D““t'!(

alle Knotenpunkte von W/ sind, die in U (G)- U, 1liegen.
Dann existieren aber in G (U,) die Kanten iL  ,ty 44, ool U,
die einen Weg von 44 nach 1 bilden, der Xeinen Knotenpunkt
aus ™ enthBlt. Dieser Widerspruch beweist, dass ™ auch
Schnitt von & ist, Somit ist der Satz bewiesen.

Anmerkung. Man kann leicht beweisen, dass der Begriff
des Gaussschen Graphen (ohne negative Kanten) folgende
graphentheoretische Bedeutung hat: Ist & der gegebene
Greph und ist U CU (&) ; 80 ist der Gausssche Graph
CT(UO) der einzige Graph Gn, mit der Knotenpunktmenge
L= U(G)- o » der die Eigenschaft besitzt, dass fur al-
le Paere von zwei verschiedenen Knotenpunkten 44, 4~ in U,
die Menge der Schnitte in 0§ zwischen % und 2~ identisch
ist mit der Menge derjenigen Schnitte zwischen 1L und 2~
in dem ursprunglichen Graphen, die zugleich Untermengen
von U, sind. Dabei ist eine Menge SCU ¥G) ein Schnitt
in & zvischen w und (¥, e V(G- S ), falls
4 und v~ in verschiedenen Komponenten des auf ¥(G¢)-5 in-
duzierten Teilgraphen von & liegen. Den Begriff des
Geussschen Graphen kann men auch auf gerichtete Graphen
und gerichtete Vorzeichengraphen erweitern.

(2,5) Es sei & ein Vorzeichengraph mit dem Zusammen-
hangsgrad f.2 2,U,CU (G) cine Untermenge seiner
Knotenpunktmenge derart, dass t}(G) -1}, wenigstens
zwei Knotenpunkte enthdlt. G ist g-definit beziiglich U,
dann und nur dann, falls jeder Kreis in G , der hochst-
ens zwei Knotenpunkte aus 1(G¥- U enthalt, eine
gerade Anzehl von negativen Kenten besitzt.

Beweis. Nehmen wir an, dass jeder Kreis in € mit
hochstens zwei Knotenpunkten aus UG - Uc. eine gera-
de Anzahl von negativen Kanten besitzt. Es seien 14 und
1> zwei verschiedene Knotenpunkte in U(6)-Us wung
W,,W, zwei Wege von « nach # , deren jeder innere
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Knotenpunltt zu (Jﬂ genort. Die Welge derjenigen Kenten,
‘2

die in genaw einem der Joge W, , W,

liegen, ist Vereini-
gungsmenge von einigen VO““lnatieT Fantenfrenden

L4X

Kreisen.
Jeder dieser Kreise besitzt hochstens zwei ot enpunkte
von %J((F)»i)o und het somit eine gerade Anzahl von ne-
gativen Kanten. Also haben Adic beiden Vege zusammen eine
gerade Anzahl von negativen Kenten, d.h. dic Anzahl von
negativen Kanten ist in den beiden Weegen moel 2 gleich
und G ist g-definit henliglich J, . '

Seci umgekehrt & ein g=definiter Graoh bezuglich

Ci)(G) . Setzen wir voraus, dass cin Kreis KCG hdch-

stens zwei Knotenpunkte aus U(G)—U, cnthilt. Unter -
scheiden wir drei Talle:

A) K enthilt genau zwei Knotenpunicte a, e (HE)=Ug
Da die beiden Teile von K zwicchen 14 urd 1r mod Jdie
gleiche Anzenhl vin negativen Kmten haben., ist die An =~
zahl von negativen XKanten in X gerade.

B) K enthdlt einen einsigen Knotennunlt<te UCr)-Uy-
Wenn wir aus & den Knotenpunkt ®. zusemmen mit den mit
44 inzidenten Kanten entfernen, erhelten wir einen
Graphen G’ , der (wegen Hh22 ) zusammenhongend ist.
In G’ ey1stlort ein Veg W zwischen der Menge der Kno-
tenpunkte von K (mit Ausnahme von 4 ) und der nicht-
leeren Menge d/lwl—~Lbr4 der cdie kleinste JAnzahl wvon
Kanten enthalt, VJ hat 2lso einen einzigen Xnotenpunkt

0

Kk aus K und einen einzigen Knotenpunkt v aus
ut)-U, - u . Hun gibt es in 7 zwel Wege zwisch-
en 44 und Y ¢ von 4t nach X (durch den einen oder ande-
ren Bogen von K und von Knach v mit W . Da diese
beiden Wege mod 2 die gleiche Anzahl von negativen
Kanten besitzen, gilt dasselbe flr die beiden Bogen
... Kk des Kreises K und ¥ het eine gerade Anzahl
von nege tiven Xanten.

¢) K enthilt keinern Knotenpunkt sus V() — Uo -
Ist ¥, #, cine Kente aus K , 4L ¢in Knotenpunkt aus
lJ(G?— Jo , S0 gibt es, de {r zusammenhzngend und :

- LB



artikulationslos ist, nach (1,8) einen Weg W=K, ...t ... k.
Sel k1 bzw. k; der letzte Knotenpunkt des Abschnittes
K.,..w von W bzw, der erste Knotenpunkt des Abschnittes
w...k, von W | der in ¥ liegt. Offenbar gilt &, ¥ &;-
Sei ferner v, bzw. 4, der erste Knotenpunkt des Abschnit-
tes k: .. 14 Dbzw. der letzte Knotenpunkt des Abschnittes
w...k; von W, der in U(6¢)~U, liegt. Unterscheiden wir
zwei Unterfalle:

8) t,= 4, , also 4,=, Dann bildet der Abschnitt
k:...u,...k; von W zusammen mit dem cinen oder enderen
Bogen k:k; von K zwei Kreise in G , die je einen
Knotenpunkt von U(GY-U, enthalten. Nach B) hat jeder

von diesen Kreisen eine gerade Anzahl von negativen Kan-
)

ten. Also hat jeder Bogen k:...\(z

che Anzahl von negativen Kanten und K hat eine gerade
Anzahl von negativen Kanten.

1 ]
b) d.,*&z . Dann gibt es zwel Wege u.1...k4... kg-“"-"z

- ’ ' ' % .
in G’ von 4, nach U, , wo 1 ...k und ky_..-uz Abschnit-

. 4 .
te von W sind und k)...k, der eine bzw. andere Bogen

von K zwischen R, una k; ist. Da diese beiden Wege

von Kmod 2 gie glei-

mod. 2 die gleiche Anzahl von negativen Kanten haben, be-
sitzt K eine gerade Anzohl von negativen Kanten.
Der Satz ist vollkommen bewiesen.

- (2,6) Es sei O ein Vorzeichengraph mit dem Zusem -
menhangsgrad =2 , sei U,COD(GY 5o, daes WG)-Us
mindestens zwei Knotenpunkte enthdlt. Ist & gedefinit
beziglich U, , so ist G g-definit beziiglich jeder
U,C U, wund der Gpaph G,= G (U,) ist wieder g-definit
beztiglich U,-U, | wobei ‘

(6) G, (U,- U))= G (U,).

Ist umgekehrt G (mit dem Zusemmenhangsgrad f = 2 )
g-definit beziglich U, und G,= G (U,) g-definit be-
ziglich U,-1,, U, CU CO (G) | wobei UG-, mindest-
ens zwei Knotenpunkte hat, so ist. & g-definit auch be=-
zuglich U, und es gilt wieder (6). -

Beweis. Es sei & g-definit bezuglich 4J, und es ;

- 17 = it



sie in & |, der hOchstens zwei
e 4 1

y, 80 enthalt K auch

hochstens zwdi Knotenpunkte aus USG) - U

» und nach (2,5)
(UG - U het wonigstens cwei Tnotenpunkte) liegt in

K eine gmrade tnzabl von regativen Kenten. Aber auch
UG - enthalt wenigstens zweil Knotenpunkte, sodass
G wieder mach (2,5) g-definit auch beziglich U, ist.

%
Um die Exuptcn “von {3 (u -U,} und die Relation (6)
zu beweisen, gentgh es zu zeigen, dass

o - ~ P e
seil fjf Cd, . et K cin xre
Knotenpunkte aus {

ein Weg W zwisch-
en zwel verschiedenen Knotehpunktenig7V‘e(Jaﬁ)*(JQ

mit
inneren Knotenpunkten in U,

dann und nur dann existiert,
falls es in 41 cinen Weg W, zwischen v. und
ren Knotenpvrlkten in %, -U), gibt,
Wege

v mit inne=-
und dess diese beiden:
mool 2. die gleiche Anzahl von negativen Kanten be-
sitzen. .

Es sei somit W=l it cooug By My Ay e

. o - ] e . \
ein Weg von 1t nach w{w,ve V&) -Us ¥+ | dessen alle

innere Knotenpunkt~ zu (J, gehoren, wobei genau die inne-

ren Knotenpunkte der Abschnitte <, ... 4L, .-V,

in U, liegen. Es liegen elsc in G, die Kanten

,’. /1 !.,‘\J

1, U (’f,:: prre y N
<«

R St .?.I'K

sowie alle Ubrigen Xanten von W (d.h.

mit Ausnehme der Abschnitte 4(, ... ), BEs existiert so-
mit in G:, ein ‘IQO'\/\/—U,.,. AL UF e (s

Ly <y VU mit Inneren
Knotenpunkten avs 1lv~LL , Dabel ist die Kante tLiih k2

(7, positiv oder negativ, jec nachdem der Abschnitt ;...
von W eine gerade oder ungeradc Anzahl von negativen Ken-
ten besitzt. Do die uUbriigen Kenten von W, (zgemeinsam mi
W ) gieselben Verzcichen in W, wvie in W haben, ist
die Anzahl von regetiven Kenten in W,imod 2 dicsclbe
wie ir W |

Ist umgekehrt \AL ein Weg in T, wvon 4L

e nach - mit
inmeren Knotenpunlkten in W,- U,

und ﬁﬁm7tgt eine Kante
von W, , so gibt es irgendeinen Weg .
Knotenpunkten in U,
= ...

<-¢ mit inneren
. Bs exzistiert somit eine Verbindung
in O (einige Knotenpunkte oder Kanten
konnen auch mehrfach auftreten) mit inneren Anotenpunkten
2“wmm“~ - 18 - in



1], . Die Menge der Kanten von S , die in S in ungersdst
Anzahl auftreten, bildet, zusammen mit den }Bndknotenpunk‘c—-i
en dieser Kanten, wieder eine Verbindung &$° von At und u-,
die keine Kante mehrfach enthalt. Dabei setzt sich die Men-
ge der Kenten von S zus ammen ais der Menge der Kanten ei-
nes Weges W yon+t nach v- und aus den Kantenmengen von
einigen Kreisen. Da die Verbindung S modh 2 gleiche An-
zehl von negativen Kanten besitzt wie W, und da weder

der Ubergang von & zu &' noch von &' zu W diese Anzahl
dndert, haben W .und W' moo % die gleiche Anzahl von
negativdn Kanten. Zwei Wege in €7 zwischen 4 und v mnmit
inneren Xnotenpunkten in U*o haben jedoch maod. 2 de
gleiche Anzahl von negativen Kanten. Es gilt also dassel=-
be auch fur Wege in O, mit inneren Knotenpunkten in

U, -1, , und G, (U, -1, existiert. Die Gleichheit (6)

ist also erfullt. ‘

Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, genugt

es wegen (2,5) zu zeigen, dass jeder Kreis in G. , der
hSchstens zwei Knotenpunkte aus U )~ enthilt, ecine
gerade Anzahl von negativen Kanten besitzt. Es sei somit
i< ein solcher Kreis. Besitzt er hochstens zwei Knoten-
punkte aus U(G)—U«; , so folgt die angefuhrte Tatsache
aus (2,5). Gibt.es in YN wenigstens drei Knotenpunkte

aus DEGY-Y, | so gibt es in GI-U, ywenigstens drei
Knotenpunkte und G(!%) hat nach (2,4) den Zusammenhangs-
grad wenigstens zwel. Jedem Abschnitt «,...1, von K y
dessen innere Knotenpunkte zu U-» gehoren und

11,1, non. e Uy | ordnen wir die Kante 4,42, in &, zu,
So erhalten wir einen Kreis K, in ( , der hdchstens

zwei Knotenpunkte aus U(G)-U, = U€G)-1), - (L, - ) ent-
halt und daher eine gerade Anzahl von negativen Kanten
besitzt. Bine leichte Uberlegung zeigt analog wic vor-
her, dass K nd K,,‘mod, 2 gdie gleiche Anzahl von negati-
! ven Kanten besitzen. Der Beweis ist somit vollendet.
| (2,7) Ist G ein positiver Graph, so ist sein Zu- -
ésammenhangsgrad denn und nur dann 2 k , wenn jeder !

A omvamptsi i . - 19 Ll
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Gausssche Gpeph von & mit k+71 I&notorlpﬂnkten vollstqndng\
‘ist. ‘
Beweis. Ist der Zusammenhangsgrad von (- mindestens
glcich K , so hat die Xnotenpunktmenge N von G mindes-
tens k+7/ Knotepunkte. Hot MCN K#*4 Knotenpunkte, so
ist der Gousssche Graph & (N -MXyollstindig: sonst exis-
tierte fUr zwel Knotenpunkte ., e ™, ¥4 , keine Kan-
te wv in G (N-I%) y dehe Jeder ‘Neg von 14 nach V-
in @ wirde mindestens einen der Knotenpunkte aus
M - s'ﬂ } -~»{°~1"} enthalten, sodass M'{".L} *{”tr'} ein Schnitt
von O mit k’% {notenpunkten wsare. Sei umv'eliellrt jeder
Gausssche Gpaph von (r mit k +4 Knotenpunkt@m vollstindig.
Ist SCN  ein Schnitt von & mit ©€ k-4 Knotenpunkt-
en, so existiert ein Schnitt 9, von & mit % Knotenpunl-
ten. Dann ist fur irgendwelche zwei Knotenpunkte

]

-y

4L ar & N -5, a0 w- keine Xante des Gaussschen Graphen

: ¢ . - « .

(+ (N - 411; n.) mit k+1 Knotenpunken. Dieser Wi -
p T E P

derspruch zeJ.gt, dass Jjeder Schnitt von G mindecstens 4
Knotenpunkte hat, und der S=atz is bewicsen.

Der folgende Satz zeigt den Zusammenhang zwischen

den Gaussschen Graphen und ’dL’LSSSChC'ﬂ Matrizen aus (1,2).
(2,8) Satz. BEs sei. Ar’@t-;), 4<.7eN , eine sym-

metrische Matriz, & ihr entgegengescetzter Vorzeichen -
graph (mit Knotenpunkten eaus N ). Ist & g-definit bezlig-
lich MCN ungd AM,Ml positiv definit, so ist der
Gausssche Graph G-(M)} der entgegengesetzte Vorzeichen-
graph der Goussschen Matrix PM der Matrix A beziglich

M

Beweis. Nach (1,2) hat dic Gausssche Matrixz Ka die

i () mit k,1eN-M nd
orm T"k" m:L ) <§1<ﬁ A /‘2‘ UM ? '3M
Aus (1,4) :E‘olgt fir kk:& e’

<(0 7(~ﬂ‘7€(f'fr'\(lv* 15 M= i )+

- - 7 N N . i 4.' M._ 1: 7 o 4 st
+ 3 éa} Y Gy e e Vel ,A‘ (M, -1, . L~ 1 )
(i35€,3 e L] 2 ‘
‘ o, . V. (e )
deet ?: o )\ “’k ) ( .,f,l Y £ ‘_
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wo e die Anzehl von Elementen aus M bedeutet und ifi—js="
der Summe nach samtlichen geordneten Gruppen .(1}1,-~- is\von"
voneinander verschiedenen Elementen aus ™ summiert wird.
pa A M, M) als positiv definit kvorausgegetzt wird, sind
samtliche Determinanten fie&A(M;g),, '1"5 > M *L{ 7;5 positive.
Hat also der Geusssche Graph G(M) |, wo G der Vorzei-
chengraph von —A ist, eine positive (bzw. negative) Kan-
te k?(k.jeéNnM,k?‘:Q , 80 existicrt in & ein Weg
\A/:kf,q...is? , Wo Z,,--.,, €. voneinander verschiedene Ele-
mente aus M¥sind, und ein solcher Weg von K nach ¢ hat
immer eine gerade (bzw., ungerade) Anzahl von negativen
Kenten. Also sind die Zahlen(ﬂﬁki ),(40'1;1.Ql),~‘-7(‘@1;$,€) von
Null verschiecden und eine gerade (bzw. ungerade) Anzahl
von ihnen ist negativ. Hieraus folgt, dass jeder von Null
verschiedener Summand in (7) positives (bzw. ncgatives)
Vorzeichen hat, wobei mindestens cin Summand wirklich von
Null verschieden ist, d.,h,,»(~fbkg) ist positiv (negativ).
Gibt cs in PM zwischen K una 7 {(k#7, k,{’)eN" M1 keine
Kante, so ist offenbar f1, s = 0 . somit ist (M) ger
entgegengesetzte -Vorzeichengraph von (;\4 und der Satz
ist bewlesen.

3., Matrizen vom Typ € und 2 e

(3,1) Definition. Finc symmetrische Matrix m.-ter
Ordnung (m =72 ) heisst elliptisch, falls sie regulér
mit der Signstur —{(m =2 ist, d.h., falls die zugehori-
ge quadrarische Form als lineare Kombination von nu Quad-
raten von Linecarformen darstellbar ist, wobel ein Koef-
fizient positiv und die Ubrigen -1 Koeffizienten nege=

tiv sind.

(3,2) Es sei A ecine symmetrische reguliire Matrix
- i, =ter Ordnung, m 22 , Es sei !. der m -dimensionale-
Raum von m -gliedrigen Spaltenvektoren. Dann gilt X):

a) Falls fiir einen Velttor y el , y ¥ 0 , die

o T B apea CR3 R G ey TP e e I S w38
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Gleichheit y'Ay=® gi1t ¥}, yonei fiir jeden Vektof‘%‘"‘@“t.“’;‘
der nicht von %y linear abhingig ist und fir deny Ax=0"
ist, die Ungleichheit x A x < 0O gilt, so ist A ellip-
tisch.

b) Ist A clliptisch und ist Yy e bay + G | cin Vek-
tor, fir den o' Aap=0 gilt, so erfillt jeder von )
nicht linear abhingige Vektor x e L, fiir deny Ax=0
ist, die Ungleichheit x'A x< O 3

Beweis. Da die Formulierung von a) und b) von der
“Wahl der Basis in b unabhéngig ist, konnen vwir voraus -
setzen, dass A in der Diagonalform dargestcllt ist, mit
den ersten 4 Diagonalelementen +4(0Z£ 2 < m) und den
Ubrigen m-# Disgonalelementen —4 , d.h. fur
xel ,yel ist y'A Kg; TR TR N L T

a) Es sei 4y cin Vektor mit’der angegebenen Eigen -
schaft. Offenbar ist + =1 . Setzen wir voraus, dass
2> gilt. Dann gibt es einen Index k,1SkE % | so
dass 1y, ¥ 0 ist, und cinen Index € £+k, 4£€= 2 .
Nun ist der Vektor x , fUr denxkz—-ye,xesyk,xi:()(k*i:“’)
gilt, von Y linear unabhéngig, es gilty Ax=0 , aber
x'Ax=ys+ty, >0 . Dieser Widerspruch beweist, dass
/=1 ist, und die Matrix ist elliptisch.,

b) Sei A elliptisch, d.h. %=1 . BEs sei
y*+0,4'Ay=8& , sodess ’gj=§

=2
/7_.

z
‘*JJ- . Es sei X

ein von Y linegr unabh&ngiger Vektor, flr den y'Ax=0

dst, A XY= N % .
Dann ist auch der Vektor (}, X, ..., X, linesr unab-
hangig von dem (von Null verschiedenen) Vektor
OpYoroo o, s0does -
xf‘»»j; = (fj”zxi ’93-) <)§ s 3?;2"3’3. = “1?42:1 x,;’ gilt.
Also (y #£0) X —QZZXJ O, d.h.x'AxL0 und der Be=

weis ist vollendet. .
(3,3) Es sei A ecinc symmetrische Matrix +.-ter

x) ’u,‘ ist die zugehdrige transponierte Matrix zum Spal-—
tenvektor 1y . |

w05 i




‘brdhuﬁb n22,A={e ), { oy}.

Sei AEMCM, C...CMy =N M =M. fir 4=4,....m -
Ist et AM, M =0, det AM MY+ 0 eiir

k = ~—~> s y SO ist A elliptisch dann und nur denn,
falls fir k= B e i -

(‘4> det A(My,MI>0
gilt.

Beweis. Offenbar hat P“ (k= ‘“' > M) genau k~Ele~
mente und die TJ“o]r*on 1, 0 ’L'Ot*q‘hﬁ r41g(1gt,q(wg,r4zg
Lovs D = el h(M,,,,i\l ——d@iﬁ\

erfullt die Voraussetzung des es von Jacobi (s. z.B.

atz
[5] » Se 246 = 247). Als ist /\ elliptisch denn und nur
, D s iwitie Dr‘\.. genau Ti- 4

X’O
\
,5

/n\ ) N £l l '}
wenn (- 1&r>()’1“ ““‘v"*“qL , wie wir beweisen woll-

ten.

(3,4) Definition. Eire Matrix ist vom Typ & , falls
sie symmetrisch elliptisch ist und in der Hauptdiagonsale
leuter.Nullelemente besitzt.

Anmerkung. Eine solchecMatrix hat also die Ordnung
nindestens 2 .

(3,5) Eine symmetrische Matrix ist dann und nur dann
vom Typ 2 , Talis ihre Ordnung mindestens 2 betrégt
und falls ihre Hauptminoren erster Ordnung Olo:Lon. Null
sind und dic Hauptminorem X,~ter Ofdnunp fur k = 2. von
Null wverschieden sind und das VOPZlehOﬂb—‘)n* bositzen.

Anmerkung. Damit eine symmetrische Matrix der Ord-
nung N vom Typ & sei, genugt es, dass samtliche ihre
diagonalen Elemente gleich Null sind und dass fir eine
éw 4;~gliedﬂ4ge Folge von Hauptminoren der Ordnungen
POk s A deren Indexmengen der Reihe nach wachsen ,

oo 7 =

gilt, dass fur A= .?~--7D jeder Hauptminor . A -ter
Ordnung von Null verschieden ist und das Vorzeichen
1777 tesitzt. . )

l
{
Beweig. Folgt unmittelbsr aus (3,3), wenn wir zei- !

e . o ey — !
gen, dass samtliche Hauptminoren einer Matrix vom Typ € |

R o O



die eine Ordnung = 2 besitzen, von Null verschieden sind.
Es sei also A=(a, %1,k ENS—{/]«,Z,---,'H)} eine Matrix vom
Typ ¢ , MON cine Menge mitm 22 Elementen; nehmen wir
an, dass del AM,M)= () ist. Wenn wir €Ur einen

n. -gliederigen Spaltenvektor z mit 2 (M) den m -gliederi-
gen Spaltenvektor mit (gtordneten) Koordinaten aus M be-
zeichnen, so existiert ein Spaltenveltor 40 mit .= 0
fur if?M , fir den  A(MMIy (M) =0

gilt. Ist "j-;k¥(.) , 2lsokeM | una ¢4k, eM | 50 ist
der Vektor x mit Xg = 1, Xy = O f{ira' ¥0 vOn»y linear
unabhangig, wobei

2y Any = 2y (MIA (M, My (M)=0,
o) A x= X' Ay =X (MIA (M, M)y (M) =0
gilt, jedoch x'Ax= Uy = 0 . Dieser Widerspruch gegen
(3,2) beweist den Satz. :

(3,6) Es sei A eine Matrix vomlyp 2 . Dann gilt:

a) Sémtliche nichtdiagonalen Elemente von A sind von
Null verschieden.

b) Ist eine Zeile von A nichtnegeativ, so ist A nicht-
negativ.

c) BEs gibt eine diagonele Matrix D mit den Diagonal-
elementen +1 oder -/ derart, dass DAD , die wieder eine
Matrix vom Typ € ist, nichtnegativ ist.

- Beweis. Die erste Behauptung folgt deraus, dass fur
A= (.Q...,;é ), Log e N={4,2,.c 1y, bei ¥ ¢ g
0+ det (Jrk, 2kP Y= =Dgee
. 5 . ek 2R, o .
gilt. Nehmen wir jetzt ui‘f Beweis vom b) an, dass fur ei-
nen festen Index 1 und k=4,...,v a2 0  ist, Ist

e=3 , ist alles bewiesen. Istn =3 , so ist fur
1, * k * p ;}Q:_ (A . /(J,;1'1-, 9 CL”, ¥ (’I,-iéy
P'd - — X
O et Gy s Xy Qg | = Za’ik Q’kP G.io )

\Fee > e Cee
dohea , > 0 :

Un ¢) zu beweisen, genugt es, die Diagonalelementen .
€.t eN folgendermassen zu wéihlen:ﬁ;’!, €. 30n R
fUr «=237, Da die Matrix BAD nach (3,5) wieder vom

—24_-



Typ € ist und ihre erste Zeile nichtnegativ ist, ist sie

nach b) nichtnegativ.. E
(3,7) Definition. Eine Matrix ist vom Typ &

sie vom Typ € und zugleich nichtnegativ iste.

(3,8) Definition. Eine regulare Matrix A ist vom Typ
g bzw. @ , falls die Matrix AJ von Typ € Dbzw. € 1st

(3,9) Eine symmetrische Matrix m. -ter Ordnung (n.2 2)
ist dann und nur dann vom Typ (§ , wenn samtliche ihre
Hauptminoren der Ordnung 4 Sw -2 positiv, samtliche Haupt-
minoren der Ordnung 71—+ glelch Null sind und ihre Dctermi-
nante negativ ist.

Anmerkung. Aus der Anmerkung in (3,5) folgt, dass eine
Matrix der Ordnung ”=2 vom Typ g 1ist, sobald sémtliche
ihre Hauptminoren der Ordnung 7.--1 gleich Null sind, die
Determinante negativ ist und eine TFolge von positiven Haupt-
minoren der OZdnungen /7 2 ey M.— 2  existiert, deren Ind-
exmengen der Reihe nach wachsen.

Der Beweis folgt aus (3,5) und (1, l)

(3,10) a) Jede Hauptmatrix der Ordnung = 2 einer Ma-

, Talls

trix vom Typ. € Dbzw. ¢ ist wiederum eine Matrix vom Typ
€ bzw. € .

b) Jede Gausssche Matrix mindestens zweiker Ord-
nung einer Matrix vom Typ § bzwe 9 ist wieder Matrix vom
Typ g bzw. g .

c) Jede Matrix, die durch Permutation von Zei-
len und dicselbe Permutation von Spalten aus einer Matrix
vom Typ €, @, § oder 9 entsteht, ist wiecderum vom Typ ¢
€%, 9 oder g . :

Beweis. Folgt leicht ais (1 3), (3,5) und (3,9).

(3,11) Es seien A und B symmetrische Matrizen der-
selben Ordnung = 4,2, undf; + O%gliedrige Spalten =
vektoren, I die Einheitsmatrix der Ordnung . .

Falls '
{

4(9) | O..OEI“; +AB= ¢cln s !
: - - 25 - el




3_‘(’1‘6)" e = a,; Uy >

dann existiert eine und nur eine Zahl @& derart, dass
(11) a.b, +a B =0

gilt. Dabei kann (8) - (11) auch in der Form geschricben
werden, dass fur die Matrizen

+ T 0,:3) 0, 6
Ao= (},Q,A J und B()‘ g,:) B

gilt. A B= o lasa

Beweis. Wegen (8) ist der Rang 4 von A hochstens
gleich we -1, .

1° Bs sei 4= w1 Aus (7) folgt denn

a 6o + Aba_ =0,
also wegen (10) > o "o °

ABea, = D
Somit gilt Ba, = &6, und wegen der Symmetrie gilt (11)
fur a = - &

2° s sei 4 <= -1 , Dann ist £ =0 (sonst hitte
die Matrix o @; +AD den Reng m. , aber & {7/; hat
den Rang hdchstens 1 und AB hdchstens )i ). Wegen & #+ 0
existiert ein Vektor 3 so, dass f};y st + 0 |, aus (9)
folgt dann aT+Aby =10,

also wegen B A= . A an

Bo,,
somit ist (11) fir a=--Z-(y'Ba, ) erfillt und der
Bewels ist vollendet, da die Eindeutigkeit von &. aus
b + 0 folgt.

(3,12) Es sei /‘A':.(”q-_k\ eine symmectrische Matrix

der Ordnung m = 4 , Tur welche
Ab. =0

gilt, wo £7 der Spaltenvektor mit den Koordinaten
44, ...,4 ist. Bezeichnen wir mit LT k=7, die

Zahlen & = - a.,, (i#k}
At = o ;
Es sei & der Graph der Matrix U’s(ﬂ,’:,g, S, die Menge
von allen Geristen von G,5, {1, kY flir itk 4, K=, ..c;m,

die Menge von allen kraslosen Teilgraphen von G , die

R - 2 6 . L T P TR 0 £V s Y



dieseibe Knotenpunk'tmenge wie &€ und genau zwei Komponen?
ten besitzen, wobei + wund k in verschiedecnen Komponen —l
ten liegen. Fiir KCG soll 7 (K) des Produkt von Zahlen
11;, Uber diejenigen Paare 1, k bezeichnen, fiir die © K
Kante in K ist. Ferner ist s; (K\ der Grad dcs Knoten=
punktes 1 in K

Dann haben wir die Zahlen {1,k = 4, sm)

Gpp = 0, =~ 2, L2 -5 (KM (KY,

1

ﬁr;o—'[), 8" =1, [};1;30

a :-4_0, @r,c.—_—z Q, -

-, < (e
ce =1 @H =9 B

die Eigenschaft, dﬂss fir die Matrizen

AC (0"(4‘\ o (0 ), 2, s =01, ...,m
' AOB ‘I'm,-»-‘!

Eilt.
Ferner ist

(12) Lz—'z.(_ 7 (K)

-

und es gilt < ¥ O gensu dann, falls der Rang von A
gleich m -1 ist,

Beweis. \ilr zelgen zuerst, dass (12) rlchtlg ist., A=

1n

ber ¢ = = (),—--Z Z [2 s, (Kﬂ’ﬁ‘(K)*

=1

=-3 (3 - -5, (K)J)'fr(m.. —°Z (KY,

LES, 1=

da. jeder Graph K S, m Knotenpunkte und m -1 Kanten
(s. Abschnitt 1) besitzt und die Summe der Grade von all-
en Knotenrankten zweimal so gross ist als die Anzahl der
Kanten: el

3 5 (KY=2/6m -1).

Nun bewelsen wir, dass fUr A= {cL ), B= (r )1, k=1,...,m,

fur Spaltenvektoren #t, mit den Koordinaten @, .,&, mit
den Koordinaten 7 und fir ¢ die Relationen (8), (9), und,
?10) aus (3,11) erfullt sind. Da fur (8) und (10) alles
klar ist, genugt es, (9) zu beweisen.

Fir 4=1,.-., m gilt.
SO S - 27 =



a, 0:’"'—?-"2_ Cima -3 w Bz a, -5 w3 TIRYS

1,0 Ov

= -2 IW(KYy=<,

Ke 5,
denn man erhdlt beim Summieren Uber 4 ¥ = Uber alle
Grephen, die dic Kante 1 j erhalten, jeden Craphen Ke S,
genau s;(K}-mal (jeder.Knotenpunkt i hat genau s; (K)
Nachbcrknotenpunkte ;} Do

Ist 1,*3 1, =, m .1 S0 gilt
a, pg "Z e l; a?;a v, j’;a +Z};’1 e % =
) 4,*'..4#;'
_ 0 = O 4 < ¥
=ag; ~ 4y, 5 a4 m oy Yy +g§, a,, f’é;
¥+ LFCHj
o, +u.. Y +S w,, (Y, -8 )=
i® 13 f=1 . -d
o"e*g
=-5 [2-5K)TK) + w3 I« Ky -
KeSs, A Ke 5, (1:.,3)
L8
-5 w, 1Y T(KY- S T (K)
.ﬁz" Kes,G,%) J

7 ¢ Kca (4, 4)
¢+ 44
iber

T(KI-S (K) =3 FFKY-3 T(K),
Ke5 (1.,3) KeS (a,g) . Ke‘*(- a,k)IKGJ@ E-l)

wo S (1;7,£) wusw. die Menge aller krecislosen Teilgraph-
en von G mit genau zwel Komponenten und derselben Knoten~
punktmenge wie G bedeutet, fir die © und J in der einen
und € in der anderen Komponente liegt. Wenn wr noch fur
einen Augenblick mit O, (3’ -1 ¢) die Menge derfenigen
Grephen aus S, , welche die Kante 1 € enthalten und in
" welchen der Weg aus j nach £ durch t geht /und analogisch
54'-€’:)] so gilt o
L, fz 7T (K) - ; fr(V)j =5 K -5 77(K) .
§ (7)Y Ked G,f) Ke$ (j-i€) KeS, (§-€1)
Zus gmmen erglbt os slch also

';awgga 2 a8 = [z -(K)}TT‘(K)+KZ 7 (K) ~
» 4 3¢ K
-3 3 Kz s 7m<) °
L%—#T%S Gi@) [y oS t-en

-
- 28 -
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B A

r Die Summe des' zweiten und des vierten Summenden ist |
- IT (K . .
Kzes (K3 , da = wenn t und 3 nicht in K benachbart

sind - bei jedem Graphen Ke S, genau ein Nachbarknoten-
punkt € (i + £ #a) existiert derart, dass der Weg von j
nach 1 durch £ geht; sind £ und 7. benachbart in &
so erscheint K 1m zweiten Summanden. Dor dritte Summand
ist gleich 2 fo (K- 4} 71 (K) , denn cs gibt fur

K e 54 genau s (K)-4 benachbarte Knotenpunkte € zu 1
in K derart, dass ¢ in dem Wege von 3 nach 1 nicht
enthalten ist; der ubrigbleibende Knotenpunkt liegt auf
dem Wege von 3 nach 1 . Hieraus folgt, dass die angefthr-

te S h
> uffis,gl?écmmwz T (RI-E, [50K-1T7(K)= 0
Kes,

ist. Somit ist (9) bew1esen. Leaut (3 ll) gibt es eine -
und nur eine - Zahl ., die (11) erfullt., Aber o, er -
fullt die erste der Relationen (11), d.h. fira =a,, sind

wegen €. =4 auch die Ubrigen Relationen in (11) erfillt

und es ist
Aagoz CIm,+4 s

wie wir beweisen sollten. Dass € # 0 dann und nur deamn,
falls der Rang von A gleich m -1 ist, folgt daraus,
dass —**C nach (12) und (1,10) der gemeinsame Wert von
allen Hauptminoren der Ordnung m -4 von A ist.
(3,13) Setz. Es sei P eine symmetrische Matrix

m~ter Ordnung (m21) yom Rang m. -1, wobel der Spalten-
vektor ¢y ¥ 0 fir den B =0 ist, s3mtliche Koordinaten
von Null verschieden haben soll., Dann existiert ein Spal-
tenvektor T"o* O und eine Zahl oo derart, dass die Mat-
rix P =(14,M , T":,)

° Ao 5> P,

reguldr ist und s8mtliche ihre Hauptminorex m ~ter Ord -
nung glekh Null sind. Dabei ist durch diese beiden Bedin-
gungen der Vektor 1, bis auf einen Faktor £ und die Zahl
110,, bis. auf den zugehorlgen Faktor @ eindeutig bestimnmt.
‘Ist noch P- positiv semidefinit, so ist F, vom Typ § .
gann daruber hinaus der Vektor 4 (durch geignete Wahl

_ 2 9 _ B Y s |




0t e

eines Faktors) positiv Semacht werden, so ist F, vom Typ]
Q denn uvnd nur denn, venn 1\, ny < O  ist, was durch geéi-
gnete Wahl des.Vorzelehens von (@ errecicht werden kann.
Beweis. l. Dic Dristonz von 1, und oo : Es scien
41 7"gu2e>Ym @in Koordinaten von v . Bezeichnen wir
mit Y die Diagonelmatrix mit den Diagonalelementen
Ya2d2> -9 Ym 2 s0 hot die Matrix A=Y PY  wicder den
Reng m. -4 , wobei A4 = 0  gilt, wo shmtliche Koordi-

naten yon @ 2 o Gieicl 1,9ind, Laut (3,12) existiert eine

ra - ) l 7"- = O., ’ . L)
MatrixVORd Zahlon =~ o o1 =a, (t=1,...,m) und ¢F 0

derart, dass a al
(oo?A/B = CI'TI’\,+1‘
c,
gilt, wo 4, der Spaltenvektor mit den Koordinaten a.,;

ist. Dabei sind olle Diagoneleclemente von B>, gleich Null.
Also ist die Matrix A (Cgas Qfo

°\a_ , A
regulér und (B, ist zu ~ A’ , also auch zu der zu A,
adjungierten Matrix,proportional) s&mtliche Hauptminoren
der Crdnung m-71in A, sind gleich Null. Es genigt jetzt
.= Ya, T\,M-— ., 2zu wahlen, denn donn gilt
wor ) _(1.0Y A (1, 0

- \T\-.- ) WO,Y) °<o,>’> '
Da das skalare Produkt der ersten Zeile von Ao mit der.
ersten Spelte von D, gieich ¢+ 0 ist und %.=0 gilt,
ist ©., ;also auch 7%, , von Null verschieden, und der
erste Teil ist bewiesen.

2. Um die Eindeutigkeit im angegcbenen Sinne zu be=

weisen, nehmen vir on, dass

[T eerTV ) = [T q\.:‘
E)_—( ,P)7 QC((LGQP)

< /
1.F @, o+ O | pegulfire Matrizen sind, deren sémtli-
che Hauptminoren der Ordnung 1 gleich Null sind. Wir
werden beweisen, dass fur eine Zshl @ +0 1= PYqs
und  Poe = Joo gilt. Fir m=1 ist diese Tatsache !
Kklar, einschliesslich der ibrigbleibenden Behauptung des !

Satzes. Also sei m = 2 und sei i
{ .



o

, = fu.:_sh("‘“’ B ELE

. -1
U = (u, Y= e o)z 87,
Q TS AL , L’

Vo

1,5 = 0, 4»"':"“' . Dann ist w,, =Y, = Qlm = 0)47...,711) und
(13a) Poatt, =15

(13b) TLQOIU,:)+ 1'\.:, U = 0_.,

(13c) Pu, = 0,

(13d) p, up + PU = I

(14a) Qe = 1

(14b) quovs + 9oV = 0,

(140) Pv, = 0,

(144) qy,v’; + PV = Im-

Da P den Rang m -1 hat, ist laut (13c) und (14c)
U, =LY, v, =By und wegen (13a) und (14a) ist
«<B8F+ 0. Aus (1,1) folgt nun fir 1+ jjije N={4,2,.-.,'m.}
und v = oet F)

L Mo Ui s Usgj
2w . u v, =dell -
Lo X 7 oa 13 > S T A

013 a4 3

41, 3.

LTSIV NPT,
und enalogisch, wenn ¢q = det Qo>
2u;, vy vy = g det PIN-1-3, N-1-7) -
Wegen w,= 5= v; ist also

L2
Voo Yoy Vig T %‘ Uy My Uy = % Az Yoi Vo5 s ¢
Nach der Voraussetzung sind aber szmtliche kvordinaten von
Y von Null verschieden. Also gibt fur 6’=%:- %‘—3_ und

((‘):EB'—'*-‘-O V-’—"_)-U

Aus (144) folgt nun
P Qott, +GPU =T

und Vv, =0 U, .

i’;al(so wegen (13d) | ' -
(P ge ~Badu,=(1-6) 1, -
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. Da m X 2 ist und auf der linken Scitc cine Matrix |
von Renge hochstens 1 steht, ist & =1 ,{3,=R9e (we-

-

gen v, ¥ 0 ) ung nus (14b) und (13b) folgt,
P%oo Lt',, ="'?}. U= -\--' Yo U = :@"T"gn LLo ’ . Somit gilt

/r"ou :/@2205 .

Es bleibt nun Ubrig, die letzten zwei Behauptungen zu
beweisen. Zu diesem Zweck zeigen wir zundchst, dass
det P, <0 ist. Ist ndmlich (u,¢), %,8 =0,...,7
die inverse Matrix zu I, , so gilt laut (3,1)
D+ -2 = det/u Yo\ __ 4 got P(N-{17, N-{1])

" 40 det P -

mit N= {’l,... m} Lo s 7 wo “dlot P(!\.’—{’l},l\f—{’!})%Owegen
der positiven Semidefinitheit von P, . Hieraus folgt
auch, dass P(N-{1], N~{4}) schon positiv definit
ist. Also ist P 1lout der Anmerkung in (3,5) vom Typ g .
Ist noch der Vektor o posi tiv, so ist die erste Zeilec

von - Po"q N

(C 01,.0- U‘Om

wegen L, = « 4 dann und nur dann nichtnegativ falls
& <@ ist, slaso (wegen ("33)2, falls 1L y < 0 ist.

Somit ist in.diesean Fall —P’ . dann und nur dann
vom Typ e , wenn ‘;%.;'y < 0O ist. Der Satz ist somit

vollkommen bewiesen.

4. BErweiterte -Graphen der Simplexce.

in diesem Abschnitt werden wir zecigen, dass erwei-
terte Graphen der Simplexe geneau die entgegengesetzten
Vorzeichengraphen von Matrigen vom Typ 3 sind. Auch
werden die wichtigsten Eigenschaften dieser Graphen un~

tersucht und ihre geometrische Deutung geflunden.
(4,1) Sind e, . (i#* ,i,d'-’f U +1} dgie Quadra-

te der Kantenlangen elnes n-Simplexes tn2 1) , und gilt
€.;=9, ¢ - =16=4..,m+1e,,= 0 , so ist die
Matrix F = (g,.),%,5=01, ...,n+4 vom Typ € . Ist,
umgekehrt B.= (@ } , %,8=0 ..., +1 eine Matrlx
“vom Typ € , so ex:.stier‘l‘: eine Diagonalmatrix D mit po-i

. Sl'\*{l‘h'en Elementen in der Hauptdiagonale derart, dass
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{D BD=F 4s ) die Eigenschaft besitzt, d&ss ;

€oo=D, iz, =,e, . =001=42,... ,n*+1), wbei die Zahl-

o L0

neg;=¢;t¥j,4%=1,...,n+7+ . Quadrate von Kentenlén-
gen irgerdeines n~Simolexes sind.

Beweis. Da dic diagonalen Elemente von E glelch Null
sind und E nichtnegativ ist, genlgt es zum Bewcis des er-
sten Teiles zu zeigen, dass E elliptisch ist. Das folgt
aber aus (19) und (3,2): Ist némlich 4y der (n+2)-glied-
rige Spaltenvektor mit den Koordinaten '

4690:47 1{,}_:-:.().‘1;-/1 ey ML+ 4

ey SO gn.l"mH
yE%’ __D’!AC. Z QOGX Z=4 X,

fur jeden Spaltenvektor X mit Koordinaten X , X ,...,X, ,.*
Falis % ein SpaltenveLtcr 1st der ni cht von y linear
abhangt, und falls Y '‘Ex = gilt, so ist _fﬂ Xg = O
md (X, Xy eee, Xous0) F O « Laut (1,9) gilt dann

A %{,M \“’-';a' X, »( £ O

dlso, wie man leicht nidchrechnen lann, x'Ex< 0O .

Aus (3,2) folgf somit die Elliptlntat von E .
‘Un den zweiten Teil zu bowelscn wahlen wixr

. -4

d.oz d, = =G, 1= 4 ey /*‘.4 als Diagonslelerente von
D (&, ¥ O wegen (3 6)} Dann gilt

91.5" = J!:J Q‘Z:. ) 74:(3 4 EXARs /I? = 0’ Cor™ €Lo™ 47 Coo™ 0.

Fur den Voktor Y mit Y,= 1, 'léj,,=0(‘b—4,n-, 7+ 1)
gilt Y 'E Y = 0 o Es sel nmun X ,..., X, .4 eine belic~-
bige ur'uppe von Zahlen, die nicht alle gleich Null sind,
o bei z "x.= 0 gilt. Aus der Elliptizitt von B

und somit von E folgt aus (2,2) fur den Vektor 3 mit .
den Koordinaten U, X4, -,x“.,- ,» da X nicht.line-
ar von Y abgangt wbei y'E ~<=f' x. =0  ist, dass
x[vri‘qei..xx <O “ |
gilt. Lent (1,9) bedeutet dies, dass éin.n-Simplex mit '
t den Fentenlangenquadraten e.; exis u:.era. Der Satz ist su-
mit bewiesen. . {

‘ - (4,2) satz. Ein Vorzelchengraph ist dann und nur

e - 33 = s e
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|@&nn erweiterter Graph irgendeines Simplexes, wenn er ent-
‘gegengesetzter Vorzeichengraph einer Matrix vom Typ e ist.

Beweis. Sei zuerst ein Vorzeichengraph G erweiter-
ter Graph eines Simplexes. Laut (1,11) ist G der Vorzei -
chengraph der Matrix EA y WO E die zu diesenm Simplex
zugehorige ’V’atrlx (1) ist. Nach (4,1) ist £ vom Typ e ,
elso ist ——E_— vom Typ S und der erste Teil ist bewie—
sen.

Sei umgekehrt & der entgegengesetzte Vorzeichen -
graph irgendeiner Matrix U vom Typ 9 (also der Ordnung
2 2 ). Damn ist -U™" eine Matrix vom Typ < . Nach
(4,1) existiert eine Diagonalmatrix D mit positiven Dia-

" gonalelementen so, dass ~DU D= E die Matrix (1)
irgendeines Simplexes ist. Der erwciterte Graph dicses
Simplexes ist nach (1 11) gleich dem Vorzeichengraphen

-~1 -
von £ =—D ubn* , also dem entgegengesetzten Vor-
zeichengraphen von Y , und der Satz ist vollkommen be -
wieschn.

Anmerkung. Dieser Satz ermoglicht es, anstatt der
erweiterten Grephen der Simplexe entgegengesetzte Vorzei-
chengraphen von Matrizen vom Typ a zu antersuchen.

(4,3) Folgerung. Im erweiterten Graphen hat der dem
Mittelpunkt der Umkugel entsprechende Knotenpunkt O im
folgenden Sinne keine Sonderstellung: Ist G ein erwei-
terter Graph eines n~Simplexes 2. , wobeli der Knotenpunkt
O nfém Mittelpunkt der Umkugel entspricht, und ist W
ein beliebiger Knotenpunkt aus G s, 80 existiert ein n-
Simplex > » dessen erweiterter Greph wieder G ist, wo=
‘bei der Knotenpunkt 4. dem Mittelpunkt der Umkugel von .
Z entspricht. : :

Der Beweis folgt sogleich aus (4,2) und (3, ll)

nmerkung. Den Simplex =  aus (4,3) kenn man
leicht aich geometrisch erzeugen: Nehmen wir sn, dass
1w ¥ 0 ist und dass 4 einer (m-1)-dimensionalen Seite
Afcog von 2. mit den Eckpunkten Aq-,A;_;"": Ansa
tentspricht, wobei.crp der zu A'é’ gegeniberliegende Eck—i
ipunkt. von 2 ist. Definieren wir die Eckpunkte R
- 34 -
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A 'A ~"1Am ¥ von 2 folgendarnassen: -‘d\g: 'ﬁ\.e §
1)

flr L#Q 4,2, 000+ A sei A, cer zu Ay

konJuﬂlerte Punkt in der Inversicn, die durch die Hyperku-

gel.mit dem m;ttelphn"*- Ap und dem Halbmesser “ bestimmt

ist. Men sieht teicht, dass S le Kantenlangenquadrate

) 2 4

Y - 2 d =+ —r : e
e,ja 8'0&5 fur ‘L'f :l:a Léﬂ 2.¢ £ur 'f”( be—
sitzt, wo €;; dic zugehdrigen Quedrate von 2. sind. Al-

80 bekcmmt man die Matrix (1) von z: owd E wn 2 durch
Untauschen der Zeilen und Spalten mit den Indexen ( und £
und durch Multipliketion von lin%s und rechts mit eirer
Diagoralmatrix mit positiven Disgonalelementen, Also sing
arch die inversen Matrizen an diese beiden Matrizen in die-
ser Weise gebunden und die erweiterten Graphen von ZE und
2{' unterscheiden sich rur dadurch, dass im ersten der
Knotenpunkt O , im zwd ten.der Knotenpunkt £ dem Mittel-
punit der Unrkugel entspricht. -

(4,4) Definition. Wir werden cinen Vorzeichengraphen
einen € -Grephen nennen, falls er - ber irgendeiner Wehl
des Knotenpunktes 0 - erweiterter Gre :ph irgendeines n —
Simplexes ﬁn.%‘ﬁ)ist oder, was cdesselbe bedeutet, falls
er der entgegengesetzie Vorzelchengr aph einer Matrix vom
Typ 9 1ist.

(4,5) Satz. Sei G en € =CGraph. Dann hat sein posi~-
tiver Teill {}+ den Zusammenrhengsgrad mindestens 2 .

Beweis. Nehmen wir an, dess G7  den Zussmmenhengs—
grad kleiner als 2 hat. Dann gibt es in & einen Kno -
tenpunikt % mit der Eigenschaft, dass der positive Teil
des aus (¢ durch Wegnehmen von <t und der mit W inzi -
denten Kanten entstendenen Graphen & nicht mehr zusam -
menhangzend:ist. Dagegen ist nach (4,3) und nach der Defini-
tion des erweiterten Graphen ' (gewShnlicher) Graph eines
Simplexes, dessen positiver Teil laut den Hauptsatz Uber
gewohnliche Grephen der Simplexe (s. Einleitung).zusammen=
hangend ist. Dieser Widerspruch beweist den Satz. ‘

Anmerkung. Wir werden sehen, dess die Eigenscheaft 01-@-

ﬁes Vorzeichengraphen, den positiven Teil mit dem Zusammen%

ﬁangsgm&d»wenigstens 2 zv besitzen, nicht dazu - -
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Minreicht, dass er ein e -Graph ist. Dagegen zeigt—gor—""
'Satz (4,7),.dass dies im Falle der sog. transitiven Graph-l
en eintritt.

(4,6) Definition. Ein Vorzeichengraph (oder Greoph) G
heisst transitiv, wenn zu jedcn zwei Knotenpunkten w, v~

von G ein Automorphismus von O existiert, der w in *
Uberfuhrt.

(4,7) Satz. Sei & ein transitiver Vorzeichengraph,
dessen.positiver Teil G,*— den Zusammenhangsgrad wenigstens
2 hat. Dann ist O ein € -Graph.

Beweis. Bezeichnen wir mit 4,2,...,m (m = 3)
Knotenpunkte von & und definieren wir die Matrizen

= (0'1'.3‘ ) und B-= (6;3- ), i,j € M:{’l,,’l,.--,m} folgender =
massen: Qg = 41 ] falls t*a und falls es in 7 eine

pos:Ltlve Kante 47 gibt; sonst ist . =0 ;& = 1

t.a - ,
falls =l=3 und falls es in G eine negat:.ve Kante za

gibt; sonst ist @’ = €} ., Die Matrizen A und

A = AM- {m} y M- {‘m sind symmetrisch,
nlchtnegatlv und wegen (1,8) unzerlegbar. Laut (1,6) exi-
stiert ein positiver einfacher Eigenwert ¢ von A' , der
grosser ist gls jeder andere Eigenwert von A (Eigenwer-
te von A sind reell) und dem ein positiver Eigenvektor
Y entspricht. Es gibt auch einen positiven einfachen
Eigenwert ¢, von Ao , dem ein positiver Elgenvektor Yo
(nit m-1 Koord:l.naten) entspricht. Wir werden beweluen,
dass, falls d der zweitgrosste Eigenwert von A ist,

cde, > d

die

gilt.
Die Ungleichheiten c2 ¢, 2 d folgen aus allge~-

meinen Satzen Uber Eigenwerte symmetrischer Matrizen

( [5], s. 262, Satz 14). Um die Beziehungen c¥c_.c ¥ d

zu beweisen, bemerken wir, dass fur jede s;ymmet'ri'sche sin-
gulare Matrlx

C= %t 5eN={1...,m} | £lr welcheC=C(N-{n),N-{n}]

den Rang n-2 hat, wobei £,y,= 0 , Y= ( ) dle E:Lgen-!

schaft besitzt, dass Cy = O ist: .
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Wenn némlich C =( 77 i1t, so ist C = ( o

‘ ¢ & ’ o C Yo g
Falls € Y, = + (0 , so gilt wegen der Singularifat von

Z
C Cx-= O, 2.%(6") + 0 , also
Cx +c6 =0,
] ¢z, +39 = 0. .
Hieraus folgt 4, ( % + ,,é'o“c O{ ) , also @6 = 0,6":. o,
Somit ist C oz = 0 , @he X =Y, , demn Y, F O
ist der bis ouf cinen Faktor eindeutig bestimmte Vektor
X, o fUr den C,x, = © ist. Nun gilt. aber
O=c'z +;}"(’§'=(LLC’B¢= Ao, also 4L=8 , was einen Wider-
- o] ( - rd . '
spruch mit = ¥% O ergibt. Warc nion € = ¢, , so wéren
die beiden Matrizen C =c¢ 1,.., - A und Cos C Imﬂ— Ao
- e o 'té \ ee .

singular von den Rangen m -"1 undmi.-2 Lmd(o‘}ware ein vom
Vektor Y linear unabhfngiger Eigenvektor von A was

(1 . - [l L - U »
unmoglich ist. Ware ¢ = d. , so ware wieder (5" ein

Zu. & zugehoriger Tigenvektor von A sy Was wecgen 4°. von
(1,6) unmoglich ist. Also ist wirklich ¢>c > . Es
existiert somit ein € > 0 so klein, dass flr die zwei
grdssten Eigenwerte &,d von € =A-£ B  und fir den

grossten Eigenwert €, von

E;: A,-E B, E’;(M~{m.}, M —{'m,}) , Wied'er-

g>g.>d _
gilt, wobei. der zu €, zugehOrige Eigenvektar =, von C

positiv ist. Dann ist die Matrix & I,,,_—“C symmetrisch

[e]
regular mit negativer Determinante, wobei ihre Hauptmat-
- P I —_ ~ . b PR
rix ¢ 1,.., - C_ singulér vom Reng ™ -2 , positiv

semidefinit mit dem zu Null zugeliorigen positiven Eigen-
vektor ist. Aus der Transitivitat von G folgt leicht,
dass sﬁm’E‘liche Hauptminoren der Ordnung m --] von

< 1,.-C gleich Null sind. Alsd ist diese Matrix

wegen (3,13) und der Anmerkung in (3,9) vom Typ & . Ih-

re inverse Matrix hat in der letzten Spalte den Vektor
.\lxc B . .
0 y wobel x _ positiv ist. Aus der Transitivitat

folgt, dass jede Spalte von dieser invewsen Matrix entwe- |
der nichtnegativ oder nichtpositiv ist, Aus der Symmetrie

- - 37 - -
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und aus der Tatsache, dass die nichtdiagonalen Elementc

3von Null verschieden sind, sowie daraus, dass die Hauptmi=-
noren dritten Grades negativ sind, folgt, dass dicse Mat-
rix negativ genommen vom Typ & ist, also ¢, !, -C  vom
Typ ¢ o
Da G ihr entgegengesetzter Vorzeichengraph ist, ist
laut (4,2) G ein € ~Graph. Der Satz ist somit bewicesen.
(4,8) Sei G ein £ -Groph; weiter gebe es cincn

Vorzeichengraphen G o G mit denselben Knotcnpunkten
wie (& , der nicht ein £ -Graph ist. Es sei

= (o, ) 1 3 e N= {’1 2,. n} eine Matrix vom Typ e , de=

ren Inverse den entgegengesetzten Vorzeichengraphen (& hat.
Sei K die Menge derfenigen nichtgeordneten Paare

(s,t),5,t e N , flr die ehtweder S Ft gilt und
st Kante von (+ ist, oder s=1 gilt. Dann hat die Mat-
rix ”(31,;)’ 1eN , ek ,Fn =, Ay s WO
% =(s,t) e K ist, einen kleineren Rang als n .

Beweis. Nchmen wir an, dass U den Rang " hat, und
bezeichnen wir mit E die Menge von denjenigen nichtgeord-
neten Paaren s,t),s,teN , die in K nicht licgen,
sei A=B= (Fr ) . also @a =0 furn,,a)c,K ,ae N,
Betrachten wir eine Matrix X= (Xta ,t,3eN , deren

Elemente X, =%, (n£4 unabhéngige Veranderliche

sind, in einer festen symmetrischen Umgebung {L von B .

Ist X regulgr, so sei F, (X) das i-te disgonale Ele~

ment von X ..Wegen a,; = 0 gilt somit F, (B)= O fur®
alle i e N | wir werden zeigen, dass c¢s eine symmetrische
Unmgebung 1. von B gibt, in der x regular ist und in
der fir die durch F, (X)=0,1=1,2,...,n bestimmte
Mannigfaltigkeit 447 gilt, dass X35 -'X,;'i mit (11,3')6: K
als unabhséngige Perameter fur 447 genommen werden konnen.
Laut dem Satz uUber implizite Funktionen ist dazu hinrei -
chend, dass die Jacobjsche Matrix

N, (k,0)eK

| (?;xkf)g’te » (K E) e, !

im Punkte B = (6—1:33 den Rang #n besitzt. Um die Matrix .

:+/ kurz zu bestimmen, bemerken wir, dass fur das
- 38 -
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I
Differential A.X )
] —
Al X J=X (GLX)X
gilt. Also ist

> L"— g . ) -’-7—2 ){, X. OLX —
{)(2;[) °x+0 A’xke K(‘ZN eeNX"k )(,,(_, d,)(kg ke N ik ik LA

-3 2> Xop Xop dxk,, ) cls)opdas Element —
Ik é')e VUK 'c'__‘\ - (’-{ (JL. ) a,' ? ,
(e B k¢ ik TAE

kK <

wo 6,71 fir k=€ ,@p=2 riir k3 gilt. Somit
ist J bis suf die Faktoren ~71in den Spalten (k,g)mit
k=2 und-Zin den Spalten mit K+ € nit !} identisch
und besitzt wirklich den Rang N, . Mann kann also in cincr
Unmgebung Q,C 2, von B , in der X elliptisch ist und
-~ X ausserhalb der Diagonale nichtnegativ ist, die Elcmen=-
te X = % mit (1,}) € K so obsolut klein wéhlen,
dass X >0,L0 oder =9) gilt, je nachdem_ 1 j cine ne-
gative, eine positive oder keine Kante in & ist. Dann
ist némlich die zugehorlgc Matrix X , die in M'liegt
vom Typ % , Wobel f* ihr entgegensetzter Vorzeichen -
graph ist. Der Widerspruch, dass CT ein #~Graph ist, be~
weist den Satgz.

(4,9) Satz. Ist ein Knotenpunkt eines € -Graphen G
satt, so ist jeder Obergraph G DG  nit denselben
Knotenpunkten wie O wieder ein € =Graph.

Beweis. Folgt aus (4, 8), da die Teilmatrix
it = ('6; ) vonU,ch keNyo, =@z, k) rir

kzi:a oy ( ¢) , WO ;j' dem satten Knotenpunkt
entspricht und @2#3 bellebig; ist, regular ist: Die De -
terminaarte von t—jq ist nfmlich (bis auf das Vorzeichen)
gleich kg—apak . ea._ cdet (g, ), 1, e N—{;}'} )
also infolge der Elliptizitat von A von Null verschieden.

(4,10) Sei & ein e-Gpoph Dit der Knotenpunktmenge
Uu(G) ; weiter gebe es fur U, C 1J(G)  den Gaussschen
Graphen G (U} von G bezliglich tJ, . Hat U (G)- U,
wenigstens drei Knotenpunkte, i8t G (Y wieder ein .



aars by S
1]

{ & =Graph, )
’ Beweis. Laut (4,2) existiert eine Matrix ® vom Typ '
o, , deren entgegengesetzter Vorzeichengraph G ist. Die
Gausssche Matrix von B bezliglich U, hat eine Ordnung 23
und ist nach (3,11) wieder vom Typ ¢ . Nach (4,2) ist al-
so ihr entgegengesetzter Vorzeichengraph G' wieder ein

¢ -Graph. Aus (2,7) folgt nun G = G ¥U.Y, und der
Satz ist bewiesen.

Dieser Satz hat folgende geometrische Deutung: -
(4,11) Satz. Sei 2 ein n-Simplex mit den fnM-gi-
mensionalen Seiten ., 1 e N —.—.{4, 2,...,'&} . Sei

MCN, M#*N | ung 5, sei diejenige fu-dimensionale
'(T\,?-: 1 , AL =7-t wo m die Anzshl von Elementen in M
ist) Seite von 2 , die Durchachnitt von o) fir ¢ € ™M
ist. Sei G der erweiterte Graph von 2_ mit den Knoten- .
punkten 1 € N (die den Seiten 6, entsprechen) und {)
(der dem Mittelpunkt der Umkugel entspricht). Sei G Q -
definit bezlglich M . Dann ist der Gousssche Graph G(M\
der erweiterte Graph von 2>, , wobei der Knotecnpunkt [}
wieder dem Mittelpunkt der Umkugel von Z,, entspricht und
7€ N - ™M gderjenigen (Tt—’”-dimensionalen Seite von =
entspr icht, die der Durchschnitt von Zq mit Go; ist.

Beweis. Dem n-Simplex > entspricht die Matrix E
aus (1), die nach (4,1) vom Typ € ist. Der Seite =2 4
entspricht in demselben Sinne die Hauptuntermatrix
E.=E(OuN-M , Ou N-M}X, pavei ist G nach (1,11)
der Vorzeichengraph von Em, G—(’:’\) ist nach (1,3) und
(2,7) der Vorzeichengraph von E_ , olso nach (1,11) der
erweiterte Graph.von 2, . Die librigen Behauptungen des
Satzes sind klar.

(4,12) Sei N ={1; 27..-,11,}, an{oa /', 27‘“:%}'7"1% L.
Ein Vorzeichengraph G, mit der Knotenpunktmenge NO ist
denn und nur dann ein € -Graph, wenn es Zahlen S W A
nFFe 5, % 5 5€ Ne, gibt derart, dass fur

°Ut¢="2,; ,*«b;g , . e N -

(1, Dbeliebig) gilt: AXLgeN T ‘
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(10 (3, ist der Vorzeichengraph venl) = (u,, ), e N, "

2° A=(-u, ) 1,ke N , ist positiv semidefinit

vom Range n. -7 ;

3° falls G der ~uf N induziérte Teilgraph von (3,
ist, so gilt fur jedes 1+ e N

2 [2 -5 (KY) 1T (K,

Ke$&
wo 3, die Mengedsamtllcher Geriste von G bedeutet, /1 (K)
des Produkt der Zahlen w,, fir samtliche Kanten k(/ von
K und s, (K) der Grad des Knotenpunktes i in K
Beweis. Existiert !l, , so erfillt die Matrix A die
Voraussetzungen des Satzes (3,12), Also hat bei einer ge-

eigneten Wahl von 2.,. und @ ; = ""1:(,:""'01: die Matrix

A, =), o, 5e N,
die wegen ¢ F 0 aus (3 12) regular 1st alle Hauptmino-
ren der Ordnung.m. gleich Null, Laut dem Satz (3,13) ist
A vom Typ 9 . Da noch 2y % =¢ und wegen (12) und

(1,10) ¢ < O gilt, ist nach (3,13) A vom Typ g . Somit
ist laut (4,2) G, ein e -Graph.

Ist umgekehrt G, ein e=Graph mitm™ 2 3 Knoten -
punkten, so existiert wegen (4,2) eine Matrix

C.= (cmS Wn,s =0,1...,m -1,

von Typ ¢ , deren entgegengcsetz’cer Vorzeichengraph T,
ist. Die Matrix C= (r i, g="., m -1 ist also
smgular, positiv semldeflnlt und vom Rang m -2. . Dabei
ist fUr einen positiven Vektor % (= = . Sei Z aie
diagonale Matrix, deren diagonale Elemente die Koordina-
ten (in derselben Anordnung) von >z sind, und sei
A=2%CZ . Denn hat die Matrix A =(a . ) die Eigen-
schaft der Matrix in 2° (fir m=m. -1 ). Laut (3,13)
gibt es bis suf cinen Faktor § genau einen Vektor a,
der, zusammen mit einer geaigneten Zahl n,,, A zur
Matrix A, vom Typ 9 erganzt. Da aber na ch (3,12) unsere
Wahl der Zahlen W, =-a,  fir m,k Apore, =t =1

aus 3°, diese Bedingung erfullt, sowie auch Jjede Matrix

ot = ote ey s
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= 6ﬁo . (5+9) @
0,Z “\0, % '

mit & >0, die sogar vom Typ 9 ist, so gilt fur ein
6 > 0 wegen (3,13) dass U, (mit gecignetem «,, )} von
der Form (15) ist und deswegen die Bedingungen 1°, 2°, 3°
erfillt, Der Satz ist bewiesen.

(4,13) Folgerung. Ist der Gpaph G, ais dem vorigen
Satz ein € -Graph, so gilt:

1° Kein Knotenpunkt zwei ten Grades im Graphen G ’
der zugleich eine Artikulation in G ist, ist mit O durch
eine Kante verbunden.

2° Jeder Knotenpunkt, der in G den Grad 1 hat, ist
mit 0 durch eine positive Kante verbunden.

Ist G positiv, so gilt ferner:

3° Jeder Knotenpunkt zweiten Greaedes, der keine Arti-
kulation ist, ist mit O durch eine positive Kante verbun-
den.

4° Jeder Knotenpunkt von G , der in G eine Artiku-
lation ist und der in G den Gpad 2 3 hat, ist mit O
durch eine negative Kante verbunden.

Beweis. Sei 1 der betrachtete Knotenpunkt von G .
Die erste Behauptung folgt ous 3° von (4,12), denn in die-
sem Fall ist 5, (K)\=2 fur jedes Ke S, . Die zweite-
Behauptung ist klar wegen (4,5). Die dritte Behauptung
folgt auch aus 3° von (4,12) und daraus, dass FI(K)> O

flir jedes Ke5, und dass s,(K)YS 2 , wobei fur ir-
gendein K e S, 35; (K)=4 gilt. Die letzte Behaup-

" tung folgt daraus, dass fur jedes K e 5, in 3° wron
(4,12) 5. (KY2 2 ist, wobei flr irgendein
KeS., s, (KY>2 gilt.

(4,14) Der positive Kreis(mit .2 3 Knotenpunkten)
ist ein e ~Gnaph. ‘
| Beweig. Folgt aus (4,7).

Anmerkung. Dieser Graph entsprlcht demaenlgen recht-
winkligen Simplex, dessen samtliche zweidimensionsle Sei-
ten rechtwinklige Dreiecke sind. Dieses Simplex hat die

- - _




Eigenschaft, dass der Mittelpunkt der Umkugel im Mittel-
punkt der l&ngsten Kante liegt (vgl, [3], Setz 11).

(4,15) Satz. Ist G ein Vorzeichengraph mit der Kno-
tenpunktmenge 3 4, ?.,---,M}a m 2 2 , und ist sein po-
sitiver Teil zusemmenhangend, so existiert mindestens ein
@ -Graph G, mit der Knotenpunktmenge {O, '1,....,'11\:& , des~-
sen induzierter Teilgraph G ist.

Bewecis. Folgt aus dem Hauptsatz uber gewohnliche
Graphen der Simplexe und aus (4,2) und (4,4).

(4,16) Satz. Ist im vorigen Satz & ein (positiver)
Baum, so ist G, eindeutig bestimmt. Dabei ist @ mit dem
Knotenpunkt ¢ aus O durch cine positive bzw. ncgative
Kante in G, denn und nur dann verbunden, falls t in &
den Grad 1 bzw. >Z hat (mit den Knotenpunkten zweiten
Grades ist {J nicht verbunden).

Beweis. Folgt aus (4,12) oder aus dem Satz 10 in [3),
denn wir konnen G- als den gewohnlichen Graphen eines
rechtwinkligen Simplexes ansehen.

(4,17) Satz. Ist G ms dem Satz (4,15) ein positi-
ver Kreis, so ist der zugehorige Graph G, eindeutig be-
stimmt; der Knotenpunkt € ist in ©, mit allen anderen
Knotenpunkten durch positive Kanten verbunden.

‘Beweig. Folgt aus (4,13). -

(4,18) Satz. Ist G aus (4,15) ein Kreis mit genau
einer negativen Kante 4w, , so ist G, eindeutig be -
stimmt: @ ist mit 1 und m.durch positive Kanten, mit
allen anderen.Knotenpunkten von & durch negative Kan -
ten verbunden.

Beweis. Folgt aus 3° von (4,12), da geneu zwei Ge -
ruste K die Eigenschaft haben, dass ein fester Knoten -
purkt + aus G in K den Grad 1 hat (sonst hat er den
Grad 2 ). Dabei ist fur genau ein Gerust K, (in dem die
Kante 4m. fehlt) MKY> 0 . Also sind
S e negativ,' denn sie sind Summe voz}
je zwei JF(KY , wobei diese K von K, verschieden sin 8
Die Kanten 01 und Om sind positiv wegen 2° aus (4,13) .}
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5. Total nichtstumpfwinklige n-Simplexe.

(5,1) Definition. Ein n-Simplex heisst nichtstumpf-
winklig, falls keiner der Innenwinkel der (-4} ~gimensio-
nalen Seiten stumpf ist. Ein n=Simplex heisst total nicht-
stumpfwinklig, falls cs nichtstumpfwinklig ist und falls
der Mittelpunkt der Umkugel ein innercr Punkt des Simple-
xes oder cin innerer Punkt irgendeiner Seite des Simple-
xes ist. ‘

Anmerkung. Ein n-Simplex ist also genau dann nicht -
stumpfwinklig. bzw. totel nichtstumpfwinklig, wenn scin
gewohnlicher bzw. erweiterter Graph lauter positive Kan-
ten hat.

In [3] wurde bewiesen (Satz 5), dass jede k -dimen-
sionale Scite eines nichtstumpfwinkligen n-Simplexes
(2&£ k&En-1) wieder nichtstumpfwinklig ist und dass
ihr Grsph durch den CGraphen des n~Simplexes eindeutig be-
stimmt ist. Im folgenden Satz werden ahnliche Eigenschaf-
ten fur total nichtstumpfwinklige Simplexe formuliert.

(5,2) Satz. Jede Kk -dimensionale Scite cines total

‘nichtstumpfwinkligen n-Simplexes 2 {2£ kK& n -1) .

ist wiederum ein total nichtstumpfwinkliger Simplex. Sein
erweiterter Graph ist durch den erweiterten Graphen &
von §£-~eindeutig bestimmt und ist gleich dem Gaussschen
Graphen G (M) von & bezuglich derjenigen Menge M
von seinen Knotenpunkten, die den (n.-1)-dimensional en,
Jjene Seite enthaltenden Seiten von 2 entsprechen.

Beweis. Folgt aus (4,11) und (2,3).

Im Falle der total nichtstumpfwinkligen Simplexe
(d.i. der positiven € -Graphen) kenn der Satz (4,5) und
(4,14) folgendermassen verstarkt werden:

(5,3) Satz. Ein positiver e ~Graph ist entweder

ein.Kreis, oder sein Zusammenhangsgrad betragt mindestens
3.

Beweis. Leut (4,5) hat dieser Graph G, den Zusommen-
‘hangsgrad mindestens 2 . Heat {r, drei Knotenpunkte, so
“ist alles kler. Nehmen wir an, dass. G, mindestens 4
Knotenpunkte und den Zusammenhengsgrad 2 hat. Es seien. .
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fiun "4, ©° zwei Knotenpunkte von G, , die einen Schnitt
~vonCT,, bilden. Wir werden beweisen, dass der Grad von vV~
in Oy gleich 2 ist. Hieraus wird schon lecicht folgen,
dass Jjeder Nachbarknotenpunkt von 2 entweder zusemmen mit
14 wieder einen Schnitt bildet und wieder den Grad 2 hat,
oder cin Nachbar vont ist. Da G, zusammenhangend ist,
wird hiersaus schon folgen, dass Gs cin Kreis ist.

7Zum Beweis der ausgesprochencn Tatsachec wahlen wir
den Knotenpunkt 4+ &8 ¥ aus dem Satz (4,12). Da G, posi-
tiv ist, ist in (4,12) w,_ 2> O  flirx#s wd 7K >¥
fir jedes Ke 3, . Entspricht der Knotenpunkt ~+ dem In-
dex 3 , ist 3 Artikulation desjenigen Grophen G-
der aus Ga durch Wegnchmen von 0 und der mit O inziden-
ten Kanten entsteht, also auch Artikulation jedes Gerus -

tes K von O . Somit betrdgt der Grad (K] von 3
in K mindestens 2 , Sodass nach 30 in (4 12)11, < 0
gilt. Dagegen ist ,: 2 O ; 804888 1, = 0 gllt

und s (K)=2 fir jedes Gerust K von G . Da es

inG wegen (1,7).mindestens ein Gerust mit s 5 (K= 3 (Gr)
gibt, ist der Grad von 3 in G und wegen v,; =0 auch
in G, gleich 2 und der Satz ist vollkommen bewiesen.

(5,4) Folgerung. Hat ein positiver ¢ -Graph einen
Knotenpunkt vom Grade 2 y 80 ist er ein Kreis.

Anmerkung. Dieser Satz hat folgende geometrische Deu-
tung: Liegt der Mittelpunkt der Umkugel ecines nichtstumpf-
winkligen n-Simplcxes auf einer Kante, so ist dieses n-
Simplex (fur m 2 2 ) rechtwinklig, vom Typ cus der An-
merkung (4,14). '

(5,5) Satz. Zweldlmensn.onale Selten eines total
nichtstumpfwinkligen n-Simplexes (n 2 2 2) sind entweder
alle rechtwinklig oder alle spitzwinklig. .

Bewsis. Folgt aus (5,3), (4,14) und (2,7).

(5,6) Satz. Sei G, ein positiver € -Graph. Wenn
.wir von G k Knotenpunkte und die mit ihnen inzidenten
;Kanten wegnehmen, besitzt der entstandene Graph G, hoch-
!stens k Komponenten., Hat er genau k Xomponenten, 80

tist.{z, entweder ein Kreis oder ist die Anzahl der e e



Knotenpunkte von Go gleich v = 2 K und zwischen je zwei
der gegebenen Kk Knotenpunkte sowie zwischen je zwel der
ubrigen k Knotenpunkte gibt es keine Kante in Go .
Bevieis. Sei N:{O,'\ & oyeeny, T - 1N die Knotenpunkt-~
menge von 7, und N, C N entha lte k 214 Knotenpunkte.
Da fir k=1 der Satz wegen (4,5) richtig ist, sei k22,
Wir konnen annchmen, dass OeN, ist; sei N,=N, {0\
Wegen (4,12) gibt es nichtncgative Zahlenu, (f(, seN, 'tfk%)
so, dass U.a. 3° in (4,12) gilt, wobei wegen der Positivi-
tst von G, (K3} >0 rir Ke S, ist. Ist & die
Anzehl der Komponenten von G, und KeS, , so ist die
analogische Anzshl der Komponenten fir K: €(K)=2 ¢
Sei noch A (K) die Anzahl von Kanten in K , dic zwi-
schen den Xnotenpunkten aus N in ¥ vorhanden sind.

Wegen (1,9) gilt nun in (4,12),
0<Z » 5_ (Z [2-5, (Kﬂ)fr(l()—

=2 [2fk-4) k- 1) /(K) ﬁ(KM]mKK(k—é)Z K.

Ke5,
N5y ist K2 ¢ . Falls k=¢ gilt, so ist #,= 0 rflir
1 € N, und ferner £(K)=¢€ una 4 (K)= 0 f{ir je~
des Ke &, , sodass wirklich zwfischen je zwei Knoten-
punkten aus N,, keine Kante in G, existiert. Nehmen wir
an, dass U, kein Kpeis ist. Dann hat G, nach (5,3) den
Zus ammenhangsgrad mindestens 3 und der.auf N-—{ 0} in-
duzierte Graph G ist ohne Artikulation. Setzen wir vor-
aus, dass in irgendeiner Komponente von G; zwel verschie-
dene Knotenpunkte .,, U, vorhanden sind. Ist v € Nz
so gibt es ‘wegen (1,8) einen Weg W= W ...1.. tb, in
G, der nach (1,7) zu einem Gerust K von 6 erganzt
werden kenn. Doch 1t, und 1w, liegen jetzt in verschiede-
nen Komponenten des Graphen, der aus K durch Wegnehmen
der Knotenpunkte (und der zugehorigen Kanten) von N"a ent-
steht, sodass F(K)2/+1 gilt. Dieser Wider -
spruch gegen @ Z(K)=/¢ fir K €5, beweist, dass
Jede Komponente von G ¢in isolierter Knotenpunkt ist,
sodass m =2k gilt. ?
‘ Wenn wir die Menge ™N-MN  der Ubrigen o
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¥ Knotenpunkte mit den zugehorigen Kanten von G weg—="
nehmen, so hat der erhaltene Graph wieder K Komponenten, |

sodass nach dem Bewiescnen auch zwischgn zwel Knotenpunkt-
on aus N-MY xeine Kante in Go existiert. Der Satz ist
vollkommen bewiesen. -

(5,7) Satz. Sei k 22 cine natUrliche Zahl. Bilden
wir einen positiven Graphen & (k, K) folgendermassen:
seine Knotenpunktmenge sei .

N<{1,2,..., k, k4,0 2K}5i4, i<j i, g €N

is denn und nur denn (positive) Kante in G (k,K), falls
141k k14 € 2k gilt. Dann ist & (k,k)cin
# -Graph; falls wir zu G":k,K)genau eine positive Kante
hinzufigen,.so ist der erhaltenec CGraph kein. € -Graph.

Beweis. Dass G(k,k}ein € -Graph ist, folgt aus
(4,7). Wenn wir zu G{K,K) genzu eine positive Kante hin-
zufuUgen, so ist es entweder einc Kante zwischen zwei der
ersten K -Xnot enpunkte,. oder eine Kante zwischen zweil der
letzten K Knotenpurkte, Wenn wir aber im ersten Fall die
Menge der ersten K Knotenpunkte (und der zugehorigen Kan-
ten) wegnehmen, erhalten wir % Komponenten, sodass der
neue Graph wegen (5,6).kein &=Graph sein kann; analo -
giéch im zweiten Falle. :

Anmerkung. Diesces Beispiel zeigt, dass es positive
Graphen mit 2Z2k4k2 2} Knotenpunkten mit dem Zusam=~
menhangsgrad K gibt, die keine € ~Graphen sind. Es ist
ein Problem, ob ein positiver Graph, fur welchen jede Un-
termenge der Knotenpunktmenge die Eigenschaft aus (5,6)
besitzt, schon ein €& ~Graph ist.

6. Brweiterte Graphen von Dreiecken und Tetraedern.
(6,1) Satz. Es gibt drei € -Graphen mit vier Knoten-
punkten:

- 47 -
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G . ‘
‘Aé_;BL’.? {;q, (Flg’ 1 {
' N g
\/\/\
/’ N\
’ *
A4_ Bq, C—’r
Fig. 1

die dem spitzwinkligen, rechtwinkligen und stumpfwinkligen
Dreieck entsprechen. '

Beweis klar.

Anmerkung. Somit ist der Groph F, (Fig. 2)

Fig. 2

kein € =Graph, was auch von allen seinen Teilgraphen mit
vier Knotenpunkten mit Ausnshme von Bq gilt. Dagegen
sieht man leicht, dass alle ubrigen Graphen mit vicr Kno=-
tenpunkten, deren positiver.Téil den Zusammenhangsgrad
2 2 hat, <€-Graphen sind.

(642) Sei G, ein e-Graph mit funf Knotenpunkten
0, 1, 2, 3, 4. Gibt es im induzierten Graphen G uber
1, 2, 3, 4 gennu eine negative Kante 1,3 , so ist O1
in G, positiv. : .
~ Beweis. Sei z.B. 1 2 negativ. Nach (4,12) gibt es

Zahlen ¥, =u _ (x¥s,4,5=0,1,2,3,4) so, dass fur
(1:72- = 4)2)374)1)’1:1: = —j; g‘*.j
. de Matrix -U=(- ‘Uf,;j) positiv semidefinit vom
Rang 3 dst und 4, <0u;2 0 fir die Ubrigen
Paare gilt. Aus der positiven Semidefinitheit folgt, dass
et = U+, > 0 ist ngalls 1, = 0 , s0ist |

'x) Durch Volllinien werden.positive, durch Strichlinien |
' negative Kanten gezeichnet.

PR
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éfur den Vektor =«» mit den Koordinaten 1, 0, 0, O Uv,r,q
und der Rang von U ist <3 . Nach 3° von (4,12) ist
Ugy = = Uy Uy oy + (bt -, V(2 u s+ 4y, 20
denn beide Summanden sind nichtnegativ. Dabei siecht man
leicht, dass mindestens einer von ihnen positiv sein muss,
denn der positive Teil von G ist zusammenhﬁngend.

(6,3) Satz. Keiner der Graphen R , @.5 und K¢ in
Fig. 3 sowie keiner von ihren Teilgraphen mit funf Knoten-
punkten, mit Ausnshme des positiven Kreises, ist cin e-
Graph. Alle ubrigen Graphen mit funf Knoienpunkten, deren
positive: Teil den Zusammenhangsgrad = 2 hat, sind
€ ~Graphen.

) Fig. 3 ,
Beweis. Fur P; ,Q, und Rg sowie fir ihre Teil=-

graphen mit wenigstens einer negativen Kante folgt der
erste Teil aus (6,2). Die positiven Teilgraphen von M ,
(®; und R haben den Zusemmenhsngsgrad £ Z , sodass
die Behauptung wegen (5,3) richtig ist. Um den zweiten
Teil zu beweisen, bilden wir alle uUbrigen Graphen, deren
positiver Teil den Zusommenhangsgrad = Z hat, in der
Fig. 4 ab (dass es alle sind, kanm man dsraus sehen, dass
jeder positive Gpaph mit 5 Knotenpunkten, der den Zusam-’
menhangsgrad = Z hat, den positiven Teil des Graphen 1
" oder den Graphen 5 als Teilgraphen enthal‘_cen muss) :

S
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Um zu zeigen, dess diesc Graphen &€ -Graphcn sind, be-
weisen wir es zundchst bei dem Graphen 9 : den Graphen in

Fig. 5 kann man naca (4,15) zu einGE} € -Graphen G, erginzen.
N y?

Fig. 5

G, muss lait (4,13) positive Xanten OL und 04 haben und
wegen (6,2) such vositive Konte 03 . Nchmen wir an, dass O2
positiv ist bzw. fehlt. Dann musste wegen 4° von (4,13) (wenn
wir den Knotenpunkt 3 wegnehmen}.die Kante 03 ncgativ
sein bzw. misste 03 wegen 1° von (4,13) fehlen. Also ist
02 negativund 9 ist ein € =Graph. Ferner sind .1 und
5 Graphen der beiden rechtwinkligen Tetraedcr (vgl. (4,16)). °
Da 2, 3, 4, 12, 13 und 14 den & -Gpaphen 1 mit wenigst-
ens einem satten Xnotenpunkt cnthaltcn, ¢ind sie nach (4,9)
€ -Gpaphen. In ahnlicher Weise folgt das Uber 7 und 8 ,
die den & -Grephen (nach (4,18)) 6 enthalten, und 10, 11
die 9 enthalten, sowie uber 16, 17, 18, 19 und 20 , die
den (nach 4,17) ) € -Graphen 15 enthalten. Damit ist alles
bewliesen. ‘
(Fortsetzung: CMUC 2,2 1961)
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