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EINE BEMERKUNG UBER KARDINALPOTENZEN

LADISLAV SKuULA, BrNO

(Eingegangen am 16. Februar 1965)

Definition. Es sei M eine teilweise geordnete Menge, x € M, ye M.
Unter der Menge Z(x, y) verstehen wir die Menge aller Elemente z € M,
welche folgende Bedingungen erfiillen:

l.zzz,22y9,

2.2 zx,2 Zy=>2 Lz

Ein Element @ von M twird ein z-Element der Menge M genannt,
wenn es nicht minimal ist und wenn aus z < a, ¥y < a die Beziehung
a ¢ Z(z, y) folgt.

In den Hilfssdtzen 1—3 werden mit K, @ nicht leere teilweise ge-
ordnete Mengen bezeichnet; K hat ein kleinstes Element —oco und
geniigt der Minimalbedingung. Die Menge aller z-Elemente der Menge K
wird mit Z und die Menge aller z-Elemente der Menge K¢ mit Z' be-
zeichnet. Wir werden die Menge aller Anfinge der Menge G mit A(GY
bezeichnen. Wir setzen I(K, @) = {z, | x€ L, Ee (UG —{0}), wo
L = K —{—oo} und %, ;€ K¢ durch

(t)——{“ firteF
“EY 7\ —oo firte G —E

definiert ist.

Hiltssatz 1. Es set fe Z'. Dann gilt f e I(K, G).
- Beweis. Ist card f{(@) =1, so gilt f = zp@),e € I(K, Q).

Wir nehmen an, dass card fY(G@) > 1 ist.

I. Wir zeigen, dass —oo € fY(G) gilt.

a) Wir nehmen an, dass f(@) gerade ein minimales Element o hat.
o ist das kleinste Element in der Menge f(¢) (K geniigt der Minimal-
bedingung). Ist 0 # —o0, so setzen wir

—oo0 fiir ¢ € f-(0)

P(t) = ft) firte@— f-3(o), y(t) = o fiir te G.

Esist pe K9 pe K% @ < f, 9 < f,sup{p, v} = f, aISOer(sv, ¥),
was ein Widerspruch ist.

b) Wir nehmen an, dass fi(@) wenigstens zwei verschiedene mlmmale,
Elemente o,, 0, enthilt.
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Wir sctzen
_ f—oo fiirt g f o
(pi(t)“{f(t) furteG——f Yo,),1=1,2.

Es ist ¢, € K¢, ¢, < f fir 1 < 1,2 und sup {g,, @y} = f, was ein
Widerspruch ist.

II. Wir zeigen, dass card f{(¢) = 2.

Wir setzen voraus, dass card fi(G) 2 3 ist. Dann ist card {f{(@) —
—{—0}} 2 2.

a) Wir nehmen an, dass die Menge fY(G) —{—o0} ein kleinstes Ele-
ment o hat.

Wir setzen

no|—® fiir ¢ € f~1(—o00) U f-1(0)
o) = {f(t) fiir t € ¢ — f~}(—o0) U f-Y(0)

" —oo fiir t € f-1(—o0)
W)‘{o fiir ¢ € @ — f-1(—o0).

. Esist pe K¢ pe K% ¢ < f, p <f, f=sup{g, p}, was ein Wider-
spruch ist.

b) Wir nehmen an, dass es in der Menge f}(G) —{—o0} zwei ver-
schiedene minimale Elemente 01,0 gibt.

Wir setzen .

| —oo fiir t € f~}(—o00) U f-Y(o;)
(p"(t) o {f(t) firte G — f“l(—oo) U f-Yo,), t = 1,2.

Es ist ;e K¢, ¢, < f fir i =12 und sup{q),, @y} = f, was ein
Widerspruch ist. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Ferner werden wir die Menge aller nicht leeren nach oben gerichteten
Anfinge der Menge G mit in [1] wie D(G) bezeichnen.

Hilfssatz 2. Es sei z, z€ Z'. Dann gilt €Z, EeD@G).

Beweis. I. Wir zeigen, dass a € Z gilt.

Wir nehmen an, dass « ¢ Z gilt. Weil a« # —o0 ist, gibt es Elemente
bieK, bye K, so dass b; < o, b, < «, € Z(b,, b,) ist.

Wir setzen

- b, firtek
%“—{—meeG—EJ=L2

Es gilt ¢,e K¢ @, <z, fir i =12 Weil 2, €2’ ist, gilt
%y g & Z(@y, @g). Also gibt es ein Element ge K¢ so dass ¢ = ¢,
g = @y, g <, p ist. Fiir te @ —E gilt g(t) = —co. Es gibt also ein
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Element ¢, € E, so dass g(t,) < %, g(t,) = « ist. Es gilt b, = @u(t,) = g(t,)
firs =1 2 was ein Widerspruch ist.

II. Wir zeigen, dass ¥ € D(G) gilt.

Wir nehmen an, dass E ¢ D(G) gilt. Weil E # ¢ ist, gibt es Elemente
t,€E, t,e E, so dass fiir jedes Element ¢t € E nicht gleichzeitig ¢ < t,,
t < &, gilt.

Wir setzen

. o firteG@— A4,
@ilt) '{_oo firte d,,i= 12,

wo A;={t|te@G t £ t;} U(G—E)ist. Esist ¢, € K¢, ¢, < x,p fiir
i = 1,2, sup {@;, @} = %, 5, was éin Widerspruch ist.

Hilfssatz 3. Es sei a € Z, E € D(G). Dann ist £,z € Z'.

Beweis. z, 5 ist kein minimales Element. Wir nehmen an, dass
Z, g ¢ Z' ist. Dann gibt es solche Elemente ¢ € K¢, y € K¢, dass ¢ < z, g,
Y < Tyg, Top€Zp, y). Fir te@—E gilt @) = y(t) = —oo. Wir
setzen (p—l(a) M,,pNa) = M,. Es ist M, # E # M, und es gilt
M, U M, # E. Wenn es namlich M UM, = E wire, dann gibe es
Elemente_ to€E—M,, t, el — M und"t* € B, so dass t* < ¢,
t* < t, ist. Das ist ein Wlderspruch Weil die Mengen M, und M, dle
Anfange der Menge G sind.!)

Es gibt wenigstens ein Element t,€ & — M, U M, so dass ¢(t,) #
# p(t,). Wenn es nidmlich ¢(t) = y(t) fir ]edes Element te B —

e Y M, wire, dann setzen wir

o fﬁrtqu,UM,,
f) =1 ot) firteE—M, UM,
—oo firte G — K.

Es ist feK?, f<ayp f2 @, f2y, also 245¢ Z(p, ), was ein
Widerspruch ist.
Es gilt ¢(t,) < a, w(t,) < «. Weil xcZ, gibt es fe K, so dass
ﬂ 2 (p(ta)’ 13 2 w(to), ﬂ < .
Wir setzen
o firtel—M,
fy=3p furteM,
—oo firte @ — E,

1) Professor M. Novotn}" hat in seinem nicht publizierten Vortrag folgenden
Satz bewiesen: ,,Es sei G eine teilweise geordnete Menge. Dann D(G) ist die Menge
aller vereinigungsirreduziblen Elemente in %(G). Die Behauptung Moy My #+ E
folgt aus diesem Satz. Weil der Vortrag des Professors Novotny mcht publlzxert
wurde, habe ich den Beweis der Behauptung Mgu M, # E laut diesem Vortrag
geschrieben.
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wo M,={t|teE, t <t} ist. Esist feK® f2 @, f2 9, f<2z,p,
was ein Widerspruch ist.

.8atz 1. Es set K eine teilweise geordnete Menge mit einem kleinsten
Element, welche der Minimalbedingung geniigt. Es sei Z die Menge aller
z-Elemente der Menge K und @ eine teilweise geordnete Menge.

Dann ist die Menge aller z-Elemente der Menge K€ zu der Menge
Z . D(G) isomorph.

Beweis. Nach den Hilfssitzen 1—3 ist die Menge aller z-Elemente
der Menge K¢ die Menge aller z, ,, wo a € Z, E € D(G) ist.

Satz 2. Es sei K eine tetlweise geordnete Menge mit esnem kleinsten
Element, welche der Minimalbedingung geniigt. Es sei Z die Menge aller
z-Elemente der Menge K; wir nehmen an, dass man tmmer durch den
Typus der- Menge Z bei der Kardinalmultiplikation kiirzen kann. Es
seten G, G, teilweise geordnete Mengen und K¢ ~ K€1.

Dann gilt G ~ @,.

Beweis. Ist K¢ ~ K%, so ist nach dem Satz 1 Z . D(G) = Z . D(G,),
also ist D(GF) ~ D(G,) und nach [1] 2 auch G ~ G,.

Satz 3. Es seien K, G, G, nicht leere endliche teilweise geordnete Mengen,
card K > 1, wir nehmen an, dass K ein kleinstes Element hat. Es set
K¢~ K%,

Dann gilt G >~ G,.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Satz 1, aus [1] 2 und daraus,
dass man bei der Kardinalmultiplikation von endlichen Typen durch
jeden nicht leeren endlichen Typus kiirzen darf ([2]4.6).
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