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SVAZEK 18 (1973) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 2

NEKTERE VLASTNOSTI NELINEARNICH OBVODU
A FYZIKALNI VYZNAM JAKOBIANU

MARCEL JIRINA

(Doslo dne 4. Gnora 1970)

V préci se dokazuje jedna véta o souvislosti jakobianu s druhou derivaci integral-
nich kfivek diferencidlnich rovnic, které se vyskytuji napt. pfi analyze nelinearnich
obvodu.

1. UVOD

Je dobfe znamo, Ze Casové odezvy nelinearnich obvodii mohou mit nespojitosti.
Takové nespojitosti jsou ditsledky rychlych pieklopeni klopnych obvodi, pieskokl na
charakteristikach nelinearnich prvka se zdpornym odporem aj. V bodech nespojitosti
nejsou splnény podminky existence a jednoznacnosti feSeni soustavy diferencialnich
rovnic popisujicich chovani obvodu, [1], resp. systému, piestoZe viechny funkce jsou
v té€chto bodech spojité diferencovatelné. Ukazuje se, Ze jakobian souvisi s druhou
derivaci ¢asovych prabéhu.

2 2
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Obr. 1 Schéma obvodu k prikladu 1

Ptiklad 1. UvaZujme obvod na obr. 1 s nelinearnim odporem N fizenym napétim
podobné jako napf. tunelova dioda s charakteristikou vyjadfenou rovnici

i=u’ —u
Pro obvod plati dvé rovnice sestavené metodou uzlovych napéti:
(1) Fy(t,ig,u,u)=u,C—u+ u,—3Uyt)=0

Y 3
Fo(t, e, ug, u) = —du —tu.+u =0.
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Jakobian zobrazeni F = (F,, F,) definovany vztahem:

| OF, OF,
ou, Ou
) J =
0F, 0OF,
Oiig Ju |
je
J=C(3u? -1).

Vyloudenim u, z obou rovnic (1) dostavame snadno jednu implicitni rovnici
C(6u® — 1) i + 2u® — 3u — 3Uy(1) = 0, kterou budeme psat F(t,u, p) = 0, kde
p=1u= du/dt. Reseni rovnice nebude &init potiZe, dokud J % 0. Obréacené obtiZe
mohou nastat, kdyz J = 0, tzn. kdy? jiZ nejde o diferencialni rovnici, tedy u = +1/,/6
pii C + 0.

Podle [2] nejde v bodech, kde u = +1/,/6 ani o singularni feeni ani o k¥ivku boda
dotyku dvou nesousednich partikularnich integral?, ani o kfivku inflexnich bodii,
protoZe F, = 0F[0t 0, F, = 0F|0u # O a Ft + pF, + 0. V§imneme si obecng
téchto zajimavych bodu.

2. SOUSTAVA DIFERENCIALNICH A NEDIFERENCIALNICH ROVNIC
V IMPLICITNIM TVARU

Lemma 1. Nechf je ddana soustava implicitné definovanych rovnic
() fx,p,9,2) =0
a bod.(a,b,c,d,)eR" x R" x R" x R™tak, %e pro zobrazeni f:
R' x R" x R" x R" - R" x R™ plati
(i) f(a, b, c,d) = 0,

(i) existuje okoli U bodu (a, b, ¢, d) takové, Ze zobrazeni f je spojité diferencova-
telné na U,

(iii) jakobidn J zobrazeni f 4 (y', z): R" x R™ = R* x R™ je od nuly rizny
v bodé (c, d). '
Potom existuji okoli 0, = R* a 0, = R" x R™ bodii a a (b, d) takovd, 2ev O, x O,
lesi pravé jedno spojité diferencovatelné zobrazeni (y(x), z(x)) : Oy > 0,, které je
FeSenim rovnice (3) a které vyhovuje podminkdm y(a) = b, y'(a) = ¢ a z(a) = d.
Dikaz. I. Je-li n = 0, plyne spravnost véty pfimo z v€ty o implicitné¢ definova-
nych funkcich.
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II. Necht n + 0.Porovnanim s vétou o implicitn& definovanych funkcich dostavame,
Ze existuje okoli 4 = R' x R" bodu (a, b), okoli C = R" x R™ bodu (c, d) a jediné
zobrazeni g: A - C, takové, Ze

(a) g(a. b) = (c, d),
(b) f(x, y. g(x, ¥)) = 0 pro kazdy bod (x, y) e 4,
(C) g je zobrazeni spojité diferencovatelné na A.

Oznatme g = (g,, g,) tak, aby

(4) Vo= gy(x, ).

Z toho plyne, Ze rovnice (4) spliiuje podminky Cauchyho véty o existenci a jedno-
znacnosti feSeni diferencialni rovnice a existuje tedy okoli O bodu (a, b, c), v némzZ
lezi pravé jedno fedeni (y, z) rovnice (3), vyhovujici podminkam y(a) = b, y'(a) = ¢
a z(a) = d a je spojité diferencovatelné.

Lemma nam neptimo ¥ik4, e k danym ,,vychozim* po&ateénim podminkam (a, b)
miiZe existovat i vice feSeni podle toho, kolik riznych kofenti (¢, d) ma rovnice (3).
Zde jiZz madme viceznaénost vyjadfenu prakticky explicitné, navic jsou pochyby o feSeni
viibec, nebot neni na prvni pohled jisté, mali rovnice (3) viibec Feseni. Da se viak do-
kazat véta podobna lemmatu 1, ale ve tvaru ekvivalence.

Véta 1. Necht je ddna soustava rovnic

(5) fx, v y,2z)=0

a bod (a,b,c,d)e R* x R" x R" x R™ tak, Ze pro zobrazeni f: R' x R" x R" x
x R™ — R" x R™ plati

(i) f(a, b,c,d) =0,

(i1) existuje okoli U bodu (a, b, c, d) takové, Ze zobrazeni f je spojité diferencova-
telné na U,

(iii) matice

of(x, y, 3. 2) f(x, y. ¥, 2) 4 of(x, y, ¥, 2) %
o(yiz) Ox dy

md v bodé (a, b, c, d) hodnost m + n.

Potom nutnd a postacujici podminka pro to, aby existovala okoli O, < R* bodu a,
0, = R" x R™ bodu (b, d) takovd, Ze existuje prdvé jedno zobrazeni (y(x), z(x)) :
: 0, — 0y, které je FeSenim rovnice (5), pro néz je y(a) =b,y'(a) = c, z(a) =
kde funkce y(x) je dvakrdt spojité diferencovatelnd a funkce z(x) je spojité diferen-
covatelnd je, Ze Jacobiho matice ), (', z) zobrazeni fi, 4, (', z):R" x R" —
= R" X R™, f,4,((,n) = fla, b, L, n), je reguldrni v bodé (c, d).
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Diikaz. 1.Podminky (i), (ii) a J, (¢, d) # 0 jsou shodné s podminkami lemma-
tu 1. Tedy existuje okoli O, bodu a okoli 0, bodu (b, d) takové, Ze existuje pravé
jedno spojité diferencovatelné zobrazeni (y(x), z(x)), které je FeSenim rovnice (5) a pro
n&z je y(a) = b, y'(a) = c, z(a) =d.

2. Jiw (¢, d) # 0 je nutnou podminkou pro to, aby funkce y(x) byla dvakrat spo-
jité diferencovatelna a z(x) byla spojité diferencovatelna.

Necht p(x) = (y'(x), z(x)). ‘

Pak rovnice (5) ma tvar f(x, y(x), p(x)) = 0.

Piedpokladejme, Ze p(x) je spojité diferencovatelna funkce.

Potom plati

F(x) = f(x, y(x), p(x)) = 0

% 0 Fi
dF _of [ L ¥ g

dx Ox 0y ap
pro viechna (x, y, p) e U.
V bodé (a, b, ¢, d) musi tedy byt

0
*av f(aa b9 (& d) + —"—f(a’ b> C, d) ¢+ J(n,b) (C, d) p/(a) =0.
ox ay

Tuto rovnici lze povazovat za soustavu linearnich rovnic vzhledem k neznamym p'(a).
+ Pfitom J, 4 (¢, d) je matice soustavy a

— <—0-f(a, b, c,d) + if(a, b, ¢, d) c)
oy

0x

je vektor pravych stran.

Podle predpokladu (iii) ma rozsifena matice soustavy (5) hodnost n + m. Takova

soustava nehomogennich linedrnich rovnic ma jediné feSeni pravé tehdy, kdyZ matice

soustavy ma hodnost n + m, tj., kdyZ determinant soustavy je nenulovy. To zname-

n4, 7e z predpokladu, Ze p’(a) jsou urdena jednozna¢né, plyne J,,, (c, d) # 0.
Podminku (iii) nelze z predpokladii vyloudit.

3. DISKUZE VETY Z FYZIKALNIHO HLEDISKA
Nezavisle proménnou je &as. UvaZujme napfed mechanickou soustavu. Resenim

rovnic budou &asové priibéhy néjakych soufadnic, tedy drahy (nebo thly). Prvni de-
rivace vektoru drahy je vektor rychlosti, druha derivace je vektor zrychleni. Pfitom
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sily a zrychleni jsou Casto v uvazované oblasti vSude definované spojité funkce. Lze
pak mluvit o systémech se spojitym zrychlenim. Kritérium takového systému je podle
véty 1 pravé nenulovost jakobianu.

U elektrickych obvodi se soustfedénymi parametry jsou hledanymi funkcemi,
predstavujicimi feSeni prislusné soustavy rovnic, ¢asové pribéhy napéti a proudu.
Vsimnéme se nejdiive napéti. Systém se spojitym zrychlenim ma tedy spojité druhé
derivace napéti, je-li toto napéti stavovou veli¢inou, tj. vyskytuje-li se v rovnicich také
jeho derivace, a ma spojité prvni derivace, nejde-li o stavovou veli¢inu. Derivace na-
péti podle Easu vystupuje v rovnicich obvodu explicitn& jen pro napéti na kapacitach,
nebo pro napéti, ktera s napétimi na kapacitach souvisi. Uvazujme jen linearni ¢asové
neproménnou kapacitu. Jelikoz plati

(6)

C gﬁ =i

dt
je ¢asovy prabéh proudu spojitou funkci se spojitou prvni derivaci jen pokud J =+ 0,
jinak musi byt v dsledku véty 1 na ¢asovém prabéhu proudu pfinejmensim ,,zlom*,
tj. nespojitost prvni derivace, pfipadné i nespojitost proudu. Obecné prvni derivace
v bodé kde J = 0 nemusi existovat. Jestlize stavovou veli¢inou je ndboj kondenza-
toru g, je pak proud i = dg/dt. Porovnanim s (6) vidime, Ze pro asovy pribéh prou-
du plati totéz, co v ptipadé, Ze stavovou veli¢inou je napéti na kondenzatoru. Dualné
totéz co pro proud kondenzatoru plati pro napéti na induk&nosti. Stavovou veli¢inou
je v tomto pripadé proud nebo magneticky tok.

Zplsob vysetiovani, mize-li byt jakobian roven nule, ktery se opird o elektrické
vlastnosti obvodu, je podrobn& ukazan v [3] a aste¢ng v [4].
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Souhrn

SOME PROPERTIES OF NONLINEAR CIRCUITS
AND A PHYSICAL INTERPRETATION OF JACOBIAN

MARCEL JIRINA

A practical problem leads to the investigation of a system of equations in the form
f(x, ", z) = 0. The well-known theorem on the solvability of the system of equ-
ations in the form f(x, y, ') = 0 applies also to the above system. The condition
that the Jacobian J = 6f/(3(y’, z) is nonzero is, under the corresponding assumptions,
sufficient for the existence of a solution (y(x), z(x)) of the system. Further the necessity
of this condition is proved if the functions z(x) and y(x) are required to be respectively
once and twice continuously differentiable. The presented theorem may be applied
in mechanics as well as in the theory of electric circuits with concentrated parameters.

Adresa autora: Ing. Marcel Jifina, CSc, Vyzkumny dstav matematickych strojii, Luzna 9, 160 00
Praha 6.

82



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T01:36:32+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




