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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

DIE ABLEITUNGSFREIEN FEHLERABSCHATZUNGEN
VON QUADRATURFORMELN II

Joser KOFRON

(Eingegangen am 21. Januar 1971)

In dem zweiten Teile unserer Arbeit wird die Grdsse 27103“(11) im allgemeinen
Falle als eine quadratische Funktion der Grosse h dargestellt, wo h die Entfernung
der benachbarten dquidistanten Knoten ist. Der algebraische Genauigkeitsgrad der
Quadraturformel ist m — 1. Daraus wird eine geniigende Bedingung abgeleitet, um
eine obere Abschatzung der Grosse 2nof+1(a) in der Form const. h*™ schreiben
zu diirfen. In der Arbeit [2] wurde dies nur fiir einige spezielle Quadraturformeln
durchgefiihrt. Unsere allgemeine Formeln werden auf spezielle Quadraturformeln —
unter denen auch auf Newton-Cotessche — benutzt. Auch eine untere Abschitzung
far 2naf+1(a) wird hier abgeleitet. Um diese Abschiatzungen mit den klassischen
vergleichen zu konnen, werden einige numerische Beispiele herbeigefiihrt.

3.

Vor allem beweisen wir einen einfachen Ausdruck fiir die Grosse o7 1(a).

Satz 6. Es sei R, ((f) den Fehler der allgemeinen Quadraturformel von der Form

n

(1) j o) f(x) dx — 3 AP 7<) = Rysa(F)

k=0

Die Funktion f(z) sei im Kreise I:l < 1 holomorph, fiir ]z[ = 1 stetig und im Inter-
vall {—a, ay, wo a€(0,1), nehme nur reelle Werte an. Die Funktion p(x) (die
Belegung) sei eine nichitnegative, messbare Funktion mit konvergentem Integral
in { —a, ay. Wenn wir R}, | das Funktional R, ; bezeichnen, das auf die Funktion
(1 — xy)~! bei festem x wirkt, dann gilt

@ 202, 4(a) = Ry (Rzﬂ (~1 _‘xy)) .
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Beweis. Nach (8) des ersten Teiles dieser Arbeit ist

2n62, 1(a) = isz.(a) 42 U.i"p(x)( 7,(a) x¥) dx — Z A‘"’( Z (a) (x(n>)f] _

[ et + [ (k S L [TH000)

0
n I p(x) dx p(y) dy 4
+ A() A(n) . P\ + h
2 (B L) J_ﬂ*)Ll_yx

Es ist ersichtlich, dass die Summe des ersten, des dritten und des letzten Gliedes Null
gleich ist.
Somit erhalten wir leicht

+a
27'“7:“(‘1) = P(X) Ry _]_“ dx — Z A(")R;H T ! =
e 1— xy K= 1 — yx{™

1
- Rn+1 (Rn+1 ( >>
1 — xy

Hierin haben wir die Tatsache benutzt, dass die Funktion R}, ,(1/(1 — zy)) — die
eine Funktion von z ist — ersichtlich holomorph im Kreise |z| < 1 und stetig fiir
[z] < 1ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Folgerung: Wenn die Formel (1) vom Gausschen Typus ist, dann gilt 6, ;(a) - 0
fiir n - oo.

u'[\/] 8

Beweis. Die Funktion (I — xy)~!'istin den Variablen x, y im Quadrat { —a, a) X
x (—a, a), ae(0, 1) stetig.

4.

Weiter benutzen wir die Gleichheit (2) fiir den Fall der Quadraturformeln (1)
mit dquidistanten Knoten

(%) x¢” =a(—1+2k/n), k=0,1,...,n;
folglich h = 2a/n.

Die Formel (1) habe den algebraischen Genauigkeitsgrad m — 1 (m ist gerade).
Von der Funktion f(x) setzen wir voraus, dass sie eine stetige Ableitung vom Grade

m + 1 hat. Dann gilt nach [3] (die Eulersche Zerlegung des Restgliedes einer Quadra-
turformel):

(6) J:”‘P(X)f(x) dx — Z AP f(xP) = C[f™ D(a) — f™D(=a)] + RE (/) =
= j“f(’")(t) K(1)dt.

—a
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Hierin ist K(f) der Kern des Restgliedes einer Quadraturformel. Fiir K(f) gilt

(n) _ ym—1
_ t) (xk t)

(m — 1)

’

0 K= [ o G o - S aeee

wobei
(8) /l, u>0,
E(u)=—1%, u=0,
N0, u<0,

©) C= EI&J.fZK(t) dr,

(10) REA() = [ 7m0 Lty e,

—a

(11) L) - j [C - K(x)] dx

ist.
Wenn wir die Bezeichnung

o om 1
D& 0) =~ 1— xy
n,m(é C) [ax" (6})’" (1 - xy))J)C:Sk

y=¢

(n, m sind natiirliche Zahlen) einfiihren, dann erhalten wir unter der Benutzung von
(2) mit Riicksicht auf (6) und auf (10) die Gleichheit:

(12) 27[0-3+](a) = Cz[Dm—l,m—l(av a) - Dm~1,m—1(a' _a) - Dm-—l,m—l(_a9 a) +

+ Dm_l_m_,(—a, —~a)] +

’ Cl:fj:(Dm_l’"'“(a’ Y) = Duimar(—a, 9)) Ly) dy +

+aprta
+f f Dm+1,m+1(x’ ),) L(x) L(y) d)‘ d."‘ = Czam—l + Cﬁm—l + ym*l .

—aJ —a

Die folgenden zwei Behauptungen sind fiir die weiteren Uberlegungen niitzlich.

Lemma 1. Es gilt die Gleichheit:

(3) [D,.(a,a) — D, ,(a, —a)] = [D,,(—a,a) — D,,(—a, —a)] =

126



(m? 0"

= [ (217 {(1 oS () .
oo )

Zum Beweis benutzt man die Gleichheit (19) aus dem ersten Teile dieser Arbeit.

Lemma 2. Fiir gerade m gilt

I e (N b

(1= Ty (’" - ‘)2(_ 1)fa2f}.

i=0

Der Beweis ist evident aus (3) abzuleiten.

Satz 7. Wenn p(x) = 1in{—a, a) ist, dann gilt die Gleichheit

o0

(13) CBu-t + Vw1 =2 (2P +m+22p+m+ 1)2...(2p + 4.

p=0

.{(zp L3y [ f :'rzm K(t)dt]z - a4p+4[ j :K(t) dt:r}.

Beweis. 1) Befassen wir uns zuerst mit dem Koeffizienten §,,_;- Aus der Defini-
tion D, ,(x, y) folgt

(14) Dnn——].ln+l(a’ y) - Dm—],mi-l(_aa y) =
=2Y(2p+m+22Q2p+m+ 1)72...(2p + 42 (2p + 3)(2p + 2) @Iy
p=0

Analogisch erhalten wir einen dhnlichen Ausdruck fiir die Differenz D+ 1,m- i(x, a) —
— Dy 1.m-1(x, —a). Dann gilt ersichtlich

(2p +m+222p+m+ 1) (2p + 42 (2p +3)

Ms

(15) Pu-1 =4

(2p+2) az””J‘ y2P*rUL(y)dy .
2) Fiir den Koeffizienten 7, ist sogleich

) dx:lz .

a

(16) gy = S+ m 0w k+1)2U
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3) Es gilt die folgende Gleichheit fiir ungerade k:

(17) +a kL( )d 1 +a k+1 K( )d ak+1 +aK( )d
= x)dx — —— x)dx |.
L,x A 1[.[” k+2j_n ]

Fir k gerade gilt dagegen:

(19) f kL) dx = m’]-J”ka K(x) dx

Y k+ 1),

Den Beweis der beiden Gleichheiten fiihrt man miihelos direkt aus der Definition L(x)
durch.
4) Es gilt

+a
(19) j xP*1K(x)dx = 0 fiir p gerade.

Beweis. Die Funktion p(x) ist gleich Eins im ganzen Intervall ( —a, a), folglich ist

(—a + kh — i

(m — 1)

Um nach (20) den Ausdruck (19) zu beweisen, erhalten wir schrittweise:

ta p+m+2 m/2—1
1) a) _L'J (0 - rar = 22y <_"‘ ) L
m:

—a m! =0 \2Zj+1/p+m+1-2

@) K@) =" uE—a+ kh - )

denn p, m sind gerade.
b) Bei der Berechnung des Ausdrucks

(22) 1) 1)! Z AP r”“E( a+kh—t)(—a+ kh — )" tde
erhalten wir zuerst

(23) J‘_“khfpﬂ[(\a + kh) _ t]m—l dt =

-a

=(—a+ kll)p+m+1 Z <m - 1) N Gt )

i=0 i p+m+1-—1i

m—1 —i
gty (’" >( A
I

i=0 p+m+1—l

Wenni=0,1,...,m — 1ist, dann ist

M=

(n) i e al+1
[ £ o

K=0 u i+ 1
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und fiir (22) haben wir

(24) zap+m ZB(n) Zk ptm+1 mzl m— 1 —_(__])it_l__ B
—1)' n i=0 i p+m+1—i

_‘"‘PZ’: Um — 1 {
<o 2 J@+D(p+m+1-=2)) '
>
=0

n
B =1 ist.

wo
k

¢) Nach (21) und (24) erhalten wir endlich:

+a p+m+2 (m/2)—1
R ey (A N B
. (m = 1)! o \2j+1)p+m+1—=2

n 2k p+tm+1m—1 m — 1 (_l)i-i-l
+ B(") 1+ R S
S (<147 z( ) .

k=0 i=0 i p+m+1—1i

m2=1 /iy — 1 1
i=o ( 2j >(p +m 41— 2) (2 + 1)}'
Die Summe des ersten und des dritten Gliedes ist Null gleich, ebenso das zweite
Glied, nachdem Yy, B{"(—1 + 2k/n)P*™*! gleich Null ist, da p + m + 1 ungerade
k=0

ist. Hier haben wir die Tatsache benutzt, dass aus der Symmetrie der Knoten ,,die
Symmetrie* der Koeffizienten folgt, d. h., dass 4, = A", k = 0, 1, ..., nist. Damit
ist (19) bewiesen und daraus folgt nach (18) auch die Gleichheit

+a
(25) J #L()dt = 0 fir p gerade.

5) Die Behauptung des zu beweisenden Satzes erhalten wir schon leicht mit der
Hilfe (15), (16), (17) und (25), wenn wir in (16) k = 2p + 1 einsetzen.
Aus (12) und aus dem Satze 7 folgt gleich

Satz 8. Es sei p(x) = 1 in {—a, a), a€ (0, 1) und (1) sei die gegebene Formel mit
den dquidistanten Knoten (5). Der algebraische Genauigkeitsgrad der Formel (1)
sei m — 1 (m gerade). K(1) sei in {—a, a) die durch den Ausdruck (20) gegebene
Funktion. Der Ausdruck C?w,,_, ist die obere Grenze fiir die Grésse 2no, . ((a),
wenn die Ungleichheit

(26) (2p + 3)2 [ J'+:t2v+21<(t) dt:|2 . [ j :K(t) dt]z <0

fiir alle ganzen Zahlen p = 0, 1, ... erfiillt ist.

129



Die dazu notwendige und hinreichende Bedingung ist
(27) Pm-1 + Im-1=0.

(27) ist auch fiir eine beliebige, messbare Funktion p(x) = 0 mit konvergentem In-
tegral in { —a, a) giiltig.

Satz 9. Die Voraussetzungen des Satzes 8 seien erfiillt. Dann gilt die Abschditzung
(28) 2n07, (a) = [2am! C]*.
Wenn auch (27) erfiillt ist, so gilt

(29) 2am! |C| £ /(2n) 6,5 1(a) £ /(%) |C]
WO o,_; = 0 ist.

Beweis. Ersichtlich ist
Dy e s(x. 9) =q§o(q om0y (g 4 m =2 (g + 1) (xy)
Aus der Definition o, (siehe (12)) haben wir, wenn wir g = 2p + 1in(12) einsetzen:
(31) Opoy = 4§0(2p +m)y>(2p+m—17...(2p + 2)* a*?*?,
=

folglich ist «,,_, = 0.

Weiter ist nach (12), (30), (13) und (9), nachdem wir ¢ = p — 1 in (30) einsetzen:
2n6?l,4(a) = 4C202i1(2q +m+222¢g+m+1)P... (29 + 4)?a*tt — . =

q = 4a’C*(m!)* + ...

Damit ist der Satz bewiesen, nachdem die tiibrigen Glieder positiv sind.

Lemma 3. Es sei fiir die Formel (1) m — | der algebraische Genauigkeitsgrad
(m ist gerade), p(x) = 1in{—a,ay, ae(0,1).

Dann gilt
_h"

(31) C=" [,_"1 _ i B’(‘")kmjl’

mllm+ 1 «=o
wo h = 2afn,y B{" = 1ist.
k=0
Den Beweis fithrt man aus der Definition C (siehe (9)) und aus (20) nach einer
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Berechnung her. Es ist nun vielleicht zweckmassig zu bemerken, dass die Gleichheit

+a —2a+kh
f E(—a + kh — 1) (—a + kh — "' di = _j E(u) ™ du =
—a kh
_ k"(2a)~ _ k™A™
n"m m
im Beweis notig ist.

Bemerkung 1. Die angegebenen Ergebnisse (hauptsichlich die Ungleichheit
(29)) sind auch fiir die verallgemeinerten Quadraturformeln giiltig, d.h. fiir die
Quadraturregeln, die durch die r-malige Benutzung (r ist die natiirliche Zahl) der
urspriinglichen Regel im gleichen Intervall { —a, a) entstehen. Aus dem vorgehenden
Satze 9 folgt fiir den speziellen Fall der Newton-Cotesschen Formeln der

n
Satz 10. B{" seien die Koeffizienten der Newton-Cotesschen Formel, Y B{" = 1.
K=0

Wenn fiir (n + 1) gerade die Ungleichheit (32) (m = n + 1) bzw. die Ungleich-
heit (33) fiir (n + 1) ungerade (m = n + 2) fiir alle Zahlen p = 0, 1, ... erfillt ist,
dann stellt der Ausdruck C?a,,_, aus (12) die obere Grenze der Grésse 2na}, ((a) dar.

(n + 1)l nm*?

(32) i .
P2t n 4 )2+ 2. (2p+ 4)]:@ 1) (= m)de

1 n 2 2p+n+3
1 1—-—ZB,£"> —1+i‘ <1,
2p+n+4 i=o n

(n + 2)tn"*3

P*20p+n+4)(2p+n+3)...(2p + 4)J"t(t = 1)...(t—n) (t - g>dr'

n 2p+n+4d
. ;—ZB,‘(") g K <1.
2p+n+5 K=o n

Beweis. Weil K(f) nach [3] im Falle der Newton-Cotesschen Formel nicht positiv
ist, geniigt es an der Stelle (13) die Ungleichheit

(33)

+a

(34) (2p + 3)£“t2v+2 K(i) d — a2”+2J K(i)di = 0

—-a

zu benutzen. Vor allem geben wir der Ungleichheit (34) die neue Form
+a
(3) f [(@p + 3)127*2 — a®*2] K(1)dt 2 0.
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Jetzt betrachten wir den Ausdruck in den eckigen Klammern in (35) als die m-te
Ableitung einer Funktion ¢(1); es gilt also

P™(1) = (2p + 3) 1272 — q?r+2
Hieraus

t2p+2+1 a2p+2tl

o™ (1) = (2p + 3)(2]) +3)2p+4)...2p+2+10) 12

-+ P, ((1),
1

wo P;_ (1) ein beliebiges Polynom vom Grad i — | ist. Wenn i = m ist, erhalten wir
nach Einsetzen P, _(t) = O:

(p(t) _ (2p + 3)' 12p+m+2 a2p+2tm

Dann gilt fir R, ,(¢) nach (6)

(2p + m + 2)! m!
ta +a | 42p+m+2 m
(36) j o™ (1) K(1) df = j [(223“_3)‘_ _ ek t]d, _

(2p + m + 2)! m!

—a —a

- Eap [ NPT e (1]
k=0

(2p + m + 2)! m!

wo ", k = 0, 1, ..., ndie Knoten der Formel (5) sind. Fiihren wir in (36) die Integra-
tion aus, dann erhalten wir

&) (2p +3)! [ 2a%rtm*?
(2p + m +2)!

_ "ZAin)(t;(n))Zp-{-m-{-Z] _

2p+ m+3 k=o

aZp+2 zam+1

SO S|

m! m+ 1 k=0

Wenn wir Riicksicht auf die Form des Restgliedes der Newton-Cotesschen Formel
nehmen, haben wir sogleich

(38)

2a2p+m+3 n
_ _ Z A;(n)(t;(n))Zp+m+2 —
2p+m+3 k=0

_@Cp+m+2)2p+m+1)...(2p + 3)5“”}”

Q(x) dx,
m!

—-a

wo ¢ e {—a, a) ist. Weiter ist

Q(x)

Il

o(x) fir n+ 1 ungerade, m=n+2,

xo(x) fir n+ 1 gerade, m=n-+1,

n
TG = x™).
i=0

Il

o(x)
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Es gilt auch

2am+ 1 ta
(39) S APy = j Q(x) dx .

m + 1 k=0

Nach (38), (39) und (37) fiir (36) ist ersichtlich

+a rta
J o™(1) K(1) di = _’7J Q(x) dx [(2p + 3) £+ — 42r+2]
m!J_,

giiltig.

Es gilt (siche (3)) [14 Q(x) dx < 0. Somit geniigt es, die Richtigkeit der Ungleich-
heit
a2p+2
(40) 2 < T e p=0,1,..
(2p +3)

beweisen. Aus (38) ist zu sehen, dass (40) der folgenden Ungleichheit gleichwertig ist:

m+1

!
(41) - 2m!a .
f Qx)dx(2p + m +2)2p + m + 1)...(2p + 4)

—a

m_l_‘“ o ZB(n) 1 4+ = 2k 2p+m+2 <
2p + m+ 3 k=0 n =

Berechnen wir jetzt [*7 Q(x)dx. Es gilt o(x) = h"*'f(t — 1)...(t — n), wo x =
= —a + thist.

a) Es sei n + 1 gerade, dann ist m = n + [ und

raQ(x) dx = h"“ﬂt(r —1)...(t = n)drt.

Hieraus und aus (41) folgt (32) schon leicht.

b) Wenn jetzt n + 1 ungerade ist, dann ist m = n + 2 und

rg(x) dx — h"Hf (= 1) oo (6= ) (¢ — ) d,

—-a

denn es ist —a + th = h(t — %n). Den Beweis beendet man in derselben Weise wie
im vergehenden Falle.
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Um Beispiele von allgemeinen Charakter herbeizufithren, betrachten wir die
Newton-Cotesschen Formeln firn = 1, 2, 3, 4 (also m=2,44, 6). Es ist sehr leicht
zu beglaubigen, dass fiir diese n die zustdndigen Ungleichungen aus dem Satz 10
erfiillt sind. Nach diesem Satz ist also méglich die Grenzen (29) zu benutzen:

n=1(m=2)
a a |1 1+ a*
- h* £ J(2n) a,(a) £ — h?
3 ”\/()2()_31——a4\/(1—-a4)
n=2(m=4
16 12 8 4
4a IJ4§\/'(2n)a3(a)§4—a I a'® 4+ 18a'" + 424° + 18a" + 1 "
15 15 (1 — a*)? 1 —a*
n=23(m=4)
5 3a 1 a'® + 18a'? + 424® + 18a* + 1
“ah* £ J(27) 04(a) £ = h*
3 = (27) ou(a) 5(l—a4)3\/< | - a* )
n=4(m=6)
64a 1 64a A
— h® < /(2n) 05(a) £ — — [ —— h®,
21 = V) 5()_6(1 — a%’ 21 \/<1 ~a4>
wo

A =36 + 2740a* + 30988a® + 95260a'? + 95260a'® + 30988a>° + 2740a%* + 36a%®.

Durch das Vergleichen mit den Abschitzungen, die in [2] (siehe (4.1) bis (4.5),
bzw. (4.6)) angegeben sind, ist zu sehen, dass die oberen Grenzen fir n = 1,2, 3
zusammenfallen. Die obere Abschitzung fiir n = 4 wurde in [2] nicht abgeleitet.

6.

Die in dem vorigen Kapitel angegebenen allgemeinen Ungleichheiten begleiten
wir mit folgenden Beispielen.

1) Es sei f(x) = x*¢®*, a = 1; es geht um die Berechnung des Integrales

+ 5 .
1= x3e* dx .
-1

Esist |/ £ € /(2n) und |R,.,(f)] £ € (2n) 0,.:(a) .
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Es sei schrittweise n = 1, 2, 3, 4. Dann geben die klassischen Abschitzungen

Ro(f)] £ f"B) W12 < 08778k
IRs(f)] £ f(3) h*[180 < 3,7830h*
[RAf)] £ fOQ)h*80 < 85117k
|Rs(f)| < 2r©(3) h[945 < 46,6107h° .

lIA

Die Abschitzungen mit Hilfe der Gréssen a,+(}) gegeniiber sind

[Ro(f)] £ 1,3985h%
[Rs(f)] = 1,8702h*
[Ri(f)] = 4,2079h*
|Rs(f)| = 50,2848h° .

2) Essei f(x) = x'%*", a = }. Es geht um die Berechnung des Integrales

I = f x1%" dx .
-4

Esist [f| £ e(2n) und |R,.i(f)| £ e/(27) 0,1 4(a).

Fir n = 3, 4, 5 sind die klassischen Abschiatzungen

[Ry(f)| = 0,7715h*
[Ru(f)] = 1,7359h*

|Rs(1)] < 50,3780A°

die o Abschatzungen sind

[Rs(f)] = 0,6880n*
|R4(f)| £ 1,5480n*
[Rs(f)| < 18,4988h° .
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Souhrn

ODHADY CHYB KVADRATURNICH FORMULI NEOBSAHUIJICI
DERIVACE 11

Joser KOFRON

V druhé &asti prace (viz [4]) je vyjadiena veli¢ina 2ns;, 4(a), a € (0,1), pro p¥ipad
ekvidistantniho rozloZeni uzli kvadraturni formule jako kvadratickd funkce h™
(h je krok, m — 1 je algebraicky stupefi presnosti formule):

m 2”‘7:“(“) =ty 1C? + BpeyC + V=1 -
C=K.h";

K zdvisi na uzité formuli: Je dokdzdn vzorec

an N (X1

m= ‘-(1_ 4)2m1

{(1+a2)2m*i(”"‘)a' (—2)’"'12( Vet

Dile se studuji za pfedpokladu p(x) = 1 v {—a, a) obecné podminky postadujici
k tomu, aby vyraz \/(2,,- ;) . |C| byl hornim odhadem veli¢iny /(27) 6, (a). Tyto
podminky jsou formulovany pro vzorce Newtonovy-Cotesovy v konkrétnim tvaru.
Je uveden téZ dolni odhad veliginy /(27) o, ,,(a):

(1) J(2n) 6,4 4(a) = 2am!|C|,

platny pro kaZdou kvadraturni formuli s ekvidistantnimi uzly a p(x) =

VyloZena teorie je doplnéna konkrétnimi vzorci (II) pro ptipad Newtonovych-
Cotesovych formuli pro n = 1,2, 3,4 (m = 2,4, 4, 6). Vzorce pro n = 1,2, 3 jsou
totoZné se vzorci uvedenymi ve [2].

Zavérem jsou uvedeny dva konkrétni ptiklady a provedeno srovnani s klasickymi
metodami odhadu.

Anschrift des Verfassers: Dr. Josef Kofroni, CSc., Matematicko-fysikdlni fakulta KU, Malo-
stranské nam. 25, Praha 1.
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