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SVAZEK 17 (1972) APLIKACE MATEM ATI KY ČÍSLO 2 

DIE ABLEITUNGSFREIEN FEHLERABSCHÄTZUNGEN 
VON QUADRATURFORMELN II 

JOSEF KOFROft 

(Eingegangen am 21. Januar 1971) 

In dem zweiten Teile unserer Arbeit wird die Grösse 2nan+1(a) im allgemeinen 
Falle als eine quadratische Funktion der Grösse h dargestellt, wo h die Entfernung 
der benachbarten äquidistanten Knoten ist. Der algebraische Genauigkeitsgrad der 
Quadraturformel ist m — 1. Daraus wird eine genügende Bedingung abgeleitet, um 
eine obere Abschätzung der Grösse 2na2

+1(a) in der Form const. h2m schreiben 
zu dürfen. In der Arbeit [2] wurde dies nur für einige spezielle Quadraturformeln 
durchgeführt. Unsere allgemeine Formeln werden auf spezielle Quadraturformeln — 
unter denen auch auf Newton-Cotessche — benutzt. Auch eine untere Abschätzung 
für 2nan + 1(a) wird hier abgeleitet. Um diese Abschätzungen mit den klassischen 
vergleichen zu können, werden einige numerische Beispiele herbeigeführt. 

3. 

Vor allem beweisen wir einen einfachen Ausdruck für die Grösse a2
+1(a). 

Satz 6. Es sei Rn+ x(f) den Fehler der allgemeinen Quadraturformel von der Form 

(1) C'l>(x)f(x) d * ~ I A(
k

n)f(x[n)) = Rn + 1(f) . 
J-« *=° 

Die Funktion f(z) sei im Kreise \z\ < 1 holomorph, für \z\ = 1 stetig und im Inter­
vall < — a, a}, wo ae(0, 1), nehme nur reelle Werte an. Die Funktion p(x) (die 
Belegung) sei eine nichtnegative, messbare Funktion mit konvergentem Integral 
in { — a, a}. Wenn wir Rl+1 das Funktional Rn+1 bezeichnen, das auf die Funktion 
(l — xy)'1 bei festem x wirkt, dann gilt 

(2) 2noU!(«) = R„+1 U:+, ( r r r ) ) ' 
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Beweis. Nach (8) des ersten Teiles dieser Arbeit ist 

oo r~ /»+« oo « o o —i 

2no2
n+1(a) = £ x)(a) + 2 p(x) (£ t,(a) x>) dx - £ A<">( £ r,(a) (4n))J) " 

1 = 0 [_J _fl j = 0 fc = 0 j = 0 J 

-, j V ) (|,,«) ,>) d.+ j ; v,) (to4- ̂  - j ; ; ̂  „, + 

k=o v=o 1 - *r*i J - . 1 - 4 V J-« J - « i - y * 
Es ist ersichtlich, dass die Summe des ersten, des dritten und des letzten Gliedes Null 
gleich ist. 

Somit erhalten wir leicht 

2na2
n+1(a) = C'pfx) Ry

n+1 (—^—) dx - £ A™R>+1 ( * \ = 
J -« \ i - * y / *=<> V1 - y-4 7 

= KM+1 ( R y
n + 1 

1 — xj; 

Hierin haben wir die Tatsache benutzt, dass die Funktion Rl+1(lj(l — zy)) — die 
eine Funktion von z ist — ersichtlich holomorph im Kreise \z\ < 1 und stetig für 
\z\ ^ 1 ist. Damit ist der Satz bewiesen. 
Folgerung: Wenn die Formel (1) vom Gausschen Typus ist, dann gilt on+1(a) -> 0 
für n -» oo. 

Beweis. Die Funktion (1 — xy)~1 ist in den Variablen x, y im Quadrat < — a, a} x 
x < — a, a), a e (0, 1) stetig. 

Weiter benutzen wir die Gleichheit (2) für den Fall der Quadraturformeln (l) 
mit äquidistanten Knoten 

(5) x£° = a(-l + 2k\n), k = 0, 1,..., n ; 

folglich h = 2ajn. 

Die Formel (l) habe den algebraischen Genauigkeitsgrad m — 1 (m ist gerade). 
Von der Funktion f(x) setzen wir voraus, dass sie eine stetige Ableitung vom Grade 
m + 1 hat. Dann gilt nach [3] (die Eulersche Zerlegung des Restgliedes einer Quadra­
turformel): 

(6) rp(x)f(x)dx -E4n)j(4n)) = c r T - » - T - ' X - « ) ] + R„*+1(j) = 
J-« t = ° 

= i"f^(t)K(t)dt. 
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Hierin ist K(t) der Kern des Restgliedes einer Quadraturformel. Für K(t) gilt 

C+a (r _ t)m~l n iVrt) - t\m~l 

(7) K(t) = p(x) g '> dx - ~ A?EW - t) - J 9 - . , 
J r (m - 1)! fc=o (m - 1)! 

wobei 

(8) / 1 , M > 0 , 

E(w) = — i , M = 0 , 

^ 0 , u < 0 , 

(9) C-=lJ+öK(t)dt, 

(10) R:+i(f)=rf(m+i)(t)L(t)dt, 

(11) L(t)=J' [ C - K ( x ) ] d x 

ist. 

Wenn wir die Bezeichnung 

°-^-mш) \x=ą 
y = С 

(n, m sind natürliche Zahlen) einführen, dann erhalten wir unter der Benutzung von 
(2) mit Rücksicht auf (6) und auf (10) die Gleichheit: 

(12) 27iO-„2
+1(a) - C2[I>w-i,w~i(fl, a) - Dm^Um^t{a9 -a) - £>„,_, , m - i ( - a , a) + 

+ Dm_1>m_t(-ö, - a ) ] + 

+ 

•+a 

+ 

e l f (Dm_1 > m + 1 ( a , y ) - _>__,,„, + , ( - „ , y))L(y)dy + 

(Dm+i,m-i(x,a) - Dm+Um_t(x,-a))L(x)dx\ + 

/»+a p + a 

+ ö m + 1 > m + .(x, y) L(x) L(y) dx dy = C 2am_, + C£m_, + y„,_, . 
J — aj — a 

Die folgenden zwei Behauptungen sind für die weiteren Überlegungen nützlich. 

Lemma 1. Es gilt die Gleichheit: 

( 3 ) [Pn,m{a> ü) ~ Dn,n,(a' ~ ö ) j ~ ( A f m ( - 0 > « ) ~ A , , m ( - ^ - fl)] = 
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(, _ a^+n+i L + ( i) J |(i + ) .L ' -^ . j ( m _ n + .}! 

-(l-ar—fi-'h2 ^ ^ 1-
i = o \ / / (m — n + /)!J 

Zum Beweis benutzt man die Gleichheit (19) aus dem ersten Teile dieser Arbeit. 

Lemma 2. Für gerade m gilt 

(4) 
2[(m - I)!]2 

(1 - ay 
- (l + a 2 ) 2 - 1 ! 

m — 1 

_ ( l _ a 2 ) 2 m - l E 

i = 0 \ l 

m — 1 

i = o \ i 

(-0; 

Der Beweis ist evident aus (3) abzuleiten. 

Satz 7. Wenn p(x) = 1 in < —a, a) iSl, .iami gi/f d/e Gleichheit 

oo 

(13) CA,.,. + 7 m - ! = I ( 2 P + m + 2)2 (2p + m + l)2 ... (2p + 4)2 . 
P = O 

. j ( 2 p + 3 ) 2 r°t2p+2 K(t) d t 2 - « ^ + 4 r°K(t) d l ] i . 

Beweis, l) Befassen wir uns zuerst mit dem Koeffizienten ßm-t. Aus der Defini­
tion Dnm(x, y) folgt 

(14) Dm_Um+l(a,y) - Dm.im+1(-a,y) = 

= 2%(2p + m + 2)2(2p + m + l)2 . . . (2p + 4)2 (2p + 3) (2p + 2) a
2p+3y2p+1. 

/>=0 

Analogisch erhalten wir einen ähnlichen Ausdruck für die Differenz Dm+1 ,m~ i(x, ß) — 
- Dm+i,m-i(x, -a). Dann gilt ersichtlich 

(15) ßm-x =4f(2p + m + 2)2 (2p + m + l)2 ... (2p + 4)2 (2p + 3) 
P=o 

.(2p + 2)a 2 " + 3 f ay2p+lL(y)dy. 

2) Für den Koeffizienten ym_i ist sogleich 

(16) ym_t = £ (fc + m + l)2 (k + m)2 ... (k + l ) 2 [ P V L(x) dx I . 
* = o U - - -I 
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(17) 

3) Es gilt die folgende Gleichheit für ungerade k: 

1 
xk L(x) dx 

k + 1 

Für k gerade gilt dagegen: 

C + а л k + 1 Г + а "1 
xk+l K(x) dx - - = — K(x) dx 

(18) xk L(x) dx = 
k + 1 

x * + 1 _ ( x ) d x 

Den Beweis der beiden Gleichheiten führt man mühelos direkt aus der Definition L(x) 

durch. 

4) Es gilt 
p + a 

(19) x p + J K(x) dx - 0 für p gerade. 
J -a 

Beweis. Die Funktion p(x) ist gleich Eins im ganzen Intervall < —a, O>, folglich ist 

(20) K(t) = ^LlJL _ £ A<">E(-a + kfc - t) ( z ^ + fefc ~ 0 ^ ^ 
ml k = o (m — 1)! 

Um nach (20) den Ausdruck (19) zu beweisen, erhalten wir schrittweise: 

1 C + a _ - p + m + 2 m / 2 - l / v i 

(21) a) — ^ + 1 ( a - r ) - d r = - — Y ( m ) l , 
m\J_a m! / = o \2j + 1/ p + m + 1 - 2/ 

denn p, m sind gerade. 

b) Bei der Berechnung des Ausdrucks 

(22) 
(m - 1) 

erhalten wir zuerst 

-a + kh 

- І4n )ҐV+ 1Е(-a + kh- t)(-a 
!*=° i-a 

+ kh - t) d í 

(23) 
(•-a + kh 

tp+1[(-a + kh) - f ] ж - - d í = 

-_ ( _ в + fcfc)-ч-« + Г £ ŕ m ~ Л __ ( - 1 ) I + 

ř = 0 \ i J p + m + 1 — Ï 

a"1 

* = o \ i / p + m + 1 - i 

Wenn i = 0, 1, ..., m - 1 ist, dann ist 

ÍA(
k"\-a + Úl)1 = f V d x = - — 1 [1 + (-1V1 

J - . í + 1 
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und für (22) haben wir 

n p + m+2 f n / j i \ p + m+im-i / _ 1 \ / lV ' + 1 

(24) ^ L _ f £ W _ 1 + _ f \ Z 1» !\ (m — l)! [n = o \ n J ; = o \ / j p + m + 1 — i 

_ < r a / ^ - ' 7 m - 1\ l 

y-o V 2/ j (2/ + 1) (p + m + 1 - 2/) 

wo _ ß[") = 1 ist. 
k = 0 

c) Nach (21) und (24) erhalten wir endlich: 

Í 
+ a 9 p + m + 2 (i (m/2)-l / \ , 

ř " + 1 K ( ř ) d ř = - 2 - J - _ 
(m — l) ! [m j=o \2j + 1/ p + m + 1 — 2/ 

^ i r X p + m + l m - l / i x f _ _ l V " + 1 

+ Z4"1 -1 + - ) i ' ^ i=o \ n J i=o \ i J p + m + 1 — i 

/ 2 ) " l / 

E ( 
У=o v 
j % V 2/ / (p + m + 1 - 2j) (2j + 1)J 

Die Summe des ersten und des dritten Gliedes ist Null gleich, ebenso das zweite 
n 

Glied, nachdem £ B(
k\-1 + 2k /n)P + m + 1 gleich Null ist, da p + m + 1 ungerade 

fc = 0 

ist. Hier haben wir die Tatsache benutzt, dass aus der Symmetrie der Knoten „die 
Symmetrie" der Koeffizienten folgt, d. h., dass A(

n"lk = A(
k\ k = 0, 1, ..., n ist. Damit 

ist (19) bewiesen und daraus folgt nach (18) auch die Gleichheit 

r* + a 

(25) tp L(t) dt = 0 für p gerade . 

5) Die Behauptung des zu beweisenden Satzes erhalten wir schon leicht mit der 
Hilfe (15), (16), (17) und (25), wenn wir in (16) k = 2p + 1 einsetzen. 

Aus (12) und aus dem Satze 7 folgt gleich 

Satz 8. Es sei p(x) — 1 in < —a, a>, a e (0, 1) und (l) sei die gegebene Formel mit 
den äquidistanten Knoten (5). Der algebraische Genauigkeitsgrad der Formel (l) 
sei m — 1 (m gerade). K(t) sei in < —a, a> die durch den Ausdruck (20) gegebene 
Funktion. Der Ausdruck C2aw_t ist die obere Grenze für die Grösse 27ra2

+l(a), 
wenn die Ungleichheit 

(26) (2p + 3)2 I" f+V'+ 2 K(t) dt] ' - a4p+4 r*K(i) dtT = 0 

für alle ganzen Zahlen p = 0, 1, . . . erfüllt ist. 
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Die dazu notwendige und hinreichende Bedingung ist 

(27) cßm-t + T , - i _ 0 . 

(27) ist auch für eine beliebige, messbare Funktion p(x) = 0 mit konvergentem In­
tegral in < —a, a> gültig. 

Satz 9. Die Voraussetzungen des Satzes 8 seien erfüllt. Dann gilt die Abschätzung 

(28) 2no2
+l(a) = [2am! C]2 . 

Wenn auch (27) erfüllt ist, so gilt 

(29) 2am! |C| = V(2;r) <rn+1(a) = V(am_1) |C| 

wo am_! _ 0 ist. 

Beweis . Ersichtlich ist 

oo 

Dm_1,m_1(x, y) = %(q + m - 1 ) 2 (q + m - 2)2 ... (q + l ) 2 (xy)2 . 
q = 0 

Aus der Definition am_ x (siehe (12)) haben wir, wenn wir q = 2p + 1 in (12) einsetzen: 

(31) a w - i = 4 f (2p + m)2 (2p + m - l )2 . . . (2p + 2)2 a4*+2 , 

/> = 0 

folglich ist am_! = 0. 

Weiter ist nach (12), (30), (13) und (9), nachdem wir q = p — 1 in (30) einsetzen: 
oo 

27r<72
+1(a) = 4 C V £ (2q + m + 2)2 (2« + m + l )2 . . . (2g + 4)2 a4(i+4 - . . . = 

- 4 a 2 C 2 ( m ! ) 2 + . . . 

Damit ist der Satz bewiesen, nachdem die übrigen Glieder positiv sind. 

Lemma 3. Es sei für die Formel (1) m — 1 der algebraische Genauigkeitsgrad 

(m ist gerade), p(x) = 1 in ( — a,a},ae (0, l). 

Dann gilt 

(31) c = h-
m\ 

" ?îm 

(31) c = h-
m\ m + 1 * 

n 

wo h = 2я/и, X вkг) 

k = 0 

= 1 fsř. 

_ 4 И ) H , 
k = 0 

Den Beweis führt man aus der Definition C (siehe (9)) und aus (20) nach einer 
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Berechnung her. Es ist nun vielleicht zweckmässig zu bemerken, dass die Gleichheit 

/» + a (*-2a + kh 

E(-a + kh - t)(-a + kh - t)"1-1 dt = - \ E(u)um~1du = 
J -a J kh 

- km(2a)m _ kmhm 

nmm m 

im Beweis nötig ist. 

B e m e r k u n g 1. Die angegebenen Ergebnisse (hauptsächlich die Ungleichheit 
(29)) sind auch für die verallgemeinerten Quadraturformeln gültig, d.h. für die 
Quadraturregeln, die durch die r-malige Benutzung (r ist die natürliche Zahl) der 
ursprünglichen Regel im gleichen Intervall < — a, a} entstehen. Aus dem vorgehenden 
Satze 9 folgt für den speziellen Fall der Newton-Cotesschen Formeln der 

n 

Satz 10. B^ seien die Koeffizienten der Newton-Cotesschen Formel, ]£ B^ = 1. 
fc = 0 

Wenn für (n + 1) gerade die Ungleichheit (32) (m = n + l) bzw. die Ungleich­
heit (33) für (n + 1) ungerade (m = n + 2)für alle Zahlen p = 0, 1 , . . . erfüllt ist, 
dann stellt der Ausdruck C2am_ t aus (12) die obere Grenze der Grösse 2nal+1(a) dar. 

(32) (n + l)ln*+> 

2" + 1(2p + n + 3) (2p + n + 2 ) . . . ( 2 p + 4) j* t(t - l ) . . . ( . - «) dt 

r ' . M . 1 + ^ S 1 , 
[2p + n + 4 k = o \ n J 

(33) (" + 2 ) ' " " + 3  

dt 

' \ 2J 
2k\2p+n+4-

2"+2(2p + n + 4)(2p + n + 3) . . . (2p + 4) í"ř(í - l) ... (ř - n) (t - - ) 

•\^—,-Ív (-' + -) 
|_2p + n + 5 fc=o \ ny 

< 1 . 

Beweis. Weil K(t) nach [3] im Falle der Newton-Cotesschen Formel nicht positiv 
ist, genügt es an der Stelle (13) die Ungleichheit 

(34) (2p + 3) f °t2p+2 K(t) dt - a2p+2 f °K(t) dt ^ 0 
J —a J —a 

zu benutzen. Vor allem geben wir der Ungleichheit (34) die neue Form 

(35) r ° [ ( 2 p + 3) ( 2 p + 2 - a 2 " + 2 ] K(t) dt ^ 0 . 
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Jetzt betrachten wir den Ausdruck in den eckigen Klammern in (35) als die m-te 
Ableitung einer Funktion cp(t); es gilt also 

ę(m)(t) = (2p + 3) í 2 p + 2 - a 2p+2 _ „2P + 2 

Hieraus 

r/ "- t>(r)=(2p + 3) 
2 p + 2 + i a2p+2ť 

+ Pi-l(t), 
(2p + 3) (2p + 4) . . . (2p + 2 + i) 1.2 i 

wo P£_1(r) ein beliebiges Polynom vom Grad i — 1 ist. Wenn i = m ist, erhalten wir 
nach Einsetzen Pm_ ,(f) = 0: 

(2p + 3)! t2p+m+2 a2p+2tm 

ф(t) 
(2р + m + 2)! m: 

Dann gilt für R„ + l(<p) nach (6) 

(36) f + V m ) (t) *(<•) df = f" [________!__!! _ a2p+2 _ ] d _ 
J - . J - . L (2p + m + 2)! ml] 

X 4 И ) •(2p + 3 ) ! Q n 2 p + m " 2 _ flí,+2___ 
(2p + m + 2)! »«! m П-

wo t["\ k = 0, 1, ..., n die Knoten der Formel (5) sind. Führen wir in (36) die Integra­
tion aus, dann erhalten wir 

(37) (2P + 3 1 ! f 2ü~P __ V Ä(")(t(n)\2p + m + 2 _ 
V (2p + m + 2)! [_2P + m + 3 _S_ * V k ; 

a 2 р + 2 Г 2 a w + 1 

m! m + 1 fc^o 
Z 4 и ) ( t í и ) ) m 

Wenn wir Rücksicht auf die Form des Restgliedes der Newton-Cotesschen Formel 
nehmen, haben wir sogleich 

9 2p + m+2> n 

(38) - i f - 14->(4" ))2"+m+2 = 

2p + m + 3 t=o 

_ (2p + m + 2) (2p + m + l) . . . (2p + 3) £2p+2 Q(x) áx 

wo c_ e < —a, a> ist. Weiter ist 

__(x) = co(x) für n + 1 ungerade , m = n + 2 , 

= x co(x) für n + 1 gerade , m = n + \ , 

co(*) = П > - * П -
i = 0 
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Es gilt auch 

(39) 2a m+ í n 

- _ 4 Ж л ) ) m = Ц*)d 
771 + 1 Jt = 0 

Nach (38), (39) und (37) für (36) ist ersichtlich 

í V m ) ( t ) Щ dí = — I +ӣQ(x) àx [(2p + 3) Єp+2 ~ Ö2 P + 2 ] 
J-« m ! J - « 

gültig. 

Es gilt (siehe (3)) J_^ £>(x) dx :g 0. Somit genügt es, die Richtigkeit der Ungleich­
heit 

7 2p + 2 

(40) z2p+2 < für p = 0, l , . . . 
(2p + 3) 

beweisen. Aus (38) ist zu sehen, dass (40) der folgenden Ungleichheit gleichwertig ist: 

lm\ n
m+l 

(41) _ _ _ . 

ß(x) dx(2p + m + 2) (2p + m + 1) ... (2p + 4) 

[ i n / ji\2p + m + 2-l 

--IW-1+-) =1-
2p + m + 3 it=o \ n J 

Berechnen wir jetzt J+" Q(x) dx. Es gilt co(x) = /i"^1 r(r - 1) ... (t - n), wo x = 
= — a + th ist. 

a) Es sei n + 1 gerade, dann ist m = n + 1 und 

ß(x) dx = //', + 2 t(t - 1) ... (t - «) d t . 
a J 0 

Hieraus und aus (41) folgt (32) schon leicht. 

b) Wenn jetzt n + 1 ungerade ist, dann ist m = n + 2 und 

ß(x) dx = hn + 3 I f(* - 1) ... (t - n) (; - in) d t , 

denn es ist — a + tli = /?(t — |n ) . Den Beweis beendet man in derselben Weise wie 
im vergehenden Falle. 
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5. 

Um Beispiele von allgemeinen Charakter herbeizuführen, betrachten wir die 
Newton-Cotesschen Formeln für n = 1, 2, 3, 4 (also m = 2, 4, 4, 6). Es ist sehr leicht 
zu beglaubigen, dass für diese n die zuständigen Ungleichungen aus dem Satz 10 
erfüllt sind. Nach diesem Satz ist also möglich die Grenzen (29) zu benutzen: 

n = 1 (m = 2) 

\*^°^-\^K^)h> 
n = 2 (m = 4) 

4«,. //n, , v ̂  4a 1 / /a 1 6 + 18a12 + 42a8 + 18a4 + 1 
— h < J(2n) oJa) < — / — 

15 - V V } 3V } 15(1 - a4)3\/V 1 - a4 

n = 3 (m = 4) 

5 i 4 ^ / / ^ / w 3 « * / /a 1 6 + 18a12 + 4 2 a 8 + 18a4 + 
a/r ^ N/(27r) cr4(a) g 

U4 

f,4 

3 ~ v v 7 v 7 " 5 (1 - a4)3 V V - " a4 

n = 4 (m = 6) 

64a . fi //^ \ / \ ^ 1 64a / / A \ , f. 
— /i6 < J(2n) o5(a) < —— /( ) /?6 , 
21 - VV 1 5V 1 - ^ __ a y 2 1 ^ _ a4J 

A = 36 + 2740a4 + 30988a8 + 95260a12 + 95260a16 + 30988a20 + 2740a24 + 36a28 . 

Durch das Vergleichen mit den Abschätzungen, die in [2] (siehe (4.1) bis (4.5), 
bzw. (4.6)) angegeben sind, ist zu sehen, dass die oberen Grenzen für n = 1, 2, 3 
zusammenfallen. Die obere Abschätzung für n = 4 wurde in [2] nicht abgeleitet. 

Die in dem vorigen Kapitel angegebenen allgemeinen Ungleichheiten begleiten 
wir mit folgenden Beispielen. 

1) Es sei /(x) = x5e2x, a = \\ es geht um die Berechnung des Integrales 

I = I x5e2x dx . 

Es ist | | /1 | g e2 V(2TT) und \Rn + 1(f)\ S e2
 X/(2TT) on + 1(a) . 
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Es sei schrittweise n = 1, 2, 3, 4. Dann geben die klassischen Abschätzungen 

1*2(01 ^ /*(i) lt2/12 ^ 0,8778h2 

| R 3 ( / ) | ^ T4)(i) h4/180 g 3,7830h4 

| « 4 ( / ) U fW(i) l»4/80 ^ 8 , 5 U 7 h 4 

| R 5 ( / ) | g 2/ ( 6 )(i) h6/945 ^ 46,6107h6 . 

Die Abschätzungen mit Hilfe der Grössen o-„ + i( | ) gegenüber sind 

\R2(f)\ ^ 1,3985h2 

| R 3 ( / ) | g 1,8702h4 

| R 4 ( / ) | ^ 4,2079h4 

\Rs(f)\ ^ 50,2848h6 . 

2) Es sei/(x) = x 1 0 e* , a = | . Es geht um die Berechnung des Integrales 

-ír áx 

Es ist Hfl ^ e V(2TT) und |1vn + 1(f)| ^ e V( 2^) ^ + i ( « ) • 

Für n = 3, 4, 5 sind die klassischen Abschätzungen 

|Ä 3(/) | S 0,7715/I 4 

|R 4 ( f) | ^ 1,7359/i4 

|K5(f)| ^ 50,3780/z6 , 

die a Abschätzungen sind 

|K3(f)| S 0,6880/i4 

|R 4 ( f) | ^ l,5480/i4 

|R 5( f) | S 18,4988/z6. 
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S o u h r n 

ODHADY CHYB KVADRATURNÍCH FORMULÍ NEOBSAHUJÍCÍ 
DERIVACE II 

JOSEF KOFROŇ 

V druhé části práce (viz [4]) je vyjádřena veličina 2na2
+1(a), a e (0,1), pro případ 

ekvidistantního rozložení uzlů kvadraturní formule jako kvadratická funkce hm 

(h je krok, m — 1 je algebraický stupeň přesnosti formule): 

(I) 2n<j2
n + 1(a) = a ^ C 2 + /?m_!C + yM-i , 

C = K . hm ; 

K závisí na užité formuli: Je dokázán vzorec 

2[(m - l ) ! ] 2 

(II) a»-i = 
(1 - a4) 4\2m-l 

(1 4- a2)2m~™^ (m j\2a2i - (1 - a2)2"1"1^ í™ . 1 Y ( - 1 ) ' a2i\ . 

Dále se studují za předpokladu p(x) = 1 V ( - Í Í , Í I ) obecné podmínky postačující 
k tomu, aby výraz yj(am-i). |C| byl horním odhadem veličiny yj(2n) crn+1(a). Tyto 
podmínky jsou formulovány pro vzorce Newtonovy-Cotesovy v konkrétním tvaru. 

Je uveden též dolní odhad veličiny yj(2n) crn+1(a): 

(III) J(2n)cin+1(a)^2am\\C\) 

platný pro každou kvadraturní formuli s ekvidistantními uzly a p(x) = 1. 

Vyložená teorie je doplněna konkrétními vzorci (II) pro případ Newtonových-
Cotesových formulí pro n — 1, 2, 3, 4 (m = 2, 4, 4, 6). Vzorce pro n = 1, 2, 3 jsou 
totožné se vzorci uvedenými ve [2]. 

Závěrem jsou uvedeny dva konkrétní příklady a provedeno srovnání s klasickými 
metodami odhadu. 

Anschrift des Verfassers; Dr. Josef Kofron, CSc, Matematicko-fysikální fakulta KU, Malo­
stranské nám. 25, Praha 1. 
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