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SVAZEK 14 (1969) APLIKACE MATEMATIKY CisLo s

KONVERGENCE METODY KONECNYCH PRVKU PRO OKRAJOVE
PROBLEMY SYSTEMU ELIPTICKYCH ROVNIC

ALEXANDER ZENSEK

(Doslo dne 28. bfezna 1968, piepracované dne 6. Cervence 1968)

V roce 1943 navrhl CourANT ([1]) pfibliznou metodu pro feSeni okrajovych
problému eliptickych rovnic, kterd je teprve v posledni dobé podrobena hlubSimu
teoretickému zkoumdni (viz napf. [2], [3]). Jde o variaéni metodu, ve které se hledd
priblizné feseni na tfidé spojitych a po cdstech linedrnich funkci. Praktické uziti
této metody vyZaduje velmi vykonnych samodinnych pocitaci.

Nezdvisle na tom byla v poslednich dvandcti letech (po&inaje praci [4]) vyvinuta
v inZenyrskych aplikacich mechaniky kontinua velmi Uspé$nd pfibliznd metoda,
nazyvand obvykle metoda koneénych prvka, jejiz podstata je shodnd s Courantovou
metodou: na jisté tfid€ spojitych a po Cdstech polynomickych funkci se hledd mini-
mum kvadratického funkciondlu celkové potencidlni energie. (Ndzev metoda ko-
neénych prvkid — the Finite Element Method — vznikl z toho, Ze v aplikacich této
metody se rozkladd dané kontinuum na koneény pocet geometricky jednoduchych
prvkl, na kterych se pomoci polynomickych funkci modeluji elastické vlastnosti
kontinua.) A&koliv o metod& kone&nych prvkii byly napsdny desitky praci (tém&F
vy&erpdvajici seznam viz [5]), otdzkou konvergence této metody se hloubgji zabyvd
teprve [6].

V této préci dokazuji konvergenci metody koneénych prvké v prostoru [ Wi (V)"
pro variacni problém, na ktery vede okrajovy problém systému eliptickych parcidlnich
diferencidlnich rovnic 2. fddu (1)—(3). ([WiP(V)]" = WD(V) x ... x WiD(V)
je kartézsky soucin m prostort WiP(V) vech funkei, které se svymi zobecn&nymi
prvnimi parcidlnimi derivacemi ndleZi do prostoru L,(V') viech redlnych kvadraticky
integrovatelnych funkci na oblasti V = E,.) Jako v [2], [3], [6] se zde pracuje
s tfidou spojitych a po ¢adstech linedrnich funkci, okrajové podminky jsou zde vSak
obecn&j§i a pomoci v& dokdzanych v [7] Ize dokdzat, Ze uvedené vysledky plati
i pro tiidu spojitych a po &istech polynomickych funkci vyssich stupiiti. Rdd kon-
vergence je v tomto pripad¢ lepsi nez u funkci po ¢dstech linedrnich. VSechny zde
uvedené vysledky se daji pfenést do trojrozmérného prostoru E;; to bude vSak
obsahem jiné prdce.
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I. Necht V je kone¢nd jednoduse (&i vicendsobng) souvisld oblast dvojrozmérného
prostoru E,, jehoZ body x jsou uréeny kartézskymi soufadnicemi x,, x,, a B jeji
hranice. Uvazujme v oblasti V ndsledujici okrajovy problém systému m parcidlnich
rovnic 2. fddu pro m funkci uy, ..., u,,:

0x; 0x;

(2) [uk]b‘l = Fy,

0
(3) [,mk + ad auy VJ] =g,
ox B,

i

kdei,j=1,2ak,l = 1,..., m. (Zde i naddle uZivdme pro indexy i, j, k, [ zkrdcené

sumacéni symboliky: s¢itdme podle téch indexit i, j od 1 do 2 resp. k, [ od 1 do m,

které se vyskytuji ve vyraze dvakrdt. Horni indexy ddvdme do zdvorek, abychom

je odlisili od exponentii.) Symboly v; zna&i slozky vektoru vng&jsi normdly hranice B.
Pfitom pfedpokldddme:

1. Funkee al§”, (9/ox,) ali", ¢*Y, f, jsou spojité na ¥ = V U B, funkce F, spojité
a ohrani¢ené na By, funkce g, spojité a ohraniené na B,; B = B, U B,.

2. Funkce ¢ je spojitd a ohraniend na B, a plati pro ni
(4) [¢]s, = 0.

3. Plati relace symetri¢nosti
) gl = ald = g | D =

4. Existuje takovd konstanta u > 0 a takovd spojitd funkce ¢ = 0 na V, Ze pro
libovolnd &isla 1\, 1, plati

(k1) (k) (1 (k) 4(k
(6) al§Prord = e
(7 Dty = ety

Pfitom v pfipadé¢ B, = 0, ¢ = 0, jestlize neplati ¢*V =0 (k,I = 1, ..., m). pfed-
pokldddme, Ze ¢ > 0 na mnoZiné V, < V.

JestliZe By =0, 6 =0, ¢<*» =0 (k, I = 1,...,m), potom se probiém (1)—(3)
redukuje na Neumannav problém. V tomto pfipadé nutnou podminkou pro existenci
feSeni je platnost vztahil

(8) jfde+J‘gkdB=0 (k=1,...,m).
v B
JestliZe feSeni Neumannova problému existuje, je uréeno aZ na aditivni konstantu.
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Tuto nejednoznacnost odstranime pozadavkem

9) fvudezo (k=1,...m).

Systém funkei (wy, ..., w,) budeme stru¢n& znacit w a nazyvat vektorem. Pro
normu vektoru w e [L,(V)]" = Ly(V) x ... x Ly(V) plati

llwl|[2L1(V)]n- = f w.wdlV :J
v

kde te¢kou mezi vektory znacime skaldrni soucin.
Operdtor A homogenniho okrajového problému pfislusného k (1)—(3) (resp. (1),
(3) resp. (1), (3), (9) v ptipadé B; = 0)

~ 0 ou
(du). = — — <af.’;.’) _l> + ¢y = £,
J

Ox; 0x;

m
W Wy, dV = Z Hwkuiz(") ’
v k=1

(10)
[u]s, =0, I:auk + afyd i vj:l =0
B>

0x;

je positivng definitni. (V piipadé B, #+ 0 to snadno dokdZeme pomoci vztahu (16)
a zobecnéné Friedrichsovy nerovnosti — viz [8], str. 203, vztah (2) nebo [ 11], str. 198.
V piipadé B, = 0 to dokdZeme metodou obdobnou metodé uvedené v [8], §§ 30, 31.)

Protoze operdtor 4 problému (10) je positivng definitni, mtZeme uZit postupu
uvedeného v [9], § 18 (viz téZ [11], str. 208) a s uZitim pfedpokladu (5) dokdzat,
7e klasické YeSeni problému (1)—(3) (pokud existuje) minimalizuje funkciondl

(11) 11(w) = 15(w) — f

wifi dV — J wigi dB

v B

na tiid€ 7 viech vektorti w e [Wi"(V)]™, jejichZ slozky w, ..., w,, spliluji okrajovou
podminku (2). (Je-li By =0 a nejde-li o Neumann@v problém, potom 7 =
= [W(V)]"; v piipadé Neumannova problému je J mnoZina téch vektord
z [WiP(V)]™, které splituji (9).)

Forma E je definovdna takto:

(12) E(v.w) = alsd 9oy Owy + ¢ pw, )dV + | ovow, dB,
/ v axi axl B>
(13) E(w) = E(w, w) .

V dalsim budeme jesté potiebovat formy 2 a D definované takto:

(14) (o, w) = j a0 % O 4y ) = 9w, w),

ij
v 0x; 0x;
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(15) Dow) = [ ZEMeqy. Dw) = Dw,w).
v 0x; 0x;

Kvadratickd forma D(w) je zndmy Dirichletv integrdl, pro ktery plati v dasledku (6):

(16) PD(w) = p D(w) .

Z (5), (6), (7), (12), (13) plyne, Ze forma E m4 vlastnosti:

(17) E(w) >0, E(v,w)= E(w,v),

(18) o« E(v, w) = E(awv, w), E(u,v + w) = E(u, v) + E(u, w),
(19) E(aw + pw) = o E(v) + > E(w) + 2a E(v, w),

kde u, v, w jsou libovolné vektory z [Wi"(V)]™ a a, 8 libovolnd redlnd &isla. Dalsi
vlastnosti formy E jsou uvedeny v lemmatech 1, 2.

Lemma 1. Necht vektor & minimalizuje funkciondl IT(w) na tfidé . Je-li B, = 0,
potom pro we [Wi(V)]™ plati

(20) me=j

wf, dV + j w,g, dB .
v

B

Necht v pFipadé B, # 0 jsou sloZky 4, (k =1,..., m) vektoru i@ spojité na V a ma-
Jji ve Vohranicené a témér vSude spojité parcidlni derivace druhého rFddu a necht
V se da vyjddFit ve tvaru sjednoceni konecného poctu oblasti V, (r =1,..., n), PpFi-
dem? kaZdd oblast V, je hvézdnd vzhledem ke kaZdému bodu néjakého kruhu K, <
< V,'). Potom pro we [Wi"(V)]" plati

(21) qm@:j

w.f, dV + j wigy dB + d(w),

|4 B>
kde
(22) P(w) = J weaP oty v;dB,
By 6 i
takze _
(23) |o(w)| < CH”’H[LZ(BM"H

kde konstanta C nezdavisi na vektoru w.

1y Rikame, Ze oblast V je hvézdna vzhledem k bodu x € V, jestlize kazda polopfimka vy-
chézejici z tohoto bodu protne hranici oblasti ¥ pouze v jednom bodg.
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Dukaz. ProtoZe I1(i) je minimdlni na t¥id& 7, plati
(24) 5 11(i) = [ﬂ (i + m]):, ~0
de =0

pro viechny vektory 4 = v — i, kde ve 7. Z (24) plyne dle vztahti (11) a (19) snad-
nym vypoctem

(25) E(d. ) - j

\
14

NefedV + j‘ Mgr dB .

B

Je-li B, = 0, potom § = v — dieJ. V piipadé, Ze nenastdvd situace c*" = 0,
o = 0 (4j. nejde o Neumann@v problém), je 7 = [W§"(V)]". Zbyvd probrat Neu-
manniv problém. Necht w je libovolny vektor z [ W§"(V)]™ Necht K = (K4, ..., K,,)
je takovy konstantni vektor (zdvisly na w), 7e % = w + Ke 7, tj.

kadV=j(wk+Kk)dV=0 (k=1,...m).
vV 14

Potom dle (25) plati (E = 2)
D(a, w) =J WS dV + j g, dB .
14 B

Vzhledem k (14) plati
D(a, ®) = (i, w)
a z (8) plyne

f W fe dV + J wgy dB = j wifi dV + J weg, dB .
v B v B

Z poslednich tfi vztahti dostdvame

9, w) = f

kak dVv + J’ Wik dB.
v

B

Dokdzeme (21). ProtoZe di,[0x; € W3(V), n, € WiD(V), mizeme uZit lemmatu 1
uvedeného v [8], § 36, podle kterého pro dvé funkce u e WiV(V), ve WiV(V) plati
(je-li V sjednocenim konecného poctu hvézdnych oblasti)

5
u f.id[/:-J'vﬂdV—i- uvv; dB .
v 0X; v 0X; B

J

Odtud a z (12) plyne

0 R
(26) E(i, n) = j nald a_:_'vde +'[ nkfde+j o, dB
i | 4 By

B i
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kde jsme pro struénost poloZzili

(27) - (2‘") FE = (=1, m).
Xj

ProtoZe [n,]s, = 0, dostdvdme z (25) a (26)

~

7 . 0
(28) f n{fe = f)dV +j m(fmk + afh a& v — gk> dB =0.
4 B,

X;

AN

Oznaéme symbolem M, mnoZinu viech vektort we [W"(V)]" spojitych na
které nabyvaji na hranici B nulové hodnoty. Potom je M, = J,, kde 7,
={n:n=v— & veT}. Dle(28) plati pro kazdé ne M,

Il

(29) J m(e — f)dv=0.

Nyni uZijeme ndsledujiciho lemmatu, kterd se dokdZe podobnym zplGsobem jako
zakladni lemma varianiho podctu:

Necht [,nf dV = 0 pro libovolnou funkci n e Wi"(V) spojitou na ¥, pro kterou
[n]s = 0. a pevnou funkci f tém&f vsude spojitou ve V. Potom funkce f je ekvi-
valentni nule.

Dle piedchozich ptedpokladii jsou funkce f, — fi (k=1,...,m) tém&f viude
spojité ve V; takZe z (29) plyne

(30) fo~feve Vo (k=1,...,m).
ProtoZe funkce i, (k = 1, ..., m) jsou na B, zcela libovolné, plyne z (28) a (30)

A
(31) il + aﬁ'}')gﬂ vi~gena B, (k=1,...,m).

13

Stejnym zpiisobem jako jsme upravili E(d, ) mtZeme upravit E(d, w), kde we
e [WiP(V)]", na tvar

E(d, w) = j wof, dV + j
v

B

01l il
wy (ot + afs? b v;)dB + | walP gt v;dB.
3 0 B 0

i i

Odtud a z (30) a (31) plyne (21) a (22). Vztah (23) plyne z toho, Ze dle Sobolevovych

vét (viz napt. [8], § 22, pozndmka k v&t& 3) funkce z WiP(V) ndlezi téz do Ly(B,).
Lemma 2. Necht jsou splnény piredpoklady lemmatu 1. Potom pro kaZdy vektor

we [WiP(V)]" plati

(32) (w) — 11(d) = 1E(i — w) + O(w — &),
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kde funkciondl & je ddn vztahem (22). Je-li B; = 0 nebo je-li w pFipustny vektor,
tj. we T, potom se (32) zjednodusi na tvar

(33) (w) — I(d) = 3E(& — w).
Dukaz. Vztah (32) je zobecndnim podobného vztahu ze [6]. Dle (11)
(34) H(w) — H(ﬁ) = %E(w) - %E(ﬁ) - J,

kde jsme polozili
J =J(wk - ﬁk)fde+f (we — @) g, dB.
14 B2

Pomoci vztaht (18) a (19) upravime (34) na tvar
I(w) — II(#) = 3E(d — w) + E(d,w — i) — J .
To je viak jiz vztah (32), protoZe podle (21) je
E(d,w—d)=J+ &(w — &).

Vztah (33) plyne z (20) a (22).

II. Naddle se budeme zabyvat variaénim problémem funkciondlu (11) pouze
pro ty oblasti V, jejichZ hranice je mnohouhelnik. (Je-li V vicendsobné souvisld,
potom i hranice ,,otvori* jsou mnohothelniky.)

Necht {M{™} je posloupnost d&leni mnoziny ¥ = ¥ U B na uzaviené trojihelniky,
kterd md tyto vlastnosti:

4) V=UT", MP = (10,7, T}
r=1

(B) Kazdé dva trojuhelniky z M{” (n = 1,2, ...) jsou bud disjunktni nebo maji
spoleény vrchol nebo maji spoleénou stranu.

(C) Cist B, hranice B se da vyjadfit ve tvaru sjednoceni nékterych stran nékterych
trojithelnikt déleni 9.

(D) lim h, = 0, kde h, je délka maxim4lni strany v déleni 9.

(E) 2@, < m — «, kde 2Q, je maximdlni Ghel v déleni M{” a « je pevny uhel,
pro ktery plati 0 < o < 27/3.

Vrcholy trojihelnikt mnoZiny M (n = 1, 2, ...) nazveme uzlovymi body d&leni
M.

Dale definujeme posloupnost {smg”} déleni mnoZiny V na uzaviené trojuhelniky:
vlastnosti (4)— (D) ziistdvaji beze zm&ny, vlastnost (E) nahrazujeme vlastnosti (E):

(E) 9, = a > 0, kde 9, je minimédlni tGhel v d&leni MY’ a « je pevny thel.
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Uzlovymi body déleni M3” nazveme vrcholy trojihelniké a pilici body stran
trojuhelniktt mnoZiny ING.

Symbolem F (s =1,2;k =1,..., m) budeme znaéit spojitou funkci, kterd
m4d na &dsti B, hranice B tyto vlastnosti:

1. V kazdém uzlovém bod& d&leni M, ktery lezi na By, je F") = Fy, kde F, je
funkce z okrajové podminky (2).

2. Na kazdé strané trojiihelnika z 9™, kterd leZi na By, je funkce F" polynomem
nanejvys s-tého stupng. (Tento polynom je jednoznaén& urden hodnotami funkce F,
v uzlovych bodech, které lezi na této strang.)

Ke kazdému déleni img.”) ptitadime v piipadé B, = § tzv. ndhradni okrajové
podminky na B,:

(24.9) wils, = FO (k=1,...,m).

Véta 1. Nech? 2™ je mnoZina vsech spojitych funkci na V, které jsou na kazdém
trojithelniku déleni IM™ (s=12n=12 ) polynomy nanejvys s-tého stupné.
Necht v pfipadé B, + 0 je 2% mnoZina vsech funkei z P®, které splituji okrajovou
podminku (2,,) pro k-tou sloZku (k = 1,..., m). Potom:

1. V pfipadé B, + 0 existuje privé jeden vektor w™ e [2]n = 2™ x ... x
x PO, ktery minimalizuje funkciondl (11) na [2]s.

2. V pfipadé B = B,, ¢V = 0, ¢ = 0 existuje prdvé jeden vektor w™ e [2"]™,
ktery na této mnoZiné minimalizuje funkciondl (11) a splnuje vztah (9).

3. V pfipadé B = B,, kdy nenastdvd situace ad 2., existuje prdvé jeden vektor
w® e [PM]", ktery na [21" minimalizuje funkciondl (11).

Ditkaz. Vétu dokdZeme zobecnénim postupu naznadeného v [7]. Nechz p je pocet
uzlovych bodi d&leni M a g podet uzlovych bodd, které nelei na B,. Odislujme
uzlové body 4, (r = 1, ..., p) tak, aby

A, ¢B, (r=1,...,q9), A€eB, (t=q+1,..,p).
Necht pro funkce ¢, € 20 (r = 1, ..., p) plati
(35) 0(4) =26, (rnt=1,..p),
kde 6, e Kroneckerovo delta. Jestlize w € [2{"]5, potom
q »
(36) Wy =r;1<xﬁk)(p,, + ':; 1Fk(A,) o, (k=1,...m)),

kde o) jsou n&jakd redlnd &isla. Dosadime-li (36) do (11), vidime, Ze I1(w) je na

[9’?’]'5‘ kvadratickou funkci mq parametri oV, ..., ol

q m q m
(37) maw) =Y ¥ b&a®al? + 3 3 bPu® + by .
r=1k=1

re=1 k,l=1
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Jestlize w e [2(]", potom g = p; v (36) odpadd druhy &len, v linedrnim &lenu
funkce (37) jsou obecné jiné koeficienty a b, = 0.

Abychom tvrzeni véty dokdzali, staci dokdzat, Ze kvadratickd forma v (37) je po-
sitivn€ definitni (potom funkce (37) nabyvd minima v jediném bodg& ({", ..., &™)).

V pfipadé 1. je snadno vidét, Ze kvadratickd forma v (37) je totoZnd s kvadratickou
formou E(w), jestlize w e [2], kde [2(]}" zna&i mnoZinu téch vektort z [2]",
které spliiuji na B; homogenni okrajovou podminku. V piipad& B, # 0 stadi tedy
dokdzat positivni definitnost formy E(w) na [2{"];". Dle (17) plati E(w) > 0. Necht
E(w) = 0. Z (12)—(16) plyne, Ze w = konst. na kazdém trojuhelniku z MM™. Protoze
w je spojity vektor na ¥V a na B, je roven nule, plyne odtud, Ze w = 0.

Dile je snadno vidét, Ze v piipadé B = B, (¢ = p) je kvadratickd forma v (37)
totoznd s kvadratickou formou E(w), jestlize we [2{]™. V pfipadé 2. stadi tedy
dokdzat, Ze forma Z(w) je positivng definitni na mnoZing viech vektorat w z [2™]",
které splituji vztah (9). Dle (17) plati 2(w) > 0. Necht 2(w) = 0. Z (14)—(16) plyne,
7e w = konst. na kazdém trojuhelniku z M. ProtoZe w je spojity vektor na V,
plyne odtud a z (9), Ze w = 0.

V piipadé 3. sta¢i dokdzat, Ze forma E(w) je positivng definitni na [2{"]". Budeme
rozliSovat dva pfipady:

a) ¢ * 0; v tomto pfipadé ¢ > 0 na B; = B,, kde mes B; > 0. Necht E(w) = 0;
potom jako dfive w, = K, = konst.; z E(w) = 0 ddle plyne, Ze [ oww, dB =
= [p,0dBYK; = 0; tedy w = 0.

b) ¢ = 0; v tomto piipadé ¢ > 0 ve V; = V, kde mes V;, > 0. Necht E(w) = 0;
potom w, = K, a YK} [y, cdV < [, ¢(*PKK,dV = 0; tedy w = 0.

Vektor w™ budeme nazyvat pfibliZnym feSenim variaéniho problému funkciondlu
I1(w), které piislusi déleni M.

II V daldéim ukdZeme, Ze posloupnost {w™} pfibliznych feSeni konverguje

k feSeni @ variaéniho problému funkciondlu IT(w) v norm& prostoru [Wi"(V)]"
dané vztahem

(@) w0 = j wowav s on) = § [ [[stars by -

< 2 g Owy 2 < 2
== Z [f Wy, dv + Z J‘ <—‘——> dV] = Z “WkHWZ“’(V) .
k=1 Jy i=1 Jy \0x; K=1

DokdZeme, Ze fdd konvergence v této normée je v pfipadé obecnych nehomogennich
okrajovych podminek na B; O(h{*"/*) a v piipad¢ homogennich okrajovych
podminek na By & By = 0 O(h}).

Lemma 3. Nech? u(x,, x,) je funkce definovand a spojitd na V a necht md ve V
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ohranidené parcidlni derivace druhého Fdadu

%u

Ox; 0x;

<M, (ij=1,2).

(39)

Necht v™(x,, x,) je spojitd funkce, kterd je na kazdém trojiihelniku z M linedrni
a pro kterou v uzlovych bodech M plati

(40) v"(4,) =u(4,) (r=1,..p).

Potom ve vSech vnitinich bodech kaZdého trojithelnika z M plati

(n)
(41) j—;‘- - ‘Z"T < 2M,h,cos™' @, (i =1,2)
a na celé mnoZiné V plati
(42) [u — v™| < $M,h},

kde Q, je polovina maximdlniho ithlu v déleni M a h, je délka maximdlni strany
v déleni MP.

Dikaz. Lemma 3 je zobecn&nim Syngeova lemmatu ([10], str. 209 —213), kde se
navic pfedpokldda spojitost prvnich parcidlnich derivaci funkce u na ¥V a odhad
pro rozdil u — v™ je zdvisly na cos ™! Q,. Diikaz provedeme pomoci metody uZivané

v[7]
Nejprve dokdzeme (42). Zvolme libovolng, ale pevné, v mnoZiné (" uzavieny
trojihelnik T a ozname jeho vrcholy 4, B, C. Pro funkci

(43) w=u— o™
plati dle (40)
(44) w(4) = w(B) = w(C) = 0.

Trojim uzitim Bunjakovského nerovnosti snadno dokdZeme pomoci (39), Ze ve
vnittku T trojuhelnika ABC plati

aw(P)
0Os Ot

0*u(P)
Js Ot

= <2M,, PeT,

(45)

kde 0/ds resp. /0t je derivace ve sm&ru s resp. ta s, t jsou dva libovolné sméry.

Zvolme libovolné ¢ > 0 a necht 6 > 0 je takové dostateéné malé ¢islo, Ze ve vrcho-
lech A, B', C' trojihelnika T’, ktery vepiSeme do ABC a jehoZ strany jsou rovno-
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béZné se stranami ABC a vzdélené od nich o §, plati
(46) |wA)| <e, [wB)<e, WC) <e.

To vzdy lze, protoZe funkce w(x,, X,) je spojitd na ¥V a plati (44).
Plati ([7], lemma 2): Necht g(s) je funkce redlného parametru s e [0, I], spojitd
na [0, /] a majici ohranienou derivaci 2. fddu v (0, 1),

(47) lg"(s)] < K,, se(0,]).
Jestlize g(0) = ny, g(I) = n,, potom
(48) lg(s)] < max (|111!, |112|) + $K,1*, sef0,1].

Uvazujeme-li funkce g, = [W]sp 92 = [W]acr 93 = [W]pcr» vidime okamZits
podle tohoto lemmatu, Ze na hranici trojuhelnika 4’B'C’ plati dle (45) a (46)

(49) |w(P)| <&+ iM,h*, PeT' \ T,

kde K’ je délka maximadlni strany trojuhelnika A’B’'C’. Necht P je libovolny vnitfni
bod trojuhelnika T’ a P’ priseéik pfimky uréené body A’, P s use¢kou B’C’. UvazZu-
jeme-li funkci g = [w],p., vidime, Ze dle (45)—(49) plati (K, = 2M,, I < k')

(50) |w(P)| < & + IM,h'*.
Jestlize ¢ - 0+, potom
(51) h—>h, T'-T,

kde h je délka maximdlni strany trojuhelnika ABC. Ze (49), (50) a (51) plyne (42),
protoZe h < h,,.

Nerovnost (41) se dokdZe tak, Ze na trojuhelniku T’ provedeme vSechny uvahy
z [10], str. 209—213; limitnim pfechodem pro ¢ — 0+ pak dostaneme (41).

Piikladem ukdZeme, Ze zdvislost odhadu (41) na cos™! @, je podstatnd — odhad
se d4 nanejvys zlepsit néjakou multiplikativni konstantou: Necht T je rovnoramenny
trojuhelnik s vrcholy A4, B, C, ktery md zdkladnu del§i neZ ramena: -

(52)  A=[00], B=[ho], c:[.;f,y], 0<y<§h.
Druhé parcidlni derivace funkce

h2
(53) u(xy, x3) = — x5 + 4x,(x; — h)

0

jsou vSude spojité a ohraniené (M 2 = 8), takZe funkce u spliiuje predpoklady
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lemmatu 3. ProtoZe u(A) = u(B) =0, u(C) = h*(y/y, — 1), plati pro linedrni
funkci vy, kterd md ve vrcholech 4, B, C hodnoty rovné hodnotam funkce u,

%ZE’LC_):M(l — ]_>
0x, Y Yo ¥
Oznadime-li maximédlni thel v trojuhelniku T symbolem 2Q, potom y = 1h cotg Q,

takZe v T plati

2
_ =2hsinQcos ' Q> hcos™' Q.
y

ou_ Oor

(54)

Vidime, Ze pro funkci u neplati na mnoZing trojahelnikd (52), kde h = konst. a y
je parametr, odhad

ou _ dvr
ox; Ox,

(55)

< 2M,Kh = 16Kh ,

kde K je konstanta nezdvisld na trojuhelniku.

Lemma 4. Necht o™ je ten vektor z [#{"]", pro ktery v uzlovjch bodech A,
déleni M plati

(56) of(4,) = a(4,) (k=1,...m;r=1,..,p),

kde @ je vektor, ktery minimalizuje funkciondl H(w) na tridé J . Necht funkce
i, (k =1,...,m) jsou spojité na V a maji ve V ohranicené a téméf vsude spojité
parcidlni derivace 2. Fddu. Potom

(57) lim F1(o®) = T1(d) .

Rad konvergence v (57) je O(h?).

Dikaz. Dle (E) je cos™' @, < cos™! Q, takZe dle lemmatu 3 v kazdém vnitinim
bodg kazdého trojihelnika z M (n = 1,2, ...) plati

ﬁﬁk 00,((")
0x; 0x;

(8)

< 2Mjh,cos7' Q (i = 1,2)

a na celé mnozing V plati

(59) |l — o] < IM,h}.

V piipadé B, + 0 je dle (32)

(60) - L H(e™) — 11(d) = 1E(& — ™) + o(v™ — &).
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Dle (12), (13), (23), (58) a (59) plati
(61) E(d — v™) = O(h}), ®(™ — &) = O(h}).

Odtud plyne (57) a tvrzeni o fddu konvergence. V piipadé B, = 0 plyne lemma 4
z (33) a prvého vztahu (61).

Véta 2. Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 4. Potom pro posloupnost
pFibliznjch Feseni {w™} prislusnou k posloupnosti déleni {IR"} plati

(62) lim 11(w™) = 11(i),
(63) lim E(w™ — @) =0.

Rdd konvergence v (62) a (63) je O(h}).
Diikaz. V piipadé B, * 0 je dle (32)
(64) I(w™) — I11(&) = 1E(@ — w™) — &(i — w™).
Dle (59) plati
65 [l — 940le, = [IF — PO, = [l = oflls, < 30502
Odtud a z (23) plyne
(66) (i — w") = 0(h}).
Protoze E(# — w™) > 0, plyne ze vztahu (64)
(67) Iw®™) + (& — w™) > I1(i) .
Dle véty 1 pro libovolny vektor w e [2{"]¢ plati
(68) (w) = 11(w™)

a protoze v™ e [2{"]7, dostdvdme z nerovnosti (67), (68) (podobng jako v [6])
nerovnost

(69) (™) + o(@ — w™) = I(w™) + o(a — w™) > 11(d) .
Z (57), (66) a (69) plyne (62), z (62), (64) a (66) plyne (63).

V ptipadé B, = 0je & = 0. Nejde-li o Neumanniiv problém, tj. o pfipad ¢*? = 0,
o = 0, zbstdvd dikaz formdlné stejny jako v prdvé probraném ptipadé B, + 0.
Zbyvd dokdzat (62), (64) v ptipadé Neumannova problému. Pro we [W{V(V)]"
plati dle (33) (E = 2)

(70) T(w) — I1(@) = 39(w — &),

367



takZe oznadime-li 7, = {w:we[2{]", [, w,dV = 0}, plati

(71) 19(w™ — i) = I(w™) — 1(d) = miyn (w) — M(d) =
= mgx [T(w) — 1(&)] = % mifrl 2(w —nﬁ) < 19(w - @),

kde w je libovolny prvek J,. Necht K je takovy konstantni vektor, Ze

o + K)dv=0 (k=1,...,m).

Potom # = v + Ke 7,. Dle (14) a (58) plati

(72) W — i) = 2™ + K — i) = 9(v™ — i) = O(h}).

Z (70)—(72) plynou vztahy (62) a (63).

Disledek. Ze vztahi (7), (12)—(16) a (63) plyne okamzité

(73) lim 2(w™ — &) =0,

(74) lim [,c®WM — g) (W — 4,)dV =0,
(75) lim kzl o0 — #)*dB =0,

(76) lim D(W™ — &) = 0.

Rdd konvergence v téchto vztazich je O(h).

Véta 3. Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 4. Necht kromé toho v pripadé
B, +0,0=0, c=0 jsou funkce F, (k =1,..., m) na kaZdé usecce, ze kterych
se skldda B, spojité diferencovatelné jako funkce bodu této usecky a funkce
0t fox; (i = 1,2; k = 1, ..., m) jsou spojité na V. Potom pro posloupnost pFibliznych
Feseni {w™} prislusnou k posloupnosti déleni {IM} plati

(77) lm W™ — & gym@ym = 0.
Rdd konvergence v (77) je O(h,).
Dukaz. Vzhledem k (38) a (76) sta¢i dokdzat

(78) lim [W® — @ p,ym =0,

n— o

kde fdd konvergence je O(h,). Budeme rozliSovat tfi pfipady:
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1. Plati alespoii jedna z relaci
a) ¢ > 0 na B; c B,, kde mes B3 > 0,
b) ¢ > 0ve V; = V, kde mes V; > 0.
a) Necht we W{D(V). Polozme

19 I(w) = L Jo)wdB.

Dle [8], § 22, v&ta 3 je funkce w kvadraticky integrovatelnd na B, takZe dle Bunja-
kovského nerovnosti

(80) [(w)]* < J‘BsadB '[ wansc, j w? dB.

B

Podle [8], § 22, vztah (14) plati

(81) sz dB<C, UVWZ av + D(w)] .

Z (80) a (81) plyne, Ze funkciondl I(w) je ohranien v norm& prostoru WiV(V),
kterd vystupuje v (38). ProtoZe I(1) # 0, miizeme (viz [8], str. 102) zavést ve W (V)
normu vztahem

(82) [w[[#acowy =[0I + D(w)-
Operdtor vloZeni prostoru W$(V) do L,(V) je ohraniteny ([8], § 22), takZe z (79)

a (82) dostdvdme pomoci Bunjakovského nerovnosti

®) Wl < K2 [wlEom < K2 [mes B, J

B>

ow? dB + D(w)] ,

kde K, je konstanta nezdvisld na funkci w. Necht we [W$"(V)]™. Polozme v (83)
w = w; a seftéme od 1 do m. Potom

(84) ”w‘l[sz(V)]"' =Yy ”wk”fzm < Ki|mesB; Y | owidB + D(w)|.
k=1 k=1
- =

Polozime-li v (84) w = w™ — 4, plyne odtud dle (75) a (76) vztah (78) i ¥4d kon-
vergence O(h,).
b) Necht we W5"(V). Polozme

I(w) = J‘ @wav.

Podle Bunjakovského nerovnosti plati

W] < Jylchjylwz av < cU wde'+ D(w)].

14
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ProtoZe /(1) # 0, miizeme tedy ve WS'(V) zavést normu vztahem °

Wiy = [Iw)]* + D(w)

a podobng jako v a) dostaneme pomoci véty o ohraniSenosti operdtoru vloZeni
WiP(V) do L,(V), Bunjakovského nerovnosti a vztahu (7), Ze

(85) “wH[ZLz(V)]'" < K% |:mes Vi '[ *Dwew, dV + D(W)] ,
v

kde K, je konstanta nezdvisld na vektoru w. PoloZime-li v (85) w = w™ — &, plyne
odtud dle (74) a (76) vztah (78) i fdd konvergence.

2. Neplati ani jedna z relaci a), b) v 1., plati B, = 0; jde tedy o Neumanniv
problém. Dle Poincarého nerovnosti ([8], str. 147)

Jywde < c{(ijdvy " D(w)},

kde konstanta C nezdvisi na funkci w, plati

m 2
(86) W™ — d|f,0m < c{z ( f (W — 4y) dV) + D(w™ — a)}‘
k=1 v

Protoze
J‘\by)dV:fﬁdezo (k= 1m)
v v

je prvni &len ve sloZené zdvorce na pravé strané (86) roven nule. Vztah (78) i kdd
konvergence nyni plyne z (76).

3. Neplati ani jedna z relaci a), b) v 1.; plati B; # 0. Pro vSechny vektory w e
e [WSP(V)]", které spliiuji podminku

(87) [Wk]!h =0 (k =1,.., m) R
plati tzv. zobecn&nd Friedrichsova nerovnost ([11], str. 198)
(88) ||w”€L2(V)]"‘ S C D(W) .

kde konstanta C nezdvisi na vektoru w.

Omezme se na ptipad jednoduse souvislé oblasti V (z textu bude zfejmé, jak po-
stupujeme v pripad® vicendsobn& souvislé oblasti). Necht hranice B je tvofena
r-uhelnikem; jeho vrcholy oznaéme R;, R,,..., R,. VepiSme do B r-uhelnik B,
o vrcholech Sy, ..., S,, jehoZ strany jsou rovnob&zné se stranami B (RR, || S,S, atd.)
a vzddleny od nich o h,. Vnitfek B, oznaéme V, a poloZme U, = V \ V,. Plati

(89) mes U, = O(h,) .
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Necht {p{"} = W{(V) (k = 1, ..., m) jsou posloupnosti spojitych a témé&f viude
diferencovatelnych ve V funkci, pfi¢emz

(90) [0, = Fi = FYk
Vektor w™ — @ + ¢™ e [W{(V)]™ spliiuje (87) a tedy i (88). Je
(91) 1w — @ + @ |FLyp = W = @ mye +

+2 f (W — @) e dV + j oo dV
14 v

92) DG — i+ ) = D — @) + 2D — i o) + Do)

Za chvili ukdZeme, Ze lze zvolit funkce (™ tak, Ze jsou ve ¥, rovny nule a v U, pro né
plati

(n)
(93) o = O(hy) , %‘3"— =o(h) (i=12).

i

S pomoci (89) a (93) snadno stanovime, Ze posledni dva &leny na pravé strang (91)
resp. (92) jsou ¥ddu O(h)) a O(h}) resp. O(hy) a O(h;). Odtud plyne dle (88), (91) a (92)

(94) w — ’QHIZLZ(V)]'" + O(hy) < C D(W™ — i) + O(hy) .

Z (94) plyne dle (76) vztah (78) i fdd konvergence. (Myslenku uZit nerovnost (88)
prostfednictvim pomocnych funkei jsme prevzali z [6]; proti [6] jsme viak zlepsili
odhad ¥ddu konvergence z O(h,’*) na O(h,).)

Zbyvé ukdzat, Ze Ize zvolit funkce ¢ tak, aby platilo (93): Polozme ¢{” = 0
na V,. Na B, je ¢{” ddna vztahem (90), na B, klademe ¢{” = 0. Z vlastnosti (C)
déleni M a definice funkci F{") plyne, Ze @i je spojitd na B. Uvniti U, definujeme
o™ takto:

Necht RT,E;H je libovolnd strana B (zna¢ime R,., = R,). Necht P je libovolny

bod tseky S,S,.; s vlastnosti, Ze kolmice spusténd z P na pfimku R R, protne
Gsecku R,R,+1 v n&jakém bodé Q = [x2, x]. Na tsetce PQ definujeme of" jako
linedrni funkci, jejimz grafem je usetka PT, kde T = [x%, x%, 0{(0Q)].

Necht R, je libovolny vrchol B. Jsou dv& moZnosti: a) existuje kruh K se stiedem
v R,, %¢ K n V je konvexni mnoZina; b) takovy kruh neexistuje. V piipadé a) necht
R’, R” jsou paty kolmic spusténych z S, na usecky qu, mﬂ. Necht N =
=[xV, x3] je libovolny bod lomené &iry R'R,R". Na tsetce S,N definujeme ¢f”
jako linedrni funkci, jejimz grafem je Gsetka S, T, kde T = [xV, x}, o{(N)]. V pii-
pad& b) nechf S’, S” jsou paty kolmic spusténych z R, na useZky §;§;_1 a ST.§;T
V uzavieném &tyfuhelniku R,S’S,S” definujeme ¢f” = 0.
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Takto definovang funkce ¢{” je viude na ¥ spojitd a |{”| nabyvd maxima na B;.
Odtud a z (65) a (90) plyne prvni vztah (93).

Necht R R, je libovolnd strana B a t jednotkovy vektor s ni rovnob&zny. Necht

Ay A€ RyR, 4 1 jsou dva sousedni uzlové body déleni M. Je-li vnitfek Gsecky 4,4,

&dsti B, je derivace o™ na A,A. ve sméru t rovna nule. Necht je vnittek 4,4, ¢dsti B;.
Potom

(n) 0 (n)
(95) 09;” _ ohy,  dy”

Uvnitf trojihelnika T, jehoZ dvéma vrcholy jsou body 4,, A4,, plati nerovnosti (58).
Z ptedpokladu spojitosti funkci 04,/0x; na V plyne, Ze (58) plati i na 4,4,. Odtud
a z (95) plyne

(96) [‘%’?)L = O(h,) .

Tedy derivace funkce @™ ve sméru f (déle strutng ¢{) je na R R,y viude tam,
kde existuje, fadu O(h,). (¢{” existuje na R,R,., viude s pfipadnou vyjimkou
v uzlovych déleni M{P.) Z definice funkce o je zfejmé, Ze i uvnitf Styfihelnika
H, = R,R, ;5,415 je ¢ tddu O(h,) a Ze ¢y existuje na H, tém&F v§ude
Derivace funkce ¢{ v bodech usecky PQ (resp S, N) ve sméru PQ (resp S, N)

je také fddu O(h,). ProtoZe smér PO (P, Q € H,) je kolmy na smér RqRqu L a protoZe
€ (SRR, 1) = «(SU"VRR,+1) (g = 1,...,r) (hornim indexem n vyznaujeme
pfislu§nost vrcholu S, k r-thelniku B,), plyne odtud druhy vztah (93).

Pozndmka. Véta 3 zlstdvd v platnosti, nahradime-li pfedpoklad spojitosti
04,/0x; na V predpokladem, Ze funkce F, (k = 1,...,m) maji na kazdé usedce,
ze kterych se sklddd B, jako funkce bodu této tisecky ohrani¢enou druhou derivaci.
ProtoZe vzddlenost dvou libovolnych sousednich uzlovych bodd z M™ je <h,,
plyne pak (96) z Rolleovy véty.

IV. V [7] jsou dokdzdny véty podobné lemmatu 3 pro tiidy 2 (s = 2, 3, 5)
spojitych funkci na V, které jsou po &stech polynomy nanejvys§ s-tého stupns.
Pomoci téchto vét 1ze dokdzat, Ze vysledky uvedené ve vétdch 2 a 3 plati i pro tyto
tfidy funkci; navic ¥4d konvergence je lepsi. UkdZeme to na ptipad¥ tiidy 2.
Z vty 1 uvedené v [7] ihned plyne:

Lemma 5. Nechf u(x,, x,) je funkce definovand a spojitd na V a necht md ve V
ohranicené parcidlni derivace 3. Fadu. Necht v™(x,, X,) je ta funkce z PY’, pro
kterou v uzlovych bodech déleni M’ platiu = v™. Potom ve vSech vniténich bodech
kazdého trojihelnika déleni MY plati

(n) !
(97) ou _ T < oMk sint 8, (i = 1,2)

0x;  0x;
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a na celé mnoZiné V plati
(98) lu — v™| < M;h7,

kde h, je délka maximdlni strany v déleni M, 9, je minimdlni tthel v déleni MY
a M, je konstanta ohranidujici tieti parcidlni derivace funkce u.

Piikladem opét ukdzeme, Ze zdvislost odhadu (97) na tvaru trojuhelnika je pod-
statnd: Necht {T} je mnoZina trojihelnikd s vrcholy

oy IRl P Ol e e 0<y<£h,
27 2 27 2 2 2

kde h je pevné &islo a y parametr. Pilici body stran maji soufadnice

y h h
=10, —=|, =(=,01, =|--,0}.
=lomi)emfie] em-i]

Délka nejvétsj strany trojuhelnikii z {T} je h. Zvolme funkci
an , 256 L[ , I
u(wy, wy) = — x5 — —x7(x} — —) - h?,
Onewa) = St = 20 (= )

kde yo je pevné &islo. Jeji interpolaéni polynom 2. stupn€ s uzlovymi body P;, Q;
(j = 1,2, 3) na trojihelniku Te {T} m4 tvar

1 1
vr(xy, x5) = 4h° <—2 - —2> X3 -
Yo Y

Funkce u splnuje viechny ptedpoklady lemmatu 5 (M; = 1024) a na T plati

du vy

0x, 0x,

3 3
= % max |x,| = 4 _ 8h? cos 9sin™! 9§
Y7 (x1,%2)eT y

max
(x1,x2)eT

kde 9 je nejmensi uhel trojuhelnika T. Vidime, Ze pro funkci u neplati na mnoZin&
{T} odhad

o _ oo
0x; O0x;

2

< 2M;Kh* = 2048Kh?,

kde K je konstanta nezdvisld na trojuhelniku.

Dfive nez vyslovime lemma analogické lemmatu 4, zavedeme jeden pojem: Okra-
jové podminky na B, nazyvdme kvadratickymi, jestlize funkce F, (k = 1, ..., m)
jsou nanejvy$s kvadratickymi funkcemi na kazdé usecce, ze kterych se sklddd Bj.

Lemma 6. Nech? v je ten vektor z [P$']", pro ktery v uzlovych bodech A, déleni
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M plati
(A4,) = af4,) (k=1,..,mr=1,..p),

kde @ je vektor, kiery minimalizuje funkciondl I1(w) na tFidé I . Necht funkce
@, (k = 1,..., m) jsou spojité na Va maji ve V ohranicené parcidlni derivace 3. Fddu.
Potom
(99) lim IT(v™) = I1(a) .
Rad konvergence v (99) je v pripadé nekvadratickych okrajovych podminek na B,
O(h,?); v pfipadé kvadratickych okrajovych podminek na B, ¢i B, = 0 je O(h,‘,t .
Pozndmka. Nutnou podminkou pro to, aby byl splnén ptedpoklad lemmatu 6
o vektoru #, je splnéni tohoto predpokladu: Necht funkce F, (k =1,...,m) jsou
na kazdé usecce, ze kterych se sklddd By, spojité diferencovatelné jako funkce bodu
této usetky. Z jedné ze Sobolevovych vét (viz napi. [8], § 22, véta 2) totiZ plyne,
Ze funkce, kterd je spojitd na ¥V a md ve V ohraniCené parcidlni derivace 3. fddu
(a tedy mé&fitelné), md parcidlni derivace 1. fddu spojité na V.
Dukaz lemmatu 6 je velmi podobny dikazu lemmatu 4: V pfipadé nekvadratic-
kych okrajovych podminek plati

(™) — I1(@) = LE(@ — o) + (o™ — i),

kde @(v™ — &) + 0. V pripad& kvadratickych podminek je @ = 0. Ze vztaht (12),
(13) a (23) pomoci lemmatu 5 vzhledem k (E’) plyne

E(@ — o) = 0(h¥), @™ — d) = O(h?) .

Véta 4. Necht jsou splnény predpoklady lemmatu 6. Potom pro posloupnost
pFibliznych feseni {w™} prislusnou k posloupnosti déleni {3} plati

(100) im IT(w™) = I1(d),
(101) lim E(w™ — i) = 0.

Rdd konvergence v (100) a (101) je v pFipadé nekvadratickjch okrajovych podminek
na B, O(h}); v pFipadé kvadratickych okrajovych podminek na By ¢i B, = 0 je
o(hy).

Dakaz véty 4 je formdlné stejny jako dikaz véty 2; pouze misto lemmatu 3 resp. 4
zde uZivime lemmatu 5 resp. 6.

Disledek. Ze vztahii (7), (12)—(16) a (101) plynou okamfZité vztahy (73)—(76).
Rdd konvergence je v nich stejny jako ve vztahu (101).
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Véta 5. Nechf funkce F, (k = 1, ..., m) jsou na kadé usecce, ze kterych se sklddd
B,, spojité diferencovatelné jako funkce bodu této isecky. Necht jsou splnény
predpoklady lemmatu 6. Potom pro posloupnost prfibliZnych rFeseni {,},("J} prislusnou
k posloupnosti déleni {IS"} plati

(102) Em W™ — &0 pym = 0.

n— o

Rdd konvergence v (102) je v pFipadé nekvadratickjch okrajovjch podminek na B,
O(h'?); v piipadé kvadratickych okrajovych podminek na B, ¢i B, = 0 je O(h}).

Dikaz je v pfipadé 1. a 2. stejny jako diikaz véty 3; pouze misto dusledku véty 2
se uzije dasledku véty 4. V pfipadé 3., jsou-li na B, zaddny kvadratické okrajové
podminky, splituje vektor w® — @& podminku (87), takZe tvrzeni véty plyne z (88)
a dusledku véty 4. V piipadé nekvadratickych okrajovych podminek postupujeme
v 3. jako v dtikazu véty 3; stejnym zplsobem jako tam lze ukdzat, Ze lze funkce @i
zvolit tak, aby platilo of” = O(h)), dp{”[dx; = O(h}). (Spojistost dd,[ox; (i = 1, 2;
k =1, ..., m)na Vje nyni zarutena ohranigenosti tietich parcidlnich derivaci funkci i,
ve V — viz pozndmku k lemmatu 6.)

V. Na zdvér uvedme nékolik pozndmek:

1. Tvrzeni o fddu konvergence uvedené na zadtku odstavce 111, které jsme ovéfili
v pfipadé s = | a s = 2, plati obecné. Jak plyne z dtikaz vét 1 — 5, stali v pfipadé
s > 2 dokdzat, Ze na V plati

(103) lu — o] < KM, b5t
a Ze ve viech vnitfnich bodech kazdého trojuhelnika déleni MM™ plati

ou o™

(104
(104) ox;  0Ox;

< KM, hisin™'9, (i=1,2),

kde u(x,, x,) je funkce spojitd na V, majici ve V ohranitené parcidlni derivace
(s + 1)-ho fddu konstantou M., v{"(x,, x,) je funkce spojitd na V, kterd je na
kazdém trojihelniku d&leni M interpolaénim polynomem s-tého stupn& funkce
u(x,, x,), a K je konstanta nezdvisld na d&leni M a na funkeci u(x,, x,). Vztahy
(103), (104) budou dokdzdny v [14] pro rozsdhlou t¥idu interpolaénich polynomi.

2. Rozsifeni ziskanych vysledkt do trojrozmérného prostoru neéini Zddné potize;
staCi dokdzat, Ze na mnohosténu rozdéleném na &tyfstény plati odhady analogické
odhadim (103), (104). To bude op&t provedeno v [14].

vvvvvv

pruznosti (c*? = 0; 6 = 0; B, =+ 0). Z tohoto rozsdhlého oboru byla u nds metoda
kone&nych prvki aplikovdna hlavng ve stavebnictvi — viz napf. [12], [13].
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Summary

THE CONVERGENCE OF THE FINITE ELEMENT METHOD FOR
BOUNDARY VALUE PROBLEMS OF THE SYSTEM OF ELLIPTIC
EQUATIONS

ALEXANDER ZENISEK

The finite element method is an approximate method of solving variational prob-
lems arising from the boundary value problems.

In this paper the variational problem of the functional (11) which arises from
the boundary value problem (1)—(3) is studied for domains ¥ with a polygonal
boundary B. The sequence {M{"} of triangulations of the set ¥ is defined and it is
proved (Theorem 1) that there exists a unique vector w™ minimizing the functional
(11) on the set of vectors components of which have the following properties: 1. they

376



are continuous on ¥, 2. they satisfy the condition w; = F; at each nodal point of
IM™ lying on By, 3. they are polynomials of the s-th degree (s = 1, 2) on each triangle
of MW,

It is proved (Theorems 2—5) that in case h, —> 0, 3, = 9, > 0 (h, being the
length of the largest side and 3, the smallest angle of all triangles of 9JE§'") the
sequence {w™} converges to the exact solution in the norm (38) of the Sobolev’s
space [ W5P(V)]™. The rate of convergence is O(h$*"’?) in case of inhomogeneous
conditions on B; and O(h;) in other cases.

Making use of two contraexamples it is proved that the condition 3, = 3, > 0
is necessary.
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