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SVAZEK 14 (1969) APLIKACE MATEMATIKY €IsLo 2

METODA INVERZE MATICE ROZDELENE NA BLOKY

HaNA KAMASOVA, ANTONIN SIMEK

(Doglo dne 20. zaii 1967)

UvoD

Metoda inverze matice rozdélené na 2 x 2 bloky, kterd patii mezi klasické metody
linedrni algebry, je zpracovdna na ptiklad v [1], [2], [4]. Inverzi matice rozd&lené
na 3 x 3 bloky se zabyvali W. J. DuNcaN v [3] a E. Kosko v [5], [6]. W. J. Duncan
provedl vypocet vzorcl pro bloky inverzni matice. V jeho praci vSak neni dokdzana
regularita pomocnych matic. E. Kosko uvedl v [5] schema vypodtu a v [6] potom
aplikoval tuto metodu na specidlni druhy matic: rzné symetrie blokd, jednotkové

bloky, nulové bloky apod.
V nasi prdci je inverze matice vyfeSena pii rozdéleni na r x r blok. RovnéZ jsou

uvedeny podminky pro regularitu pomocnych matic.

V celém ¢lanku uvaZujeme matice nad télesem charakteristiky 0. Typy matic
uvddime pouze tam, kde nejsou evidentni. .4#" zna¢ime mnoZinu pfirozenych Cisel, 2’
mnozinu celych ¢isel, E jednotkovou matici fddu n, E; jednotkovou matici fddu n;.
V dikazu véty v § 1 znamenaji * bloky, které nevypisujeme, nebot nejsou pro ditkaz
podstatné.

§ 1. Necht A je matice n-tého fddu rozdélend na bloky a;, typu (ni, ), i, k=

r r
=1,2,..,r<n; Y n, =3 n, =n, n,n,eAN. Oznacme:
i=1 k=1
(l,]) A = [O(]‘l],
Ap1 %2
A, = s
. Ap1 %22
L L S

T I BRI P T
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Zavedeme: Z{R i, k,p = 1,2, ..., r takto:
1 Z{() = oy s
2. Zn =z~ — Zim ) LZy N Zr ) prop=2,..,,

kde Z{") oznatujeme pro strugnost Z,. Matice Z{?) miZeme takto zavddét oviem jen
za pfredpokladu, Ze matice Z, jsou regularm.

Véta 1,1. Matice Z, jsou reguldrni prdvé tehdy, kdyz A, jsou reguldrni pro
p=1...r
Dtkaz. Pror =1, Z, = A, tedy véta zfejmé plati. Pro r > [ diikaz provedeme
metodou Gplné indukce podie r.
a) Nccht jsou reguldrni matice A,
I. r=2. Podle pfedpokladu A;, A, jsou reguldrni, tedy matice T, =

-1
_ [ %y,1 0 ]je zfejmé reguldrni. Ddle

- -1

—ay 1%y Ep

(1,2) T A - [El 0(1_,{011,2].

0z,

Z (1,2) plyne regularita Z,.
2. Necht tvrzeni plati pro r. DokdZeme, Ze plati pro r + 1. Podle pfedpokladu
ALA,, .., A, A, jsouregulirni. RovnéZ matice

(1,3) I otf,‘; 00 ...0
“052,10‘;,1 E, 0 :
T1= 0 E3 .
: Do 0
‘“O‘;-+1,1°‘;,} 00 E..l,
| E, 0 0 .00
0 Zz_l 0 :
. _|f —zmz ok
=l -ziz o
_O —Zr(i)l,zzz_l 0 Er+1 )

'E, 0 ...0 0
0 E, 0
T, = 0 :
.\ g

6 0 —Z(?l -1 E
L r g r
jsou reguldrni.
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(1,4) T..T ,...T,. T, A, =

Z (1,4) plyne regularita Z, , ;.
b) Necht Z,, jsou reguldrni.
1. r = 2; Z,, T, jsou podle pfedpokladu reguldrni. Z (1,2) plyne regularita
matice A,.

2. Necht tvrzeni plati pro r, dokdZeme, Ze plati pro » + 1. Podle predpokladu
Z,Z,, ...,2Z,. ., jsou reguldrni, tedy T,,T,,..., T, jsou reguldrni transformacni
matice. RovnéZ pravd strana v rovnosti (1,4) je reguldrni, tedy je reguldrni i matice
Ar+l'

§ 2. V tomto paragrafu dokdZzeme ve vété 2,1 vzorce pro bloky inverzni matice
k matici rozdélené na r x r blokd. V dikazu této véty pouZijeme tfi lemmat, kterd
nyni uvedeme.

Lemma 2,1. Necht matice (1,1) jsou reguldrni. Potom:
I. Z,(f’k)=0 proi<p;,p=2,...,r;k=1,..,r.
. ZR=0prok<p,p=2,...rmi=1,..,r.
Dukaz. Dikaz tvrzeni I. provedeme metodou uplné indukce podle p.
Lp= 2 2 = 2 - 20772,
Jelii=1<p, pak Z3) = Z{") — 2,Z;'Z{") = 0.
2. Necht Z{F) = 0 pro i < p.
a) Pro 1 < i < pplati Z{R) = 0, Z{") = 0, tedy
200 = 2y - 2z, 2 = 0.
b) Proi =p, ZH'D =2Zn 7, .Z'Z") = 0.
Dukaz tvrzeni II. je podobny.

Necht VP (i, k, p = 1, ..., ) je mnoZina viech vybranych posloupnosti z posloup-
nosti ¢isel i, i + 1,i+2,...,p—1,p,p — 1,..., k + 1, k majicich tyto vlastnosti
(2,1):
1° Prvni €len kazdé vybrané posloupnosti je i, posledni je k.
2° Kazdé dva po sobé ndsledujici ¢leny v libovolné z vybranych posloupnosti jsou
rizné.

Ozna¢me b pocet prvk mnoziny V2.
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Lemma 2,2.

(2,2) biRy = kit g 2k pro i<k,
(2,3) bin) = 207kt g itk Ty pro i>k,

24) b,

}

Diikaz. DokdZeme (2,2). Necht i < k. Oznaéme (V{%'), mnozinu viech posloup-
nosti s vlastnostmi (2,1), ve kterych je I maximdlnim Clenem. Ddle ozname (%),

p 14
pocet prvki mnoziny (V). Ziejmé Vi = U (VR N (V{R), = 0, tedy
1=k 1=k

P

@5 b = 3 (bi%):

1=k

I. Necht / % k. a) Sestrojme posloupnosti danych vlastnosti, kongici I, I — 1, ...
ook + 1, k. Mezi i, llezi | — i — 1 Clen0, které miiZeme vynechdvat a tim ziskdme

(l - (I)— 1) + <l B ’1 B ]) +. 4+ <; B ’ h }) = 2!~ ! hledanych posloupnosti,
i

b) Podobné dostaneme 2'7*~' posloupnosti, zadinajicich i,i + 1,....1 — 1, 1.
Kombinovanim obou téchto specidlnich pfipadi dostaneme

(b(:lz)l — zl—k—l . 2!—:‘—1 — 22l~k*i72 .

II. Necht [ = k.(V{®), obsahuje vybrané posloupnosti z posloupnosti ¢isel
i,i+1,..,k—1,k Tedy (b{?), = 2*"'"'. Pak podle (2,5)
(2,()) b(lpz — 2k—i~1 + Zp: 221—k~i—2 X

I=k+1

Soucet ve (2,6) je vlastn& soutem geometrické posloupnosti, takze p{#) = 2k=i-t 4

+ 2477 [(477* — 1)/3], (2,2) plati. Podobnym zpiisobem bychom dokdzali (2,3), (2,4).
Lemma2,3. Pro b\?} z lemmatu 2,2 plati:

(27) bR = b, kde j > — min (i, k, p), je Z:

(2.8) b = b1

p
(29) b7 =% b7 pro i < k;

I=i+1
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14
(2,10) b = Y b pro i > k:

I=k+1

P
(2,11) b =1+ Y b7
1=7+1
Dikaz. (2,7), (2,8) ziejm& plynou z (2,2) a7 (2,4). DokéZeme (2.9).
Proi < k
k-1

14
(2,12) bR = Y bR+ b+ Y bR

I=i+1 I=k+1

+

V prvnim souctu (2,12) je I < k, tedy podle (2,2)
! k—1-1 k— 14,;—1;__ 1 k=1 k4p_ 1 _
(2.13) Y (2t ) = (2 e z 2"
I=i+1 3 I=i+1

= Qk-i=t 4 Sl B 2—~4p7k -1
3

Podle (2,4)
4ok _ |

(2.14) b =1+
V tfetim souctu (2,12) je [ > k, podle (2,3) mdme

(2,15) Y (2 g ]
; +2 ) =
{ )

I=k+
1 Z 1 £ .1 & 4rk _ 1
P 2141{ + - 22p~l—k = 2!—’( — .
21:%—1 31:%1 31=;+1 3

Sectenim (2,13), (2,14), (2,15) dostdvdme (2.,9). (2,10) plyne okamZité z (2,9) podle
(2,8). (2,11) rovnéz plati podle (2,15).

Véta2,1. Nechi matice (1,1) jsou reguldrni, A~ = [B; ] nechr je blokovd matice
konformni*) s A. Potom

Bir = Z(_])1+M(jn vvvvv Js)z lz(q:) Z 1z -1 L zls-1) -1

o Lz Zze zot Z0 2 25
(i =Jisiasemds=k) eV,
g, =min(j,j41)t=1,..,5 =1,
kde m(j,, ..., j) je poget Elent posloupnosti i = j, j,, ..., j, = k.

*) Blokové matice jsou konformni, jsou-li stejného typu a rovnéZz odpovidajici si bloky jsou
stejného typu.
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Dikaz. Podle véty (1,1) Z, jsou reguldrni (p = 1,...,r). Spodteme A. A" ' =
= [7:4], kde [7;,] je blokovd matice konformni s A.

1. Nechti > k.

2.17) yiu = .Zla"’fﬁj‘k = ,leg,lj)ﬁj,k =Zi} Y (-)mttzitzot +
j= Jj=

V™

+ZO Y (mymtr izt +

Vo k™
+ZN Y (=T ZI L L+
V3
+Z Y (-y~*trzitznt,
Ve k("

kde scitdme pfes prvky mnozin V{7, V5", ..., V&), my, m,, ..., m, jsou polty Clenl
posloupnosti, pfes které s¢itime.

Podle lemmatu 2,3 obsahuje prvni soucet ve (2,17) stejny podet scitanct jako
viechny ostatni soucty dohromady. Prvky z Vl(’,Z dostaneme, kdyz ke vSem prvkim
z V37, ..., V%) priddme jednitku jakoZto prvni &len. S&itance, odpovidajici posloup-
nostem (1,1, j,, ..., k) e V{7 a (i, j,, ..., k) € V¥') maji rtiznd znaménka.

Vytkneme-li z prvniho a druhého souétu ve (2,17) Y (=1)"*' Z;'... Z; !, mdme

k
Va ik

(—=ZNz7'ZM) + ZY) Y (—nymtrzytzot.

Va i

Podobné vytkneme z prvniho a tietiho souttu ve (2,17) Y, (—1)™*"' Z3' ... Z, " atd.,

LEW e

az z prvniho a r-tého souétu vytkneme Y (—1)"*'Z '...Z ' Pak
Vortm

(2,18) yix = zg?;y 2( )(—1)"'2“ zZ;' ...z + zg?gvz( )(~1)m3+1 zZ;'.. Z7 +
2,k(" ERA
o+ Z2Y (—ymtr itz

Vi (™

Podobnymi tpravami po r — 1 krocich dostaneme:
(2,19) Ya=Z0 Y (=)t zit oz +
Ve k()

+2Ze7) Y (=ymettz 0+

Ve—g k(0D

to+Z Y (-t zet o zn L+ ZRZT

Vi
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Podle lemmatu 2,1 je Z{%) = 0 pro i < p, tudiZ

zZp = 20N = = 2 =0
Tedy
(2,20) =2 Y (SOmT 22

+ zgf;_‘;y' lzk'“_”(—l)'"-"'“ zZ\ ..z +

+Z072) Y (=mett e, Ly L+ ZRZ!

Vi x(i=2)

Podle lemmatu 2,3 prvni soudet ve (2,20) md tolik s¢itanci jako viechny ostatni
souéty dohromady. V prvnim soudtu (2,20) Z;. Z;' = E; tudiZ vSechny s¢itance
v prvnim soudtu jsou aZ na znaménka stejné, jako séitance ve zbyvajicich souctech,
tedy y;, = 0.

2. Necht i < k.
Upravami jako v ptedchdzejicim p¥ipadé dostaneme

va = Zi7 (=nym*tznt o Zot v+ ZRZ!
V,.’k(")

Podle lemmatu 2,1 je y;, = 0.

3. Necht i = k.

yia=ZO Y (=ymttzoy Zet 4 ZZ7'=E

Ve k(™
§3. Priklad:
Necht r = 3. Je ddna matice A ¥4du n > 3; A,, A,, A, = A jsou reguldrni. Spo&te-
me A™" podle véty 2,1.

. oy .. G
Nejprve sestrojime mnoZiny VUZ_

VO ={0L23,200:(0,2,3,1); (1,3, 2, 1): (1,2, 1): (1, 3, 1): (1)}
Vil = {(1,2,3,2):(1,3,2);: (1, 2)},
V% = {(1,2,3); (1, 3)},
Ve =1{(23. 2123, 1) 2, 1)),
Ve =1{(23.2: ()},
Ve = {23,
Ve =1{3,2,1: (3. 1)},
Ve =1{3.2)},
Ve =1{0)}-
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Podle (2,16) tedy:
G0 poa=27'282,' 2072712007, 200 70 -
- Z7'z72;' 22727207 - 27123271207, 28077 +
+Z7'z0Z7 2020 + 201227220+ 2
Bio=—Z7'Z0Z' 27271237, + 271203272075 —
-z;'z{)z;!,
Brs=2Z{'Z0Z' 22377 — 271210 Z5
Boa = — Z;'Z30Z27' 20077277 4+ 2,220 20027 -
- z;'zhz7!
Bror=Z;'ZRZ]'Z3Z + Z5,

o= —Z;'2Z83Z5",

Bsn = 231202, 29027 — 2712502,
ﬁs,z = - ZZIZ?%Z{‘ )

B3z = 23—1 :

Stejné vysledky jako ve (3,1) bychom dostali feSenim soustav maticovych rovnic:

3 3 3

L z ayiBia = Ey, 1. Z“z,iﬁi.x =0, L Z a3, Bi1 =0,
i1 i=1 i=1
3 3 3
Z ay ifi2 =0, Z ay fir = E,, Zla3,iBi.2 =0,
i=1 i=1 i=
3 3 3
Z apiBiz =0, Z oy fis=0; 10‘3.#}.‘,3 =E;.
i=1 i=1 i=

(3,1) ov&fime ndsobenim A. A™' = [y;,]. Naptiklad

3

Y2,2 ='Z a2,iﬁi,2

i=1

(1) 7=19(1) =1 7(2) —19(2) 7— 1
- 2302 2,2, 2,32 207, +

It

+ 2027120272075 - 2902712025 +

+ 292\ ZNZ7' 707 + 237, - 2932712075 =
Z,.2;'ZPZ7' 2327 - ZPZ7' 202 + 2,25 =

= - zg?;z;lzg?;;z;l + E, =E,,

3
_ () 1) y-19(2) -1
Y2.3 —Z“Z,iﬁi.s _Zg,lzl ZL%ZZ 25,%23 -
i=1
(1) -1 9(1) -1 1) y-19(2) 7-1 Hy-1 _
- Z;.Z; Zl,:)izli - Z{)z; Z277 + 2877 =
—19(2) -1 @) -1 _ 23y 9-1 _
- Z,Z;'ZP 77 + ZRZ7 = ZPVZ7 = 0.

It
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Summary
A METHOD OF INVERSION OF A PARTITIONED MATRIX

HaNa KAMASOVA, ANTONIN SIMEK

In this paper a method of inversion of a matrix partitioned into r x r blocks is
studied.

Let A be a matrix of order n = r partitioned into blocks «; , of the type (n; x n,),
Y n; =Y n, = n; further let

i=1 k=1

(1) A = [“1,1]

A, = l:o‘l,l “I.Z:I
: Ay Oz 2

al,l e Oy g
r—1 =

Or—q,1 +o Ko gr—1
A =A.

Consider the matrices Z,ff’k’ for i, k, p =1, ..., r defined as follows:
1
1. z,{k’ =0
2. ZR =2Z& D -z Nz Zn D p =2,
where the matrices Z{") = Z, are assumed to be regular.
Let V(% denote the set of all subsequences of the sequence

(Li+1,...p=1Lpp—1,..,k+1,k)
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which have the following properties:
1. The first element is i, the last one is k.

2. Each two neighbouring elements in an arbitrary of the subsequencies are dif-
ferent.
The main result of this paper reads as follows.

Theorem. Let the matrices (1) be regular and let A~' = [B,,] be a partitioned
matrix conformal to A. Then we have

_ t4+mQr,....js) z=17(@1) 7-1 -1 -1 s - -1
ﬂi.k = Z(—_]) ' Zj) Zjlszzjz nggszja st—lz}:—l:}szjs ’
(i =Jidasmis = k) e VD
go=min(ju.ji1), t=1,...5s—1,

where m(j,, ..., j,) is the number of the elements of the sequence i = j,, ..., j, = k.

Adresa autori: Hana Kamasovd, Antonin Simek, Vysoka $kola chemicko-technologick4,
katedra matematiky, Technickd 1905, Praha 6.
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