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SVAZEK 13 (1968) APLIKACE MATEMATIKY &lsLo s

OPTIMALIZACE V PRAVDEPODOBNOSTNICH MODELECH

STANISLAV DVORAK, MARIE VOSIKOVA

(Doslo dne 11. kvétna 1967)

1. UVOD

V této préci je na dvou ptikladech, jejichZ formulace vychdzi z potfeb elektronic-
kého primyslu, ukdzdna konstrukce pravdépodobnostniho modelu zadané situace
a pouziti vhodné optimalizacni techniky pro tento model. Jsou studovdny ndsledujici
tlohy:

1. Optimdlni leptdni germaniovych a kfemikovych desek.

2. Optimdlni skldddni diod do bloki.

Poddme nejprve formulaci téchto tloh:

1. Desky jsou leptdny v ldzni tak, Ze na zacdtku procesu se do ldzné vnofi A" desek.
Po urdité dobé t, se proces leptdni prerusi. Vzhledem k riznym podminkdm pfedcho-
ziho zpracovédni a odliSnym vlastnostem materidlu neprobihd proces leptani u vSech
desek stejné rychle. Proto se desky po preruseni procesu roztfidi na nedoleptané,
dobré a preleptané. Posledni dvé skupiny se oviem oddéli a nedoleptané desky se
znovu vloZzi do ldzné.

Leptani se opét zastavi v dobé& ¢, > ¢, roztfidéni se opakuje atd. Pfedpoklddejme,
Ze je zaddna doba T trvdni operace a poCet n preruseni leptaciho procesu v intervalu
[0, T]. (Cas pogitdme od zagdtku operace.) Jsou-li t; (i = 1,2,...,n + 1),

(1) O<t;<t,<..<t,<ty, =T,

okamziky, kdy se leptdni pferusuje a desky tfidi dle kvality, je tfeba stanovit ¢; tak,
aby pocet ziskanych dobrych desek byl maximdlni.
Piedpokldddme, Ze jsou zndmy pravd&podobnosti p(f) (i = 1,2, 3), kde
pi(t) je pravd&podobnost, Ze deska je v &ase t nedoleptand,
p2(t) je pravd&podobnost, Ze deska je v Case ¢ dobrd,

p3(f) je pravd&podobnost, 7e deska je v Ease ¢ preleptand.
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Pravd&podobnost p,(t) se aproximuje Setnosti A (1)[A", kde A"y(1), N 5(t), A 5(1)
znacli pofadé€ pocet nedoleptanych, dobrych a preleptanych desek v ¢ase t ze souboru
A desek (N > 1).

2. Diody se sklddaji do blokl tak, aby zdv€rné napéti bloku, které je soudtem
zdvérnych napéti jednotlivych diod v bloku, bylo aspoii rovné zadané hodnoté.
ProtoZe zdvérnd napéti diod se znaéné lisi, rozméfi se diody z daného souboru A~ kusit
pfedem dle tohoto parametru do n + 1 skupin. Necht zdvérnd napéti jsou rozloZena
v intervalu [U,, U,,,] a intervaly zdvérného nap&ti pfi rozm&fovdni jsou

[UO, Ul)s [Ula UZ): ey [Um Un+l] >

kde U, = 0. Je-li U zdv&rné napéti diody a U e [U;, U;4,), oceni se toto napdti
pfi skldddni jako U;. Tim na této diod€ vznikd ztrdta, rovnd ve voltech U — U,. Je-li
ddn po&et intervall rozm&fovdni (n + 1), je tfeba stanovit jejich hranice U; (1 £ i<n)
tak, aby se ztrdty na zdvérném napéti pii tomto postupu minimalizovaly.

Predpokldddme, Ze je zndma hustota pravdépodobnosti ¢(U) toho, Ze zdv&rné
napéti diody je v intervalu (U, U + 6U).

2. OPTIMALIZACE PROCESU LEPTANI{

Necht tedy py(f) (p,(t), ps(t)) znadi pravd&podobnost toho, Ze deska (déle uZivime
i terminu vzorek) je nedoleptand (dobrd, pfeleptand) v Sase t. V souhlase s terminologii
pravd&podobnostnich procesti fekneme, Ze vzorek je ve stavu 1 (2, 3), je-li nedolep-
tany (dobry, pfeleptany).

Ztejm& plati py(f) + p,(f) + ps(f) = 1. Oekdvany podet dobrych vzorkd, ziska-
nych pii prvém pieruseni, je A p,(t,). Pferuseni v t,, , dd jako dobré ty kusy, které
byly v t; nedoleptané (jinak by byly v t; vytfidény) a v dob& ¢, jiz byly dobré.
Necht p (t, t') je pravdépodobnost, e vzorek je v Case ¢t dobry a v ¢’ nedoleptany,
Ocdekdvany vynos procesu je pak

‘/V.Zop(tii-la ti) s

kde to =0, t,.; = T a kde klademe p(t;,0) = p,(t,). Posledni rovnosti, kterd
vyplyva z fysikdlni interpretace, si je§té vi§imneme.
Ozname pro k < n

k
b)) W(tss ..o ter1) = _Zop(tH-l» t;)

ogekdvany relativni vynos k-stupiiového procesu (tj. procesu s k pferuSenimi v okamzi-
cich ty, ..., ;) s ukondenim v #;.;. K optimalizaci celého n-stupiiového procesu je
tfeba stanovit maximum soudtu W(tl, vees by T). Necht

W)= max  W(ty, ...t 1)

0<ti<..<t<t
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je maximdlni olekdvany relativni vynos k-stuptiového procesu s ukondenim v &ase t.
Pak
W(T)= max {W(t,,...t,) + p(T, t,)} = max { max W(ty, ..., t,)+

0<t;<..<th<T 0<th<T 0<ty<..<th—1<tp

+ p(T 1)} = max {Wa(t) + p(T, 1,)}
n<T
uZitim tzv. BELLMANOVA principu optimalizace mnohastupiiovych procest ([1], [2]).
Analogické rekurentni vztahy platipron — 1, n — 2, ..., 2, 1.

Tim je problém pieveden na tlohu dynamického programovdni a k jeho feseni lze
pouZit numerickych postupd vyvinutych pro tuto metodu ([1], [2]). Ve vztahu

Wi(t) = max (Wi (1) + plt, 1)}
o<t’'<t

(kde k = 1,2,...,n,0 < ¢t < T pfi kazdém k a Wy(t) = 0 v [0, T]) je oviem tieba
zndt pravd&podobnost p(t, t'), kterou neni moZné experimentdlng stanovit s potfebnou
obecnosti a presnosti.
Tuto pravd&podobnost urdime ale obecnd pomoci py(¢). Definujeme nejprve pravdé-
podobnosti pfechod mezi stavy: Nechf pro 6t — 0, fi;(f) 6t + o(6t) je pravdé-
podobnost, Ze vzorek je v &ase t + 0t ve stavu j, kdyz v Case t byl ve stavu i. f; (1) se
téZ nazyvd intensita pfechodu. Ve studovaném pripadé specielné
f12(t) 8t je pravd&podobnost pfechodu 1 — 2, tj. pravdépodobnost, Ze vzorek je
v Case t + Ot dobry, kdyZ v ase ¢ byl nedoleptany;

f23(t) 6t je pravd€podobnost prechodu 2 — 3, tj. pravdépodobnost, Ze vzorek je v Ease
t + ot pfeleptany, kdyz v ¢ase t byl dobry;

f13(t) 6t je ¥ddu o(6¢)

a intensity f;(t) s i > j jsou nulové. Pfechody mezi stavy popisuji tedy rovnice

pi(t + 6t) = py(t) — py(t) f1,(2) 5t + o(51)
po(t + 81) = p,y(t) + py(1) f12(t) 5t — p,(t) f23(t) 5t + o(6¢)

pa(t + 61) = py(r) + pa(1) f23(1) 5t + o(51) .
V limit& 6t — 0 dostdvdme
A Pll(t) = “P1(’)f1z(t)
(3) po(t) = pa(1) f12(t) — pa(2) £25(0)
Pg(t) = Pz(t)fzs(t) .

Tyto rovnice jsou specidlnim pfipadem systému p'(f) = p(t) F, popisujiciho spojity
MARKOVUV proces s diskretnimi stavy. Proti obvykle studovanému ptipadu — totiz
ureni p(r) — je zde urdity rozdil, nebot pravé p(r) zndme a je tfeba urit intensity
prechodi. Pro systém (3) je to oviem trividlni a mdme

_ P _ P _ i) + pi()
(4) f12(t) pl(f)’ fzs(t) pz(t) pz(t) .

407



Tim mdme zatim urceny intensity pfechodd. Od téchto intensit (tj. pravdépodob-
nosti pfechodti v intervalu délky &f) potfebujeme pejit k pravdépodobnostem
v koneénych intervalech.

Tento pfechod Yesi ndsledujici tvrzeni ([3]): Je-li f(t) 6t + o(dt) pravdépodobnost
nastoupeni jevu v intervalu (¢, t + &) pro 5t — 0, pak pravdépodobnost, e jev
nenastoupi v celém intervalu [¢', {), je ddna vyrazem

) exp < - f 1) da).

Pomoci (5) Ize pravdépodobnost p (¢, t') najit snadno; p (t, t') je pravdépodobnost,
Ze vzorek je nedoleptany v Case t' a dobry v &ase ¢ (t > ¢'). Je-li (7, ¢ + d1) interval
pfechodu 1 — 2, kde € [¢/, 1), lze Sasovy sled stavii vzorku zndzornit takto

I C

Obr. A.

a v oznaleni dle ndkresu md prinik nezdvislych jev 4, B, C pravdépodobnost
T t

©) exp <_ j Fualo) da) fiale) de exp( - f Fas(0) da) T o(dv)
0 T

s uzitim (5). ProtoZe 7 je libovolné &islo z intervalu [, 1), dostaneme p(t, t') integraci
(6) pro T e[t 1); ti.

M pr) = J‘:Iexp<— ﬂfn(a) do-) fis) exp(— J:f23(a) da>dr.

Do (7) zavedeme zndmé pravdépodobnosti p,(f) a jejich derivace misto intensit.
Je pfedné

(8) Pl(o) =1, Pz(o) = Ps(o) =0,

takZe z prvé rovnice systému (3) dostaneme

pi(t) = exp (— j ;fu(d) da). V

408

0 t T t+dt t
4 plechod 1-2 ;&r'echo:di prechod 23 ;
P nenastoupil 1= nenastoupil




Dosazenim p,(f) do druhé rovnice systému a FeSenim vzniklé linedrni diferencidlni
rovnice 1. ¥ddu pro p,() s po&dtedni podminkou (8) je po tipravé

©  p)= j p (— f 7o) da) file) exp (— j :fn(a> do) e

p,(t) Ize obdrZet oviem i pomoci (5) analogicky jako (7). Porovndnim (7) a (9) najdeme
t

(10) P, 1) = palt) — palt) exp (- j frl9) da>
.

a tedy vzhledem ke (4)

(11) p(t, 1) = pa(t) [1 — exp q: %da)}

coZ je hledané vyjddieni. p(t, t') md tyto dv& vlastnosti:

1. p(t, 1) = 0, coZ je zfejmé napf. z (11).

2. p(t, 0) = p,(t), coZ je patrné z (10), vzhledem k po&dtetnim podminkdm (8).

Tim je oprdvnéno oznadeni pouZité v pfedchozim.
Vztahem (11) a rekurentni rovnici pro W(t) je uloha obecng feSena. Pro numerické
feSeni stadi pouZit standartnich postupit dynamického programovdni, jak bylo
uvedeno.

Funkci modelu ukdZeme jesté na piipadu, kdy obrdcené predpokldddme, Ze p(t)
jsou takové funkce, Ze intensity pfechodli jsou konstantni.

Priklad: Refenim systému (3) s konstantnimi intensitami fy, + f,5 vzhledem
k poc&dtednim podminkdm (8) dostaneme

pl(t) = e_flz' B
takZe p,(¢) splituje rovnici

‘ P;(t) = —Pz(t)fzs + frae™ 1,

odkud

f12 —f12t = f2at
t) = —— - .
pZ() f23 - f12 (e ¢ )

Z podminky p,(t) + p,(t) + ps(t) = 1 plyne pak

f23 e Tt 4 f12 eIt

-1 _J
)=t P
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Pomoci (10) je kone&ng

p(t, t’) = Pz(t) — Pz(t') e f3t=1") 7 f12f e St [e—fmt-t’) _ e—fzs(t—t')] ,
23 — J12
p tj.
plt) 1) = " i = ).
1

Viimnéme si, Ze pro zmenSovadni intervall leptd-
t ni(5t—0)je

p(t + 6t, 1) = fre” 7125t + o(5t)

a limitni odekdvany vynos pro celkovou dobu
leptdni T — oo a 6t — 0 md hodnotu

A/flzj e tdt =

0

coZ je ve shod€ s fysikdlni interpretaci.
Priib&h kiivek p(t) je zndzorn&n na obr. 1.

P ()

OPTIMALNI SKLADANI DIOD DO BLOKU

t UvaZujme soubor 4" diod (A" » 1). Necht
Obr. 1. interval I = [Uy, U, ] je rozd&len délicimi body

Pribéhy pravdépodobnosti p;(f) pro U, (i =12,..., n) Pak olekdvand ztrdta na
konstantni intensity pfechodu (¢ - €as,  zdvérném napéti ve voltech u diod z intervalu
p — pravdépodobnost) [Ui’ U, 1) je

Uy

Uity Uity
5i+1=JVJ U(p(U)dU~./VU,-J p(U)dU, i=0,1,..,n.
Ui

Tedy celkovd olekdvand ztrdta je .

n n Ui+t Uist
5= 611 =N {f U(p(U)dU—Uij go(U)dU}:
i=0 =0 Ui Ui
Un+1 n Uiy
= A/U UopU)du -y Uif (p(U)dU} .
Uo i=0 U;

Je-li ®(U) = [1, () du distribuéni funkee k ¢, je konetnd

s= ][ Vo a - ufew,.) - awil}.

Uo
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Oznaéme pro k < n
k
Uy, .. Up, Ugsq) = > Ui[‘p(Uiﬂ) - 45(Ui)].
i=0

Mid-li byt olekdvand ztrdta 6 minimdlni, 1ze ulohu formulovat takto: Najit déleni
{U.}i-, intervalu [U,, U, ] tak, aby soudet o(Uy, ..., U, ,) byl maximdlni. Necht

o (U) = max a(Uy, ..., U, U)
Uo<Ui<..<Ur<U
je maximdlni hodnota ¢ na délenich intervalu [U,, U] s k d3licimi body Uy, ..., U;.
Pak
0, (Ups1) = max oUy, .., U, U,y ) =
Up<Us<...<Up<Up+1t
= max { max oUy, .. Upey, Uy) + U[0(U,,,) — O(U,)] =

Uo<Un<Unt+1 Uo<U1<..<Up-1<Upn
= max {0,.4(U,) + U,[®U,,) — &U,)]}
Up<Un<Up+1
a podobn& pro n — 1,n—2,...,2,1; pfitom ¢o(U) =0 pro Ue[Uy, U,44]-
Uloha je tedy prevedena na funkciondlni vztah

a(U) = max (o, () + U[#(U) ~ o()]},

ktery feSime pro k =1,2,...,na 0 £ U £ U,,, pfi kazdém k. K numerickému
stanoveni optimdlni posloupnosti {U;}7., lze opét pouZit metody dynamického
programovani.

4. ZAVER

Uvedené priklady ukazuji, Ze zadany technologicky problém d&asto pfipousti
pomérné obecnou formulaci a konstrukci pravdépodobnostniho popisu, ktery vychdzi
z obecnych modelt (napf. MARKOVOVY fetézce). Tento popis lze obvykle spojit
s vhodnou optimalizaéni technikou; zde je to dynamické programovdni. Jinym znd-
mym piikladem tohoto spojeni je HOWARDOVA metoda optimalizace v MARKOVOVYCH
fetézcich.
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Pesrome

OIITUMU3ALINA HA BEPOSITHOCTHBIX MOJEJIAX
Cranucnas J[Bopxak, Mapue BocukoBa (STANISLAV DVORAK, MARIE VOSIKOVA)

JUtst mBYyX TEXHOJIOIMYECKUX OIepalliii COCTaBIIeHA BEPOSITHOCTHASL MOIENb
M MCIOJIb30BAHO AMHAMHYECKOE NPOTPAMMHUPOBAHUE IUISL ONMPENEJICHHS MX ONTH-
MaJILHOTO XO[a.

Periueno:

a) TpaBJeHWE TepPMaHWEBBIX M KPEMHUEBBIX IJIACTUHOK MPH MPOU3BOACTBE TPAH-
3UCTOPOB. X0/ ONMEPANUN OIMCAH HENPEPHIBHOW LeMbio MapkoBa C AUCKPETHBIMU
cocTosHusiMu. [T Ilenu o6HapykeHa BeposSTHOCTH p(f,t) TOTO, YTO ILIACTHHKA
rojHa BO BPeMsi ¢ M HEJOTpaBleHa BO BpeMs ¢ . ONTUMU3UPYETCS BBIXOJ OMEpaIuH,
paBHBI

/VAZOP(th ti) s

6) yxianbiBaHue QUOmOB B Gioku. [ToTepu B 0OPATHOM HAMPSDKEHHUM CBOISTCS
K MHUHUMYMY ONTHUMAJIbHBIM BBIOOPOM TPAHUI] MHTEPBAJIOB HAMPSDKEHHUS, MO KO-
TOPBIM AUOIBI PACCOPTUPOBAHEI IT0 OOPATHOMY HATIPSKEHHIO MEPE]T YKJIaIbIBAHUEM.

Summary
OPTIMISATION IN PROBABILITY MODELS
STANISLAV DVORAK, MARIE VOSIKOVA

For two technological operations the probability model has been built-up and
dynamic programming used for determination of their optimal running. The solution
is carried out for:

a) etching Ge and Si wafers in transistor production. The running of the operation
is described by continuous Markovian chain with discrete states. For this chain has
been found the probability p(t, t') for wafer being acceptable at time ¢ and not being
etched sufficiently at time ¢'. The yield of operation, equal

N Z p(ti+1’ ’i) B
i=0
is optimised.
b) composition of diodes to blocks. The losses in the breakdown voltage are
minimised by optimal electing of the boundary points of the voltage intervals, in
which diodes are sorted according their breakdown voltage before composition.

Adresa autori: RNDr. Stanislav DvoFdk, Marie Vosikovd, TeslaRoZnov, RoZnov pod Radho§tém.

412



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T00:14:50+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




