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SVAZEK 13 (1968) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 2

NUMERISCHE STABILITAT EINES ALGORITHMUS
ZUR BERECHNUNG DES EIGENPARAMETERS
EINES MATRIZENOPERATORS MIT HILFE
DER REDUKTIONSMETHODE UND DER BANACHSCHEN ITERATION

R. ZezuLA

Einige Probleme der Reaktorphysik [1] fiihren auf folgendes gemischte elliptische
Randwertproblem (mit dem kleinsten Eigenwert B?)

09

(1) 4¢ + B2 =0; (R, z;B*) = ¢ (r, + %l;BZ) =0; = Kool -4

on

jr=a

auf dem zweidimensionalen rechteckigen abgeschlossenen Gebiet

(lay @=1J,xJ,; J,={r|lasr<R}; Jzz{zjag§z§g}
|

mit der Grenze  und mit der dusseren Normale n = n(82). Dabei kann der Ope-
rator K, durch die Beziehung

(1b) Kool,-a = [9(z) + N2 ]o

r=a

approximiert werden, wo 9(z) € L*(—4H, 1H) gegebene begrenzte (im allgemeinen
unstetige) Funktion, N, gegebener begrenzter (im allgemeinen nicht selbstadjungier-
ter) Operator im Hilbertschen Raume [*(®) und ¢ ein kleiner Parameter ist.

Die Konstruktion einer schwachen Losung des Problems (1) kann (unter gewissen
Voraussetzungen [2]) auf die dquivalente Aufgabe der Bestimmung des Eigenpara-
meters B? = A* € {Ay, 45D (/11, 4, gegeben) und des zu ihm gehorigen normierten
Eigenvektors y = y(A*) = (1, x(A*)) € I> des homogenen unendlichen Systems der
linearen Gleichungen

® =0 0= (10 750)

im reellen Hilbertschen Folgenraum [? iiberfiihrt werden, die man unter gewissen
Voraussetzungen [2] iiber den Matrizenoperator A(4) im Raume I* (welche die Tat-
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sache ausdriicken, dass aus physikalischen Griinden nur das Matrizenelement a (1)
vom Parameter A e (A, 4,) stark abhingig ist) mit Hilfe der Reduktionsmethode
und der Banachschen Iteration durch den folgenden Algorithmus l16sen kann:

Wir wihlen einen passenden Ausgangswert Ay e (1, 1,) des Parameters B> = A.
Es sei weiter fiir jedes A € (1,, 4,> und jedes k = 1,2, 3, ...
(2a) b(A) = Py b(2); DyA) = P, D(A) Py ¢ (2) = P, c(R)

wo P, den Projektor bedeutet, der den Hilbertschen Raum 2 auf seinen n-dimensio-
nalen Unterraum [? projiziert. Bei festem k = N berechnen wir den angeniherten
Eigenparameter 4, = lim A" mit Hilfe der Banachschen Iteration aus den Be-

ziehungen mee
) A = (e SOUPNT: A% = At AP €
©) DyA") XiP() = buAg")

wo h(a,,) die inverse Funktion zur Funktion a (%) ist, so dass fiir jedes A € (4;, 4,>
gilt:

(5) hlag,(A)] = 4.

Weiter berechnen wir mit Hilfe der Reduktionsmethode, d. h. aus der Bezichung (4)
fiir 2, = lim A,k = N, N + 1, ... die angenéherten Eigenvektoren y, = (1, x{(4,)),

m-—> oo

die unter gewissen Voraussetzungen [2] schwach konvergieren fiir k — o0 zum
Eigenvektor y(7*) des Matrizenoperators A(2*), d. h. wir haben

(6) y(A*) = (1, x(2%)) 5 A* =k]in: s

(%) = [DUA)]~ bulh) = x(2¥) € 1P, A(*) y(3%) = 0.

Die Verifizierung der (verhéltnissmﬁssig komplizierten) Voraussetzungen, die die
Konvergenz des durch die Beziehungen (3), (4) gegebenen Algorithmus sichern, er-
fordert im Wesentlichen die Abschitzung von zwei Zahlen « = a(A4), of = ap(A)
zu iiberpriifen

(7 O<a<l; O0<ap<1

die vom Operator 4 abhéngig sind und von denen die erste die Konvergenz der
Banachschen Iteration (3) fiir 4, = lim A{™ e {1, 1,» und dadurch auch die Existenz
des Eigenparameters A* = lim inf 4, € {4, 4,> und die zweite die Konvergenz der
Neumannschen Reihe fiir den inversen Operator D~'(2) fiir alle A€ {4, 4,> und
dadurch auch die Mdglichkeit der Durchfiihrung der Reduktionsmethode (4) fiir
alle k 2 N, A1 e {J4, 2, sichert.

Fiir die praktische Berechnung ist wichtig die Frage nach der numerischen Stabili-
tiat der Folge von numerischen Prozessen, die dem von uns betrachteten Algorithmus
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(3), (4) zur Losung des homogenen unendlichen Systems von linearen Gleichungen
(2) entspricht. Dabei nehmen wir den Begriff der numerischen Stabilitét, der o;-Folge
von numerischen Prozessen u. s. w. (sowie womoglich auch die entsprechenden
Bezeichnungen) im Sinne des Buches [3]. Die Hauptidee im Beweise der numerischen
Stabilitiat des Algorithmus (3), (4) ist die Ausniitzung der bekannten Tatsachen [2]

vom Operator D,(%), D; '(1), vom Vektor ¢,(4), b,(4) und von der Funktion a,(4)
fiir 2 € (A;, A,>. Wir haben [2] (S. 78)

(8)  D(A) = Do + (2 — Ao) SM(A) = D(Ao) + (A — o) [SV(A) + eSP(A)]
(A = 20) SP(2) = NO(2) = N®(Zo) 5 (2 — A9) SP(2) = NP(2) — NP(4o)

N® = (J = P))Ny(J = Py); N =(J = P,)N,(J — Py)
1 H 0
N = Zplca: (k=1,2,..);
1Pk A @r(pkl ( )
Apy(r, z; B*) + B*@y(r, z; B*) = 05 (R, z; B?) = @,(r, £1H; B*) = 0.

Weiter gelten fiir alle k = N, A€ (4, 4,> die Abschitzungen [2] (S. 73; 75)

1 1
9 p,'Wg—rn-uw s DY —o——
() ” k ()I‘—C>§+9:i“—ac’§ “ ()l|~6§+9:in_gc§
WO
. 2
c=i—s (i=1,2,..0)5 950 =-—"—9(1)<0; 0= 9, 21950 = 9.,

m

N = (z902) Sp) 5 NO() = (22(2) ;5 0 < cF £ z00(4) < ¢35

= mm

ILbm=23,....
Setzen wir weiter [2]
d*
O<y=af <1 fir —2—<1;
1 — o
1 — *\2 *
0<y=1- L% fO) <1 fir —20_>1
A %o 1 — ap

und fiihren wir die folgenden Bezeichnungen [2] ein:

Is) = sup_max (|53, [s¥(]]

A1,A2)

Lil

1 1
Wy = W3 |l + —reo——————|; w,; =| min
” [ (1= 7) (5 + 9% — sc*;)] > [<>
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oo {14 W+ Gl

A o)
o= v o s vl
R (e r e Ll ([bug:; e zzt‘ali"“)\J}

Is] 1 1
2 2 bl{
on = o Pl st s m @

e A AL R e | RS

Weiter fithren wir ein die Zahlen [2]
(10)
' -1 Jom\ T
f’(nk) — <%l! ) [(JEII:)’ C(/{f‘m) + T‘((m)) + r’((m)) + (D,:l(j.im)) bs(m), %)]

(10a) F = (911_1

-1
da > [(9%, e(Am™ + ™) + rim) 4
A= 20

+ (D I(A(m)) b(M) (M)) + #‘(CM)] + v,(cm)

und die Vektoren [2]
gt = {0 08 SR A7)
@wM+TW)+wﬂ+(mmd“}

(k) — {8("') + (D(k)) 1 (m) ng—i(/ﬁ(m)) .
NG+ ) N (08 1)
wo bedeutet

NS = PLNSP ;. S = PSIUP(A™ + ©™) s b = b (W) 5 o™ = c(A™)

(] (e )
;~=22(n|) dj. dlu Al() dl u lz("')

i di
T € A, A 4y T e QA (1= 1,2,

dal,_zem  dA

Man kann beweisen [2] (S. 102) den folgenden
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Satz 1. 1) Es mdgen fiir den Algorithmus (3), (4) zur Ldsung der homogenen
Operatorengleichung (2) die im Satz 3b in der Arbeit [2] (S. 82) angefiihrten hin-
reichenden Konvergenzbedingungen erfiillt werden.

2) Es moge der Vektor b(/l) der Bedingung geniigen

d

0 < sup Hm@“ f ot —ect)< S| |b]

i€t ha)

min

3) Die Berechnung der Vektoren b(A™) (mit dem Fehler s{™), c(A™), (mit dem
Fehler r,‘("‘)) aus den Beziehungen

(11) BOY = b(I™) + st ¢ Z(AM) = (A + rm

und die Berechnung des Skalarproduktes (c(A{™), x{"(2™)) (mit dem Fehler p(™)
aus der Beziehung

v""_‘_\
(12) (@O, S0) = (@), PG + i
maoge mit Hinsicht auf den Index k eine numerisch stabile ay-Folge von numerischen

Prozessen bilden, so dass fiir die entsprechenden Fehler r™, s, u{™ fiir beliebiges

k = N die Abschdtzungen gelten
(13) 0 < K™ < 8: 0<k[s™] <9: 0<Kluf™ <8

4) Die Berechnung des Vektors x(P(2™) = D '(A™) b(2™) € I* mit Hilfe der

Eliminationsmethode (mit dem Fehler g™ e 12) aus der Beziehung

(14 FO0) = D) ) + o e 1

moge mit Hinsicht auf den Index k eine numerisch stabile o,-Folge von numerischen

Prozessen bilden, so dass fiir den Eliminationsfehler ™ fiir beliebiges k = N die

Abschdtzung gilt

(15) k2|el
5) Es mégen die Fehler v bei der Berechnung der inversen Funktion h(ayy)

zur Funktion a,,(2) fiir jedes A€ (A, ;> die Bedingung der Begrenzheit erfiillen

(16) 0= ) < v

< 9.

und es mogen der maximale Interpolationsfehler v der inversen Funktion h(a,)
und der Parameter ¢ des Operators N(1) = N(1) + & N,(2) so klein sein, dass eine
Zahl n > 0 existiert, die den folgenden zwei Ungleichungen geniigt:

(17) Wy <N.9; wy + <1,
Es mége weiter der kleine Parameter ¢ die Ungleichung

2 sup [NS(A)]

18 gAsiy <y <]
( ) ((?; + '9min ‘5‘2) }

erfiillen.
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6) Es moge die Zahl 3 > 0 so klein und die natiirliche Zahl N £ k so gross sein,
dass die Ungleichungen

(19) Ay S A0 £ 9 <A
X

. 5 —1/7 x 3
min a;(4) < (c(Z¢), DA b(A™)) £ — 7o < max ay4(4)
AedAy,A2) N AedAs,22)
gelten und es moge der Anfangsfehler 19 = J(© — ) fiir alle k = N die folgende
Beziehung erfiillen

~(0 0 7(0 0 7. 0
(20) B =10 =04, = 4% =4 A e, ).
Dann gilt: 1) Die Folge von numerischen Prozessen
(21) Tt _ pmi1) o 1) _ om) 709 4 509
‘ - N m m

auf welche der Algorithmus (3), (4) zur Losung des homogenen unendlichen Systems
von linearen Gleichungen (2) im Raume I* mit Hilfe der Reduktionsmethode und
der Banachschen Iteration iiberfiithrt werden kann, ist fiir jedes k = N gleich-
mdssig (hinsichtlich des Indexes k) stark (hinsichtlich des Indexes m) numerisch
stabil.

2) Fiir den Quotienten (1 — x) der starken Stabilitit und fiir den Fehler 9™
gelten die asymptotischen Abschdtzungen (fiir $ — 0, ¢ - 0)

(22) (=2 =0+ 0,3+ 0, ~a
(22a) 0= |9"| < a0 + @219 + 0,9 + 0,39 ~ v,

Zum Schluss sei noch bemerkt, dass die hinreichenden Bedingungen fiir die Giil-
tigkeit der Voraussetzung 4) des Satzes 1 (hinsichtlich der numerischen Stabilitdt der
Eliminationsmethode) in der Monographie [3] angegeben sind. Im Problem (1)
sollen diese Bedingungen aus physikalischen Griinden erfiillt werden.

Literatur

[11 J. Cermdk, L. Trlifaj: BiusiHue yaCTHYHO IIOTPYKEHHOTO MOTIONIAIOILETO CTEPKHS HA pacipe-
HeneHue TUIOTHOCTH HEATPOHHOTO IMOTOKA. ATOMHAs 3Heprus T. 9, Boii. 5, (1960), 470—476.

[2] R. Zezula: O jedné pfiblizné metod€ feSeni nékterych okrajovych tloh v teorii jadernych
reaktortl. Disertace Praha 1967. Zprava UJV 1785/67.

[3] I. Babuska, M. Prdger, E. Vitdsek: Numerical Processes in differential equations. SNTL Praha,
J. Wiley New York 1966.

R. Zezula, UJV CSAV, ReZ u Prahy, CSSR.

216



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T00:07:19+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




