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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

METODICKA POZNAMKA K SKUMANIU OJNICOVYCH KRIVIEK*)
MAJUCICH TVAR AERODYNAMICKEHO PROFILU

VLADIMIR BARDOS

(Doslo dna 14. augusta 1965.)

UvoD

Problém mechanického opracovania aerodynamickych profilov, ako su napriklad
prierezy lopatick obeZnych kolies turbin, atd., je velmi ndro¢ny a jeho rieSenim
sa zaoberd viac pracovisk ako aj odbornikov ¢€i uz u nds alebo v zahranici.

Po jednej z ciest v tejto oblasti vyskumu uberajui sa aj doc. Ing. MEDVEC a kolektiv.
Syntéza rovinnych mechanizmov metédou Stiepenia rovnic [1], ktort rozpracoval
Medvec, viedla pri aplikovani tejto metédy k rovinnym mechanizmom, ktorych
body prislusnych ojnic (v &estine tehlic) opisuju ojnicové krivky (v &eStine ,,tehlicové
kfivky*) tvaru aerodynamického profilu [2]. Nakolko moZno tieto rovinné mecha-
nizmy pouzit k opracovaniu lopatkovych profilov, bola tdto myslienka dalej rozvy-
jand v prdcach [3] a [4], aviak cesta dalSieho rozvoja viedla ku graficko-geometric-
kym uvahdm.

Cielom tejto metodickej poznamky je poukdzat na moznost ziskania diferencidlne;j
rovnice, ktord odpovedd rovnici Ciary uvedenej v prdci [2], ktora opisuje bod A
rovinného mechanizmu na obr. 1, ¢im sa vytvdra moZnost zobrazit prislu$né ojnicové
krivky pomocou vhodnych analogovych poditaCov, a urCenie rovnic ojnicovych
kriviek bodov E ¢lenov 5 rovinnych mechanizmov na obr. 3 a obr. 4 pomocou
rekurentnych vztahov ([5], [7], [9]), ktorych ekvidistanty maji tieZ tvar aerodyna-
mického profilu, a uvedie sa tieZ v§eobecny postup urcenia rovnice ekvidistanty.

1. ZAKLADNE UDAJE

Rovnica ojnicovych kriviek z [2] (obr. 1) pre vSeobecné hodnoty parametrov
a, b, ¢ a d daného rovinného mechanizmu je

(1) x?y? — 2abxy + b*y* — 2b%dy + b¥a® — ¢ + d*) =0,
*) V CeStine sa pouziva u viacClennych rovinnych mechanizmov miesto terminu ,,ojni¢ni
kfivky*: termin ,,tehlicové k¥ivky*.
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CiZe

(1a) f(x,y,a,b,c,d)y=0,
alebo vo vSeobecnosti
(2) f(x’yaar):(), i=1,...,n,

pricom v tomto pripade

Obr. 1.

Z rovnic (1), (1a) a (2) plynie, Ze uvedené ojnicové krivky si vo vSeobecnosti
$tvorparametrickou stistavou rovinnych &iar, ktorych rovnica je rovnicou Stvrtého
stupna.

Zavedenim novych parametrov

a !
3 j_:-, /13=‘a/:’a b:l,
G ) bo b
prejde rovnica (1) do tvaru
(4) X2y —Axy+yr =2y + -2+ =0,

alebo vo vSeobecnosti
(4a) fx(xs Vs ALy Ags 23) =0,

tj. v tomto pripade sa pocet parametrov zniZil o jednu, pri¢om jednotkou pre meranie
parametrov A,, A, a A, je dizka b. '

Cielom casti tejto metodickej pozndmky je poukdzat na moznost ziskania di-
ferencidlnej rovnice, ktord odpovedd rovnici (1), resp. (4), ¢o potom umoziuje pri
danych podiatoénych podmienkach zobrazit prislusné ojnicové krivky pomocou
vhodnych analogovych poéitacov.

4]



2. VSEOBECNY OPIS POSTUPU

Analogovy pocitaci stroj sluZi na rieSenie diferencidlnych rovnic a to jak linedrnych
tak aj nelinedrnych. To znamend, Za ak existuje diferencidlna rovnica, ktord zobrazuje
urdity jav alebo objekt, analogovy poéita¢ moéze poskytnut rieSenie tejto doferencidlnej
rovnice a tym poskytnuf informacie o priebehu javu alebo stave a tvare objektu.

Z uvedenych skutoCnosti plynie moZnost zobrazenia ojnicovych kriviek, ak st
zname ich rovnice v analytickom tvare.

Z teorie diferencidlnych rovnic ([8]) je zndme, Ze ak existuje rovnica typu (2),
mozno vo vieobecnosti z tejto rovnice parametre a; (i = 1, ..., n) eliminovat tym
spdsobom, Ze sa rovnica (2) n-krdt derivuje, ¢im sa ziska sdstava n + 1 rovnic,
ktoré vo vSeobecnosti popri premennych x a y a parametroch a; obsahuji aj deri-
vécie zdvisle premennej, a to prvu aZ n-tu; vyla¢enim parametrov a; sa potom ziska
diferencidlna rovnica, ktord bude mat vo vieobecnosti tvar

(5) F(x,p,y,...,y™)=0.

RieSenim rovnice (5) pri danych pociatoénych podmienkadch ziska sa zas vo vSeobec-
nosti rovnica typu (2).

Z vyssie uvedeného vychddza Cast metodickej pozndmky, ktord je obsahom tohoto
pojednania.

Ak je zndma rovnica ojnicovej krivky, ktorej veobecny tvar je dany rovnicou (2),
potom vo vSeobecnosti mozno urdit diferencidlnu rovnicu typu (5), ktord odpoveda
prislusnej rovnici ojnicovej krivky; na urlenie tejto diferencidlnej rovnice pouZije
sa vysSie uvedeny postup. Poliatoéné podmienky su vo vSeobecnosti funkciami
nezdvisle premennej a funkciami parametrov a;, teda menenim pod&iatoénych pod-
mienok v technicky potrebnych hraniciach mozZno ziskat rozne tvary ojnicovych
kriviek skimaného rovinného mechanizmu, ¢o znamend, Ze mozno ziskat aj potrebny
tvar ojnicovej krivky; prislusny rovinny mechanizmus potom pomocou parametrov,
pouzitych na urcenie pociatoénych podmienok, mozno navrhnut.

Postup eliminovania zdvisi od tvaru vychodzej rovnice, hlavne od stupria para-
metrov, ktoré v nej vystupuju.

V pripade rovnic (1) a (4) moZno priamou elimindciu parametrov ziskat hfadant
diferencidlnu rovnicu, ¢o sa prevedie v dalSom odseku.

3. URCENIE HCADANEJ DIFERENCIALNEJ ROVNICE

Diferencovanim rovnice (1) a apravou ziskaji sa rovnice

(6) xyz + x2yyl _ ab(y + xy/) + bZ(yyr _ dy,) — 0,
(7)  ¥*+ dxyy + Xy + xPpy" — ab(2y + xy") + b2y + yy" — dy") =0,
(8) 63y’ + 6xy'% + 6xyy” + 3x7y'y" + xPyy” — ab(3y" + xy") +

+ b2(3y/yu + yy/u _ dym) — 0 ,



" 2.0,

(9)  12y"% + 12py" + 24xy'y" + 8xyy” + 4xPy'y" + 3x2y"? + xPyy'V —
— ab(4y” + y"V) + b*(3y"* + 4y'y" + yyV —dy") =0;

eliminovanim parametrov a, b, ¢, d z rovnic (1), (6) aZ (9) ziska sa diferencidlna
rovnica

(10) yl(3y72y// _ 3yy” + yy/y///) [(2y72 _ yy”) (12}1’3 + szyly// + 24xy12yn +

v m 2..12..m

+ 8xyy'y” + Ax?y 2y + 3x2y'y" = xy?yt) = (4" = yy) (VP +
+ 4xyy/2 + x2y/3 _ xyZyI/)] _ (yylZy[V - 4yyly//yw + 4yl3ym +
+ 6y72y1/2 _ 3yy”2) [(3y/y// _ y///) (yzyr + 4xy/2 + xzy"” . xyzyn) +

+ (yy// _ 2y/2) (6yy12 + 6xy/3 + 6xyyryr/ + 3x2y/2yn _ xyZy///)] - 0’

pri¢om pociatoéné podmienky vo vSeobecnosti su
1
(1) yo,, = m [axo + bd + J{(axo + bd)* — (x + b*)(a* — ¢ + d*)}],

' XoYo — ab
(12) Yo = 0 — Yo
’ xo(ab = Xoyo) — b*(d — yo)
ve + yo[2(2x0yo — ab) + yo(x3 + b?)]
xo(ab — xoy0) + b*(d — yo)

(13) Ve

Il

w2 2Yo(Yo + Xo¥0) + ¥6(2%0ye + Xovo + b2y — ab)

(14  yg =3 5 .
xo(ab — Xoyo) + b*(d — yo)

4y[yo(xs + b?) + 2x0yo — ab] + 3yg*(x3 + b*) +
+ 12y4(vo + xo¥0) + 125
xo(ab — xoy0) + b*(d — yo)

(15 yy' =

Avsak na urcenie diferencidlnej rovnice odpovedajucej ¢iaram aerodynamického
profilu moZno pouZit ako vychodziu rovnicu aj rovnicu (4), pritom je ale vyhodné
v tomto pripade za zdvisle premennu povaZovat premennu x; prevedenim potrebného
derivovania a potom eliminovanim parametrov 4,, 4,, A; ziska sa diferencidlna
rovnica

(16) (yx" + 3x") [xy*x" + yx'(yx" + 4x) + x* + 1] —
_(yx" _'_ zxr) [xylx/// + 3yx//(yxl + 2x) + 6xr(x + yxr)] — 0,

pricom poéiatocné podmienky vo vSeobecnosti su
1.,

(17) Yo = [4 £ VA = (vo — 42)%}],
0
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(18) X, = xo(ll - xoyo) + A3 — ys3
YO(XOYO - )-1)

3

(19) .\"(') :xO[Zil - ,VO(4X() + yox{))] — (xg + ])
yo(xoyO — ).1)

(20) v = 3 XolAs = yo(2%o + yoxo)] = 2x4(x0 + yoxo)
J’o(on/o - /11)

Poznamky

a) Pri konkrétnom prevadzani skumania je vhodné pociato€né podmienky, ktoré st v pripade
vzorcov (11) az (15) vyjadrené v zdvislosti od parametrov a, b, ¢ a d a volenej suradnici x,, a v pri-
pade vzorcov (16) aZ (20) vyjadrené v zavislosti od parametrov 4,, 1, a A3 a volenej stiradnice y,,
zpracovat na Cislicovom pocitacom stroji do tabulky, v désledku ¢oho sa potom mozno velmi
rychlo orientovaf a ziskaf jednak prisluiné parametre rovinného mechanizmu a tym aj jeho
schému.

b) Postup, uvedeny v tcmto odseku, ktorého vSeobecné zasady su velmi strune opisané
v odseku 2., mozno, ak je k dispozicii vhodny analogovy podéitaci stroj, pouzif na rieSenie pro-
blémov pribliznej syntézy vodiacich mechanizmov [5], pritom je ale potrebné

1. poznat rovnice ojnicovych kriviek,

2. zvolit vhodny postup eliminovania prispuinych parametrov v tom-ktorom konkrétnom
pripade.

4. URCENIE POTREBNYCH REKURENTNYCH VZTAHOV

Nech je dand bindrna skupina III4 (obr. 2), tvorend &lenmi 5 a 6, pricom CE = u3;
rekurentné vztahy danej bindrnej skupiny dané st rovnicami

(21) xc = (x — uy) ety u,,
Q

o—u

(22) Ye = (y + uy) 2 —u,,
Q

kde x¢ a yc — stradnice bodu E ¢lena 5,

(22a) 0 = PE = J[(x = w)?* + (v + w)]:

ostatné parametre su vyznacené na obr. 2.

5. URCENIE ROVNICE OJNICOVEJ KRIVKY, KTOROU JE ELIPTICKA
KONCHOIDA

Eliptickt konchoidu ako ojnicovi krivku opisuje bod E ¢lena 5 rovinného $est-
¢lenného mechanizmu na obr. 3, pre ktory je dané: AC =a, CB = b, CE = k,
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priGom poloha bodu P je vzhladom na stGradnicovil rovinu x,, y;, O uréend sarad-
nicami P(d, —c); nakolko sa rovnica ojnicovej krivky bude vyjadrovat vzhladom
na rovinu x, y, O, pouZiju sa miesto siradnic P(d, —c) saradnice P(d,, c,), kde
(obr. 3)

(23) ¢, = —(ccosa + dsin a),

(24) dy = —(csin o« + dcosa).

Obr. 2. Obr. 3.
Trajektoriou bodu C rovinného Sestélenného mechanizmu na obr. 3 je elipsa,
ktorej rovnica s prihliadnutim k danym parametrom bude ([6], str. 69)
(25) b2x% + a?y2 — a?b? =0;

rekurentné vztahy (21) a (22) a rovnica (22a) po prihliadnuti k danym parametrom
a k rovniciam (23) a (24) nadobudnt tvar

(26) e =(x—d)iK 1 a,,

Q
(27) )’Cz()"*‘“x)ggk—cw
(28) 0= VI(x—d)* +(y+ )]s

po dosadeni z rovnic (26) a (27) do rovnice (25) bude

— kP oy 2
(29) »? [cll + (x — d)) Q———l] + a* [(y + ¢y) e —k_ c‘l] —a*h?=0;
Q

4

z rovnice (29) po prihliadnuti k rovnici (28) a po uprave rovnica ojnicovej krivky,
tj. rovnica trajektorie bodu E ¢lenu 5 Sest¢lenného rovinného mechanizmu na obr. 3
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bude
(30) {(b°x* + a*y* — a?*b*) [(x — dy)* + (¥ + ¢1)?] + K*[b*(x — d;)* +
+a¥(y + ¢)2 ]} — 4k [(x — dy)* + (v + ¢))*] [b2x(x — dy) +
a’y(y + )] =0;

rovnica (30) je algebraickou rovnicou 6smeho stupiia, obsahujicou pit parametrov
a, b, ¢y, d; a k; tdto rovnica je rovnicou trajektorie bodu E ¢lena 5 rovinného Sest-
¢lenného mechanizmu na obr. 3, teda rovnica (30) je rovnicou eliptickej konchoidy .

6. URCENIE ROVNICE OJNICOVEJ
KRIVKY, KTOROU JE KONCHOIDA
OJNICOVEJ KRIVKY CENTRICKEHO

KLUKOVEHO MECHANIZMU

Konchoidu ojnicovej krivky centric-
kého klukového mechanizmu opisuje
bod E ¢lena 5 rovinného Sest¢lenného
mechanizmu, ktory je schematicky znd-
zorneny na obr. 4 a pre ktory je dané:
OK =a, KC=b, CG=¢, CE=d,
pric¢om polohu bodu P vzhladom na
rovinu Xx;, y;, O uréujui suradnice
P(f, ——e):, nakolko sa rovnica ojnicovej

Obr. 4. krivky bude urCovat v rovine x, y, O

vhodné je zaviest miesto stradnic

P(f, —e) stradnice P(f,, —e,), ktoré uréujii polohu bodu P vzhladom na rovinu
x, y, O (obr. 4), pri¢om bude

(31) fi = —esina + fcosa,
(32) e, = —(ecos o + fsina);

rovnica trajektorie bodu C &lena 3 rovinného Sestélenného mechanizmu po pri-
hliadnuti k danym parametrom bude ([6], str. 230)

2 2
(33) (x(z; - Zb: Cy(’} + a* — bz) — 4x2 l:az - <£—+—C> yé] =0;
¢

rovnica (33) prejde po tprave do tvaru

(34) x¢ + Ayt + Bx2yZ — Cx2 — Dy2 + E=0,
kde

2b + ¢\?
(3) a= ()
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_ 5267+ 2be +

(36) g2t et
(37) C = 2(a® + b?),
(38) D =2 J(A) (a® - b?),
(39) E = (a® — b?)?;

rekurentné vzfahy bindrnej skupiny treticho druhu, dané rovnicami (21) a (22)
a rovnica (22a), po prihliadnuti k obr. 2 a obr. 4 a danym parametrom, prejda

do tvaru

(40) xcz(x*fl)Q;d+f1,
(41) ve=(+e)t=2 -,
(42) e =[x =1)*+ (v +e)];

po dosadeni z rovnic (40) a (41) do rovnice (34) bude

) (-8 % f1]4+ EDE== 1

+B[<x—f,>";”’+f1]2[(y+el>@;d—el]2—

- 2 _
—C[(X—fl)g Qd+f1]—D[(y+e1)g Qd—e1]2+E=0;

rovnicu (43) mozno upravit do tvaru

(44) [(x = f) (e —d) + efi]* + A[(y + &) (¢ — d) — ge,]* +
+ B[(x = f1) (e — d) + ofs ]’ [(y + &) (¢ — d) — ge,]* -
- Co* [(x — f1) (e — d) + of, ] — D*[(y + e1) (¢ — d) — oe, ]* +
+ E¢* =0;

z rovnice (44) Po prihliadnuti k rovnici (42) a po tprave bude

(@5) [l — 7 + (v + e (+* + Ay* + BES? — Ot — Dy? 4 ) 4
+ @l = £ + (v + e’ {6 (x = £1)? + 64)%(y + e))* +

+ B[(x = f1)? 2 + 4xy(x — f1) (v + &) + X*(y + €))?] — Cx — f1)? —

— D(y + )’} + d*[(x — f1)* + A(y + e))* + B(x — f,)* (y + e,)?]]? -
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—4d?[(x = [1)* + (v + e)?] 2x(x — f1) [(x* + d*) (x — f1)* +
+ Xy + e’ ]+ 24p(y + ) [VA(x = f1)P + (07 + ) (y + )] +
+ 2B[(x = f)y + (y + e)) y] [xy(x = f1)* + xp(y + ¢)* +
+d¥(x = f)(y +e)] —d[(x — f1)* + (v + e)?] [Cx(x = f,) —
—Dy(y +e)]}? =0;
parametre A, B, C, D a E, vystupujice v rovnici (45), dané st rovnicami (35) aZ (39);

rovnica (45) je rovnicou konchoidy ojnicovej krivky centrického klukového mecha-
nizmu; je to algebraickd rovnica Sestndstého stupiia, obsahujuica Sest parametrov.

7. URCENIE ROVNICE EKVIDISTANTY

Nech je dand rovnica trajektorie (¢) bodu E (obr. 3) v tvare

(46) f(x,y) =0,

kde x, y su suradnicami bodu E; ekvidistanta (f) Giary (e), tj. Ciara, ktord md v kazdom
bode s ¢iarou (e) spoloénu normdlu (teda aj rovnobezné doty&nice), pfiom vzdialenost
giar (e) a (f), merand na normdle, je vZdy rovnd hodnote r = konst., zdvisi od tvaru
Ciary (e), teda rovnica ekvidi§tanty bude zdvisief od rovnice zdkladnej Ciary.
Na zédklade vysSie povedaného mozno urdit siradnice x a y bodu E vo vSeobecnej
polohe v zdvislosti od suradnic xy a yr bodu F ekvidistanty (f).
Podla obr. 5 bude

(47) X = Xp— rsin 7,

(48) Yy = yp+ Fcost;

je ale

(49) sint—_ 8T ,
+ (1 + tg*7)

(50) COST = 1
+\/(I tg? r)

kde

Obr. 5. , ,
(s1) tgT =y = yi;

po dosadeni z rovnice (51) do rovnic (49) a (50) a po dosadeni takto upravenych
rovnic (49) a (50) do rovnic (47) a (48) bude

(52) X = Xp— D

VU + )

(53) y=yp+

\/(1 + )’r)
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po dosadenti z rovnic (52) a (53) do rovnice (45) ziska sa rovnica
(54) fl(sz YF) =0;

rovnica (54) je potom rovnicou hladanej ekvidistanty.
Aplikdciou uvedeného vseobecného postupu mozno urcif v konkrétnych pripadoch
rovnice ekvidiStant prislusnych ojnicovych kriviek.

ZAVER

V Gvode predkladanej prace vytyCend uloha bola splnend, lebo hladané diferencidlne
rovnice ako aj hladané rovnice ojnicovych kriviek st uréené. Uvedené s tieZ rovnice,
pomocou ktorych je mozno pri zndmej rovnici nejakej ¢iary urcit rovnicu jej ekvi-
distanty.
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Pesrome

METOAMNYECKAS 3AMETKA K MCCJIEAOBAHUIO IATYHHBIX
KPUBBIX, UMEOIINX BUA ADPOANHAMMNYECKOIO IMPO®PUNJISA

BJJAAVUMUP BAPOOW (VLADIMIR BARDOS)
Pabora coaepKUT KOPOTKOS onmMcanue MeToaa onpeaesieniis auddzpenipansroro
YpaBHEHUsl IIATYHHOU KPUBOH, BUJ KOTOPOH COOTBETCTBYET a’POAMHAMHYECKOMY

npoduito. [MosyueHHOE ypaBHEHHE MOXKET ObITb NMPUMEHEHO KakK OJHA U3 BO3MOX-
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HOCTEH IJI1 M300paXeHust COOTBETCTBYIOLIEH JIMHMM MpU MOMOLUM IIOAXOASLIUX
4HAJIOTOBBIX CYETHO-pEIIaKOILMX MaulMH. B pabore HaxomuTca Takxke ompeie/ieHUe
YPaBHEHUS IIATYHHBIX KPUBBIX TPH IIOMOLLIM PEKYPPEHTHbBIX COOTHOILEHUI Y TIIOCKUX
MEXaHM3MOB. DKBHIMCTAHTBL COOTBETCTBYIOIMX IIATYHHBIX KPUBBIX — TOXE a3po-
JuHaMuyecekue npoduibl. B 3awttodeHne paboThl MpuBeneHO obllee OMMCAHUE OTpe-
Je/IEHHS YPABHEHUS SKBUIUCTAHTBI MOJIYYEHHO| 1IATYHHOW KPUBOIA.

METHODISCHE BEMERKUNG ZUR UNTERSUCHUNG
VON AERODYNAMISCH GEFORMTEN KOPPELKURVEN

VLADIMIR BARDOS

Im Aufsatz ist eine kurze Beschreibung einer Methode zur Bestimmung der
Differentialgleichung von Koppelkurven deren Formen aerodynamischen Profilen
gleichen angefiihrt. Die abgeleitete Gleichung kann als eine der Moglichkeiten zur
Abbildung der untersuchten Kurve mittels Analog-Rechenanlagen dienen. Im
Aufsatz ist auch die Bestimmung von Koppelkurven ebener Mechanismen mittels
einer rekurrenten Beziehung angefiihrt. Die Aquidistanten der untersuchten Kurven
bilden gleichfalls aerodynamische Profile. Die Arbeit wird mit einer allgemeinen
Beschreibung einer Methode zur Bestimmung der Gleichung einer Aquidistante
zur gegebenen Kuppelkurve abgeschlossen.

Adresa autora: Ing. Viadimir Bardos C.Sc., Pekna cesta 5/44. Bratislava.
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