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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY &IsLo 5

RESENI NEKTERYCH INTEGRALNICH ROVNIC PRVNiHO DRUHU

BoHUSLAVA HANKOVA
(Doslo dne 9. zafi 1965.)

Integrédlni rovnice prvniho druhu tvaru

. nnx . nné . NmX
sin —— sin —— ,  Sin—

(1) ch(c)ni — 2 9 dr=konst ¥ 21|

=1 nm\' n=1,3,... (nm\*
a a

0<x, &<ec, =1 pro k=234,
=3 pro k=35,

kde

byly sestaveny vesmés pro vypod&et prihybu desek se smiSenymi okrajovymi podmin-

kami v €ldncich riznych polskych autorti, uvefejnénych vétsinou v asopise Archi-

wum mechaniki stosowanej b&¢hem poslednich &trndcti let ([4], [5], [6], [8], [9])
Rovnice vznikly pfi feSeni téchto problému:

= 1, k = 2: MontdZni napé&ti v desce s po&dtedni deformaci. ZatiZeni (stejné jako
i ve v8ech ndsledujicich pfipadech) je rovnomérné. Obdélnikovd deska
je prosté podepfend, na Cdsti délky ¢ jedné hrany dokonale vetknutd.
Nezndmou funkci je moment.

Il =1, k = 3: Krouceni pfimého prutu. Vzhledem k analogickym diferencidlnim
rovnicim krouceni pfimého prutu s pravotihlym prifezem a prihybu
membrany, podepiené na rovinném obvodé téhoz tvaru jako je prifez
prutu, je vyhodné zaménit tyto problémy tj. v uvaZované integralni
rovnici je nezndmou funkci sila reakce membrany, prosté podepiené
na obvodé a podél useky uvnitf plochy membrany.

1 = 1, k = 4: Prihyb nekoneéného pdsu sitky a, prosté podepieného, s kolmym zdte-
zem délky a— c. Nezndmou funkci je moment.

I = 3, k = 5: Prithyb polopdsové desky §itky a. Dvé& prot&jsi (nekoneéng dlouhé) stra-
ny jsou prosté podepifené. Treti strana je na &dsti délky ¢ prosté podepfte-
nd, na zbyvajici ¢dsti volnd. Nezndmou funkci je podporovd reakce.
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Rovnice tvaru (1), pokud byly feSeny, byly citovanymi autory feSeny p¥iblizn€ bez
ohledu na otdzku existence feseni. Zatimco Siroce propracovand teorie integrdlnich
rovaic 2. druhu poskytuje moZnost zjistit existenci feSeni a najit feSeni v uzavieném
tvaru rovnic i se znan& sloZitymi jddry, je TeSeni integrdlnich rovnic 1. druhu
s témito sloZitymi singuldrnimi jadry obtizné. Clének poddvd ndstin dikazu existence
feSeni téchto rovnic proc¢ = a /2. Metoda dukazu spoéivd na ortogonalizovdni jistych
uplnych systémi funkci. PouZivdme zde nékterych myslenek ze Schmeidlerovy knihy
[1]. Pfednosti zvolené metody je moZnost najit pfimo tvar funkce, kterd je YeSenim
uvaZované rovnice, nevyhodou v3ak je, Ze neni vhodnd pro dliikaz unicity feSeni.

Pro pifehlednost myslenky diikkazu bude dikaz proveden nejdfive pro jednodussi
pfipad ¢ = a a pro piipad, Ze v rovnici (1) je k = 4. Konstantu na pravé strang
rovnice (1) oznaéme —2p. Funkce na pravé stran& i jddro rovnice spliiuji podminky
([1], str. 31), pfi nichZ lze integrdlni rovnici 1. druhu pfevést na systém linedrnich
rovnic.

Véta 1. Rovnice

. nnx . nné ‘ . nmXx
sin —— sin —— sin ——

0

@ A e )
AT )

0 < x, & < a, md jediné Feseni tvaru y(&) = —(%p)(aé — &?).

Dikaz. Rovnici (2) ndsobime postupn& funkcemi uplného ortogondlniho systému
@ux) = /2[a sin (anx)[a,0 £ x < a,(x = 1,2,...)aintegrujeme podle x. Na pravé
strané€ vzniknou d¢isla

f(—2p) Y —%.\/(g)sinﬂfdx=
R n=13,... (nm a a
(;
4 o a "
= —2p\/<z><g> Y L‘[sin@sinﬂdx.
4
a)\n) w=13,...0n* ], a a

J", nnx . onx /0 pro o n,

s

w

ProtoZe plati

sin —— sin —— dx =

o a a - pro a=n,
2

bude

386



Podobné dostaneme funkce

. nnx . nné
N sin —— sin —= N gl . ant
B.(&) = J() §a o goom, \/<_>,_sm_v,
alJon=1 nm a a)2ro a
a
(oc=1,2, )

Funkce §,(£),0 £ ¢ < a, jsou v intervalu (0, a) ortogondlni, nejsou viak normované.
Piislusné normované funkce budou

@) @ G 2mE
il

0
‘UvaZovand integrzilni rovnice md fedeni ([ 1], str. 151 —153] tvaru (&) = Y g, B(%),
n=1

jestlize fada

2 konverguje, pfi emZ g, = z Coafr kde ¢, jsou koeficienty
v rozvoji f; (g z c,,u B{¢). ProtoZe v nasem prlpddeje BE(E) = (2an[a?) B(£), bude

R %ﬁap\/@(f;): — 2 \/(%)(f) (0=1.3,..).

0
ProtoZe z téchto Cisel vytvofend fada Z |g,,l2 konverguje, rovnice (2) m4 fe-

a=1,3,...
Seni tvaru
. nm
5 s sm*—é
a a
3E) = —zp—<—) I
a\n) n=1,3,... n

ProtoZe podle [12] je soudet fady

© .
3 Smfx=7—t(nx—x2), O<x<m,
n=1,3,... h

bude
nné

' sin —-
R ]
w=1.3,... n° 8a a

a podle toho y(¢) = —p[2 (aé — &2). Z Uplnosti systému funkci f7(£) na intervalu
(0, a) plyne, Ze feSeni je jediné.
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Ziskany vysledek 1ze obdrZet i jinou cestou ([6]).

Tohoto zpiisobu feseni se dd pouZit i pro pfipad obdélnikové desky s rozméry
a x b, prosté podepiené podél tii stran a dokonale vetknuté podél strany délky a.
V tomto ptipadé jadro

. nax . nné nnb
,  Sin——sin— , it
K(x,9)=Y0,—2 %  kde Q,= cotgh™ — a__
n=1 nm a ., nmb
— ‘ sinh® —
a a
funkce na pravé strané
. HmX nnb
- sin — ) o
fx)=-2p ¥ F,—2, kde F,=tgh=2 - 2 _
n=1,3,... nm\* a , nmb
— cosh® —
a 2a

Reseni ptislusné integrdlni rovnice je
. nm
: o g SO e
a a
W=-4p% 5 h__a

n° n=1,3,...0Q, n

coZ se opét shoduje s vysledkem ziskanym jinou cestou ([2]). V limitnim piipadg, pro
b—- o, je F,—> 1, 0, > 1a dostdvdme pfedchdzejici vysledek.
V dalsich vypodtech budou potiebné ndsledujici soudty fad:

. hm
s —

3) n;iln 2 1 [_1+(_1)a1‘_7f:|,

(n? — 2203 (m)?| (2 4 25

@) f 1 _ 3n? ’

n=1.3,..n%(n* — 2%2a%)*  2%*
d 1 1 1 1 1
5 = —(1+=+ ...+ +
® n=1§,... n(n®> — 2%¢*)>  (2a) [20:( 3 200 — 1)
T
2 320052 7 (a-1)?2)]

©® > : :

T
= .,
3,...n3(n? = 224%) (n? — 22B%)  2%%p?

*B,
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1 1
. . 1+§+...+2ﬂ_1
(7) Z 2 2.2 2 22y 2 2 B
n=13,...n(n* — 2%*) (n* — 2°p?) (20)* (2B)
1 1 1
+ + ...+
_2p+1 2843 21 Ly
(02)* [(22)* — (28)’]
& 1 1 1 1
8 = - e ,
® n=1,23,...n(n2 — 2%%) (20)? (1 " 3 et 20 — 1)
. nm . nm
© Sln? 1 (_l)z 2a—-1 Sln;
©) n; n*(n* — 2%?%) B (2a)? —o 2a n;]. n |

kde G =) [sin (nn/2)]/n? je tzv. Catalanova konstanta 0,91596 ...,
n=1

sin -
< 2 1 1 (=1
10 S :
(10 n;1 n(n* — 2%a%) (20)? ( 3 20 — 1 )

(11) 3 ! ! (7_“2__\"_4__ n° )

n=is,..n%(n* — 220%)  (20)* \2%* 3.2°¢> 3.5.2°

© 1 B 1 (XG _ ﬁ5 Zz_i
(12) nZ‘& n(n* — 2%¢%) (n* — 228?) - 2%2p2 [22(1(4[34(220(2—-22/?2) 8 "

2 2 4 6
" a4+ B = + n , £ 5.
2292p% 3,25 3.5.2°6
sinzlE
© 2 (_])a 1 (\1)a+l
13 = 1l—=4+ ...+ ——).
( ) 1.21 n? — 2%q* 20 < 3 20 — 1

Souéty (3)—(5), (7)—(13) dostaneme pomoci rozloZeni obecného ¢lenu fady na
Easteéné zlomky a pouZitim znamych souéti fad ([3]), soucet (6) metodou podobnou
jako v &lanku [12].

Véta 2. Rovnice

9 [y —t—tee L
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md FeSeni tvafu
(15) ¥(8) = glgn Br(©),

kde By(E) =Y. ¢ B£) jsou funkce, které vzniknou aplikaci Schmidtova ortogona-
a=1

lizaéniho procesu na funkce

. nnx . nné

o o SIM——sin—= 4 Sy
B&) = Y S 0 x)dx, kde @,(x)= \/<~) sin ,
o n=1 nn a a
a
(x=1,2,..),
pFitom
. nmx
., v e SID—
B a
gnzzcunfas fa: Z '—3—(pa(x)dx'
a=1

o n=1,3,... nm
a

Dukaz. Rovnici (14) vynaisobifne postupné funkcemi ortogondlniho systému
¢x) = /(4)]a sin (2anx)[a, (« = 1,2, ...), uplného na intervalu (0, a/2) a integru-
jeme podle x. Na pravé strané dostaneme &isla

. nm
N U
. = — )| -] «cosan —_—, (e =1,2,..)).
/ \/<a> (n) n=1§,...n3(n2 - 2%%) ( )

Funkce
. . nmé 2uné
n 2 » Sin —;‘ sin T Sin
BAE) = /(-] 20 2\ cos an Y = +4 a1, (x=1,2,..),
a n n=13,... n(n*> — 2%%) 4 n
200 —
a
podrobime ortogonaliza¢nimu procesu:
G P L E—
\/(f 1B(2) dé)
0
. nn . nné
sin — sin —

a\*> [/4 > 2 a m . 2n¢
_2<;> \/(Z) n=1,2§,... n(n* — 2%) 6" a
AN /(a\*TP[a & 1 a 2 1 an*
\/[—2 \/[<;><7_z> ] I:ZF;; n*(n* — 2%)? " Zn:é,l..n(nz —_23)_2 " ZEE]




Cislo g, dostaneme, nahradime-li ve vyrazu pro funkci g7(¢) funkci B1(¢) &islem

si
2a e 2 4\(a\’
=K-—cosm ————, kde K = N -
fi n n=l§,.-. n3(n* — 2%) \/(a)(n)

2

2
g = (nK)Z n=1 n3(n? — 2%)
I w0

¢ —1‘— + i __1._____ + i
n=i3,..n3(n? — 223  a={3,n(n? = 277 162
Pouzitim soudti (3), (4) a (5) dostaneme

(_1_13)2 (_ﬂ_ﬂ_“
2% 23 2% 23
g3 =konst ~———~ 7 < konst~—"— 7 2,

3n? 1 i 3n?

28 23 23 28
Cislo §2 tedy vznikne, omezime-li se ve dvojélenu pro funkci B1(¢) jen na prvniho s&i-
tance.

Podobné& utvofime f8,(¢), ortogonalizacidostaneme f3(¢), vypoéteme zde se vyskytu-
Jjici integrdly a pouzijeme soultii Yad (4), (5), (6), (7), a po tGpravé dostaneme &islo

lﬁ_f_:; i___l_A ?
i(_ﬁ)+<n +n_3>22 28 4 32.43

o) ) e e
8 37 o8
g2 = konst 2 > 2 .
1+l gt LN YA -
N S S S ¥ B £ PO VA O
24| 28 2° 2* 28 32 1 n?
PR

Uvedend konstanta je rovna &islu 4a®[n* a tedy nezdvisi na n.

Pro diikaz konvergence fady Y |g,|* je dileZité, Ze zlomek, vyjadtujici g3 (92)
n=1
miZeme kratit &initelem 1/2* (1/a*).

Ddle zase omezime-li se ve vyrazu pro f,(¢) jen na prvniho séitance, dostaneme
' i 4 1/n +n3 2
N L L
2% 3\2* 2°

Podobné se tvofi dalsi Cleny.
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o
Pro ditkaz konvergence fady Y |g,|* si v§imneme nejdiive, Ze §3/§7 < 1, tedy Ze
n=1

BRI T
16 25 3\2% 25 28 3.28
(16) ; <

noom 3n?
2% 2 28

nebot nahradime-li v &itateli levé strany nerovnosti (16) vyraz n*[2° vyrazem =[2* +
+ 732, Citatel se zvEt§i a celd levd strana nerovnosti (16) se zjednoduii na tvar
(1 — %)% coz je &islo skutetn& mensi neZ 1 — (})?, které je na pravé stran& nerov-
nosti (16). ‘

Obecné plati

In+1

2 (1 - a,)? 1
G ;

=lim ~—7"~, kde ag,=——.
n+2

lim

n—oo

s 1 —a

n

Ukdzali jsme jiZ, Z¢ a; = 4. Podobnou tpravou, které jsme podrobili nerovnost (16),
dostaneme pfi vypo&tu podilu |§3/52|2 dislo

(Y2
28 \28) 3

1
a —
T3y o4
28 \28) 3

pro podil |§4/ds|? &islo

3

22 \2!) 3 3 /12

o 22 \28) 3
3 L

2
m-M

a N
nt1 = 2"
N-M

N
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Proto pfedpokldddme-li a, = 1/(n + 2), bude

- - 1
Y +2 1
n+1 = = .
naa_ | (n+1)+2
n+ 2

Ted lze jiz snadno dokdzat pomoci Raabeova kritéria konvergenci fady Z Ig,,[zz

n=1

i o, -,

1imn<~g" - 1): lim n[l—% - 1] = 2limn n e

n2w \Gn+1 o (1 — a,) e (1= a,)
1

n+2 (n+2?

2
n-w 1 - 1
n+ 2

K piipadnému pouZiti fady (15) pro vypodet hodnot funkce y(£), kterd je feSenim
rovnice (14) a nakresleni jejiho grafu je jeste tfeba segist fady

nmw nTCg
sin — sin ——
el a
bl

n=1 n(n* — 2%a?)

jimiZ jsou ureny funkce B;(¢&).

Véta 3. Plati

. nm . '
» sm;smnx
(17) Z ————— = C, cos 2ax + C, sin 20x, xe<0, g),

n=1 n(n* — 2%a?)
) J'cos 2zxx :I
+
cos X
C, = — L sin 2ax lgtg + 2 sin 2ax +K,,
8u? 2 Cos X

k= L {(—1)”1 [] +az (1) (40 — 2%) (4a® — 42) ... [4a® — 2k)2]]

4 (2k + 1)! (Zk +1)

kde

1 T
C, = — | —cos 2uax Igtg | —
' 80(2[ gg<4

SRS
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Dikaz. Rada v rovnosti (17) je Fourierovou fadou n&které funkce v(x)

. hm .
Sin — S1n nx
©

(18) ox) =X

n=1n(n® — 22052)'
Snadno se ov&fi, Ze rovnici (18) lze dvakrdt derivovat &len po Elenu. Provedeme-li
derivovani a utvofime soudet
v"(x) + 2%a% v(x),
dostaneme
(19) v'(x) + 2%% o(x) = g(x),
kde
. nm .
sin — sin nx
2

)
-y i
n=1

Funkce v(x) vyhovuje tedy diferencidlni rovnici (19). P¥itom z rovnice (18) a z rovnice
vzniklé jejim derivovdnim, plynou dosazenim x = 0 pro v(x) po&dte¢ni podminky

(20) o0)= 0, v(0) ="§1 .

2 _ 22(12

Funkeci v(x) Ize tedy jednoznacng uréit jako feseni rovnice (19) s podminkami (20).
Protoze je

. nm .
sin — sin ux
1 n 2 4 2)°

bude v"(x) + 2%« v(x) = — 1 lgtg (/4 + x/2).
Obecné FeSeni pfisluiné rovnice homogenni je v(x) = C, cos 2ux + C, sin 2ux.

Ddle metodou variace konstant dostaneme
cos erx
+ + Ky,
COoS X

) sin 2ax :] LK,

COos X

s

n

| =

Cy(x) = E:F [— cos 20x 1gtg<

N

Cy(x) = 8:c [sm 2ax Igtg (;j

NIX
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Z poddteénich podminek vyplyvd, Zze K, = 0. Pro vypocet konstanty K, pouZijeme
rovnosti

. nm
, sin—
©)=2a.Cy(0)= Y — = .
v () *- C(0) n§1n2—22a2
Uzitim souctu (13), vypodétem integrélu
J'sin 2ox dx =
cos X
a=1 2 _ 52 2 _ g2 2 _ 2
= (=1)*dcos x + z(_])k(‘m 2°) (4a® — 47) ... (42* — (2k)°] cos2k+1 x

k=1 2k + 1)1 (2k + 1)

a dosazenim dostdvdme tvrzeni véty.

Vsimn&me si jesté zv1dsté pravého krajniho bodu intervalu (0, a/2), & = a/2. P¥i
pfiblizném feleni rovnice (14) ([8]) hodnota funkce y(¢) pro ¢ = a/2 rychle vzrostla
a pfi pfesném feseni se oCekdvala hodnota nekoneéné velkd. Pro tento bod fada na
levé strané rovnice (15) nabyva tvaru

S,
n=13,..n(n* — 2%a?) 2%0? 3 2a—1)

ProtoZe vime, Ze obecny &len B(&) se dd vzdy krdtit Sislem 1/n*, je vidét, Ze po tomto
zkrdceni je hodnota B)(a/2) pro n — oo urdena divergentni fadou.

Pro diikaz existence feSeni rovnice (1) s mocnitelem k = 2, 4 pouZijeme analogic-
kého postupu jako v diikazu véty 2. Pro exponent k = 1 nelze jiZ uvedeného postupu
pouzit. V piipadé exponentl I = 3, k = 5 pfi stejné metod€ duikazu existence feSeni
dostavame fadu, jejiz majorantou je konvergentni fada z ditkazu véty 2.
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PesmomMme

PEUIEHUE HEKOTOPBLIX UHTETPAJIBHBIX VPABHEHUMN
IMEPBOI'O POIJA

BOT'YCJIABA TAHBKOBA (BoHusLAVA HANKOVA)

MuTterpaibHble ypaBHEHWS

. nnx . nné . Rhnx
sin —— sin —— sin ——
a 0

" Cy(é) i _%T dé = konStn=1,Z3,... Tna"_

0<x,¢é<c, I=1 ma k=273,4,
=3 mpia k=25,

OBLIM COCTABJICHBI IUTUPOBAHHBIMU aBTOPAMU JUISL PA3JIUYHBIX IIPOOJIEM U3 TEOPUH
YMPYrocTH, KOTOPBIE MOXHO CBECTH K PELICHUIO IPOruba IUIUTHL C Pa3spbIBHBIMU
KpaeBBIMU YCIIOBUSMH. B mpenjaraeMoil cTaTbe COAEPKUTCS JAOKA3aATEJBCTBO CY-
LWIECTBOBAHUS PELIEHUS 3TUX YypaBHEHUN st ¢ = a/2. MeTold noKka3aTesibCTBa
3aKJIFOYAETCS B OPTOTOHATM3AMU H3BECTHBIX MOJHBIX CUCTEM (YHKIUI.

JJ1s HarJISIIHOCTH TOKAa3aTeJIbCTBO MPOBEICHO MPEX /e BCEro MJIsi 60Jiee mpoCTOro
cllyyast ¢ = a ¢ OpefmoJIoXeHHeM, 4To B ypaBHeHud (1) mokasartens k = 4. [Jaiee
JI0Ka3aTeJIbCTBO MPOBEACHO IUIs mokasateneit [ = 1, k = 3. Jloka3zaTeascTBa o Cy-
LISCTBOBAHUM PEUISHUI YPaBHEHUH C OCTAJbHBIMU IMPUBEIACHHBIMU MOKA3aTECIAMU
AHAJIOTUYHBL.

IIpu BBIMUCIIEHUSX OKa3aJO0Ch HEOOXOAUMBIM MCKATh CYMMBI HEKOTOPBIX GeCKO-
HEYHBIX YUCJIOBBIX PsIIOB, BOOOIIE BUAA

. nn
sin —
—_——  k=1,2,..,6, [=1,2.
n=1 n¥(n? — 2%a?)!

CyMMBI ObLUTH HaNIEHBI MyTeM Pa3JIoKeHUs OOIIEero WieHa psiia B MPOCThbIE Jpo0u.
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Y06t BerucUTS 3HaueHus dynkuun ¥(£), KoTopas ABIAETCS pelIeHHEM ypaBHe-
Hust (1), Obura mpu momoiny JudhepeHIMAIBHOTO YpaBHEHHsS. BTOPOTO IMOPSIKa
C MOCTOSIHHBIMY KO3 pUIIMEHTAMU HAKAECHA CyMMa (QyHKIIMOHATILHOTO psiga

. hm .,
sin -— sin n¢
0

=1 on(n? — 224%)

Zusammenfassung

LOSUNG EINIGER INTEGRALGLEICHUNGEN ERSTER ART

BoHusLAVA HANKOVA

Die Integralgleichungen

. nnx . nné . nmx
sin —— sin —~=> sin ——
feo)

49 gr=konst Y a
1 ﬁ?}l n=1,3,... Ek
a a
O0<x,¢<c¢, I=1 fur k=2,3,4,
=3 fir k=25,

Ms

0 [

wurden von den zitierten Autoren fiir verschiedene Probleme aus der Theorie der
Elastizitdt zusammengestellt, welche man auf die Losung der Durchbiegung der
Platte mit gemischten Randbedingungen iiberfithren kann. Die Arbeit fiithrt den
Entwurf des Beweises iiber die Existenz der Losung dieser Gleichungen fiir ¢ = a/2.
Die Methode des Beweises beruht auf dem Orthogonalisierungsverfahren bekannter
vollstandiger Funktionensysteme.

Wegen der Ubersichtlichkeit wird der Beweis zuerst fiir den einfacheren Fall
c=a (der Exponent k = 4) durchgefithrt. Weiter wird der Beweis fiir die Gleichung
(1) mit den Exponenten [ = 1, k = 3 durchgefithrt. Die Existenzbeweise fiir die
Losung der Gleichungen mit den iibrigen vorstehenden Exponenten sind analogisch.

Bei den Berechnungen war es notwendig einige unendliche Zahlenreihen zu sum-
mieren. Diese Zahlenreihen sind insgesamt von der Form

. hm
sin —

0

_—, k=1,2,..,6, I=1,2.
n=1 n*(n* — 2%a%)'
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Die Summen wurden mittels Zerlegung des allgemeinen Gliedes der Reihe in Partial-
briiche gefunden.

Fiir die Berechnung der Werte der Losungsfunktion y(&) der Gleichung (1) wurde
unter Beniitzung der Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten die Funktionenreihe :

. AT .
sin — sin né
o0

n=1n(n?* — 2%a?)

summiert.

Adresa autorky: C.Sc. Bohuslava Harikovd, Katedra matematiky a deskr. geom. SF CVUT,
Trojanova 13, Praha 2.
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