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SVAZEK 11 (1966) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

ZRYCHLOVANI KONVERGENCE LINEARNICH ITERACNICH PROCESU
V BANACHOVYCH PROSTORECH

ZpisLAV KOVARIK

(Doslo dne 5. ¢ervence 1965.)

Pfi feSeni rovnice x = Ax + b iteracemi je moZno vyuZit znalosti rozkladu operd-
toru A k urychleni konvergence posloupnosti postupnych aproximaci. Zvld$tni pfi-
pady (v kone¢n&rozmé&rném prostoru) nize popsanych metod jsou uvedeny v [1],
str. 570 a v [2], str. 254. V této prdci je v€novdna pozornost zobecnéni Ljusternikovy
metody. Tvrzeni maji asi tento tvar: Zndme-li nékolik co do absolutni hodnoty nej-
vé&tsich vlastnich &isel operdtoru A (lhostejno, jaké ndsobnosti) a je-li poédteéni apro-
ximace je§t€ dosti daleko od feSeni rovnice, existuje vzorec, pomoci néhoz lze po
dostatecné mnoha iteracich ziskat aproximaci, blizsi pfesnému feSeni nez nékolik
ndsledujicich iteraci.

X znaci Banachiiv prostor, 0 soucasné Cislo nula, nulovy vektor a nulovy operdtor,
“” normu v X, I identicky operdtor. Ostatni oznadeni, pokud nejsou vseobecné
zndmd, budou vysvétlena na pfisluSném misté.

k
V celém ¢&ldnku A je linedrni operdtor, pro ktery plati 4 = ) ,E; + B, kde E} =

i=1
=E, EE; =0 pro i +j, AE; = E,A = wE;, p; 1, r(B) < min,|u| (i,j =
= 1, ..., k), pfitom r(_B) znaci spektrdlni polomér operdtoru B.
Pfedpokldddme, e B, E; a (I — A)™' jsou omezené linedrni operdtory, y; obecn&
komplexni &isla.
Oznatme x = (I — A)~' b, kde b e X. Budiz déle x,€ X, x,,, = Ax, + b pro

n =0,1,... BudiZ s pfirozené &islo, P(1) = Y ;A" polynom stupné nejvyse s tako-
) i=0
vy, 7e

i

(1) Pu) = —— (i=1,...k).
1=y
Vétal. Pro m=0,1,... poloime X, = Xp + o(Xps; — X,) + ... +
+ 2 Xpige1 — Xmss)- Nech? E;(xo — x) * 0 aspori pro jedno iy, 1 < iy < k.
Pak ke kazdému pFirozenému ¢islu p existuje takové mo(p) = O(p), Ze pro vSechna
m = my(p) plati

) 1% = x| =[x, = x| -
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Dikaz. Z pfedpokladt plyne, Ze E;B = BE; = 0. Pro m = 1 plati

k
Am — Z#’i"Ei + Bm

i=1

s k k
P(A)A™ =Y o Y pi*"E, + B'*™)y =Y 7 P(u,) E; + B" P(B).
i=1 i=1

Jj=0

Oznaéme ¢, = x,, — X, &, = X,, — x. Je pak

K
ey = AMey = (2 WE; + B'") £ 5
i=1

ém = &y + Z o(j({':m-kj'f—l - 8m+j) = AmSO + Z O‘j(’4~m+j+I - Am*j) &o =
j=o i=o
= (A" = (I — A) P(A) A") &y =
k
= ['_zlﬂli"(l = (1 = ) P(u)) E; + B"(I — (I — B) P(B))] & =
= B"(I — (I — B) P(B)) ¢,
vzhledem k (1).
k k k
Oznaéme |x|, = Y |E;x|, kde E, =1 — Y E;. Z x =) E;x plyne
j=0 j=1 i=0

(3) <l = 1]+ = K~ .

kde K =jkgo||Ej||.

Odhadnéme normy chyb:

>

k
lemeplls = 2 lud™* [ Escolls + 1B 6o 2 " | Eueto

to jest
(4) K™ o™ | Eigto]| < [lemll »
(5) lea] < [B™] - |1 = (1 = B) P(B)] . eo] -

Protoze r(B) < |p;,| je lim,, |B™|/|ui|™ = 0. Vezmeme-li mo(p) = 1 tak velké, aby
pro viechna m = mq(p) platilo

A |8 < |tio|” || Es2o]|
el = K Tel 11~ 1 - B 5]

k]

bude podle (4), (5) vyhovéno vztahu (2). Pfitom maZzeme zvolit my(p) = O(p). QED.

Pozndmka 1. Jestlize S(4) = (4 — py) ... (A — w), pak P(2) = (S(1) — S(2)):
(1 = 2)S(1)) + Q(2) S(2), kde Q je vhodny (tfeba nulovy) polynom. Ke konstrukci
P stadi tedy zndt algebraickou rovnici, jiZz vyhovuji v§echna y;, a neni nutno ji fesit.
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Pozndmka 2. V pocetni praxi se nejCastéji setkdvame s pfipady k =1, p,
redlné, nebo k = 2, u, = @,, resp. yy = —p,. Polynomy P minimdlniho stupné
pak maji koeficienty oy = 1/(1 — py)neboay = p/(L + p + q), «, = 1/(1 + p + q).
kde —p = u; + u,, g = p 5. Obvykle ]ui] < 1.

Pozndmka 3. Z dikazu vidime, Ze proces popsany ve v&t€ 1 dd presné feSeni
po kone&n& mnoha krocich, je-li operdtor B nilpotentni (to jest existuje r tak, Ze
B" = 0), napiiklad je-li AX konetnérozmérny a y; jsou viechna nenulovd vlastni
Cisla operdtoru A.

Pozndmka 4. Pfipadny vys$si polynomu P ndm ddvd moZnost zmenSit normu
operdtoru I — (I — B) P(B), vystupujiciho ve vyrazu pro §,. Pro k=0, s> 1
nese tato metoda jméno M. K. GAVURINA, pro k = s + 1 = 1 nebo 2 jméno L. A.
LyUSTERNIKA (viz napf. [2]).

Je-li py blizké &islu 1, je vhodny vzorec X,, = x,, + (1 — p}) ™' (x4, — X,,) apod.,
-odpovidajici iteraci s operdtorem A"

V ndsledujici vété ukdZeme, Ze ke zrychleni konvergence staci dostatecné dobrd
pfibliznd znalost polynomu P.

Véta 2. Nech? posloupnost {P,} polynomii stupné nejvyse s md tyto vlastnosti:
Existuje okoli Uy spektra operdtoru B a okoli U, konedné mnoZiny {u, ..., i}
tak, e posloupnost {P,} je stejnomérné omezend na U, a

() (P.(2) = P(A)] = of(min; | [max; [u;])")
stejnomérné na U,.
Oznacéme P,(1) = Z“m; a Xy = Xp + Cop(Xps1 — Xp) + oo F L(Xppirg —
Xpis) Necht E,O(x0 — x) = 0 aspoii pro jedno iy, 1 < iy < k.
Pak ke kazdému p existuje mo(p) tak, Ze pro vsechna m = my(p) plati
() [Fen = x| < xmen = <[
Dikaz Pro g, = Xx,, — x a pro m = 1 plati
g, = (i wi(t — (U = ) Po(w))) E; + B™(I — B) P"(B)) ¢, .
()znaér:llele1 = min; |, K, libovolné &islo z intervalu (¢(B), K,), K = max, |,

, Ks =sup,, |I = (I = B) P,(B)|. n,, = sup {|P,(%) — P(2)] :

K, =
i=1
1 1eU,}. ¢
Pak n,(K;/K,)" = o(1), K5 < + oo. Existuje m, tak, Ze pro viechna m > m,
plati | B"| < K% (plyne to z (6) a z [3], kap. VII) a tedy
(8) ”8‘:,,“ § (K4K';r’m + KSK'; ”80” b
©) lems sl = KK P B -
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Stati zvolit mo(p) = m,, mo(p) = 1, tak, aby pro viechna im = no(p) platilo
(Kann KK )" + K o(KL[K,)")

a pak vzhledem k (8), (9) bude platit (7), nebot limita levé strany posledni nerovnosti
je nula. QED.

Pozndmka 5. Zndme-li posloupnosti [t ), ..., luk,,,, (im #£ 1) konvergujici
pofadé k py, ..., yy, pak posloupnost S,(1) = () Iim) --- (A = i) konverguje
lokdlng stejnom&rné k S z pozndmky 1 a pozadovanou posloupnost P, (1) miizeme
volit napf. takto: P,(2) = (S,(1) — S, (AN[(1 — 2) 5,(1)) + O(2) S.(4).

Pozndmka 6. Pfedpokiad ,,E;(x, — x) * 0 aspofi pro jedno iy, 1 < iy < k*
se ovéfuje nesnadno. Je-li splnén, pak zrychleni konvergence nastdvd z té piiciny,
Ze |en|| = o(K7) (v oznakeni dikazu véty 2). Neni-li splnén, tj. Efxg —x)=0
pro viechna i, pak ze vzorcl &, = B¢, &, = B"(I — (I — B) P,(B)) e, = (I —
— (I — B) P,(B))¢,, r(B) <K, a kone¢né [I — (I — B)P,(B)| = O(1) vidime,
e chyba ¢, neni asymptoticky horsi nez ¢, (md totiz stejny fdd o(KT)).

V praxi vlivem riiznych chyb (zaokrouhlovacich nebo vzniklych ndhradou funkce
polynomem atd.) se obvykle aspofi jeden ze zmin&nych primétd poddteéni chyby
stane nenulovym a pak jeho podil na celkové chybé roste s rostoucim m.

oo = K7 Esgeo]| KT -

Pozndmka 7. Necht X = E". Uvédomme si, %¢ X,.+; — X, = A"(x; — Xo).
V literatute ([1], [2]) je uvedeno, jak lze tohoto faktu vyuzit k pfibliznému urceni
prevlddajiciho vlastniho ¢isla, resp. pdru komplexné sdruZenych vlastnich cisel.
Rdd aproximace, je aspofi takovy, jaky vyZaduje pfedpoklad (6) véty 2.

Volime-li 4§} = (Xp42 — Xps 1) '/(x,,,Jrl — X)) (j znagi pofadi slozky vektoru
z E"), dostdvame (zde s = 0, k = 1) x = (x{Px), — (x$2 )H)(xE + xG%, — 2x$0 ),
tj. Aitkentv 5%-proces. Zde je mald licence: kazdé sloZce vektoru x,, pfifazujeme jinou
posloupnost polynomi P{(2) = 1/(1 — u{)).

Zavér. Operdtory pripoustéjici ¢dstecny rozklad dfive popsany, se v aplikacich
Casto vyskytuji. Ndzorn€ feéeno, jde o existenci kruhu o stfedu v pocdtku, v jehoz
vnéjsku lezi jen izolované body spektra daného operdtoru. Specidln€ tam patfi
vsechny kompaktni operdtory, operdtory tvaru af + K, kde K je kompaktni a |fx|
je dostateéné mald (podle [3], kap. VII), a jest& napiiklad konedné linedrni kombinace
navzdjem komutujicich omezenych projektori (pokud ovSem 1 nepatii do spektra
uvaZovaného operdtoru a zmin&né body maji index 1).

Pfikladem nekompaktniho operdtoru posledniho typu je v prostoru [*(— oo, + o)
integrdlni operdtor A s jadrem

1 — cosa(x — 1)
n(x — t)
Dikaz. Oznatme T operdtor Fourierovy transformace, B operdtor ndsobeni

funkci ix<_a,o>(x) — iX<0_a>(x). Vypoctem se piesvédéime, 7e T 'BT = A, tj. Aa B
maji stejnd spektra, a spektrum operdtoru B je {0; i; —i}. Ptitom projektor E(—i)

K(x, 1) = (a > 0).
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operdtoru B promitd L*(— o, +o0) na prostor izomorfni s I*(0, a), a ten m4 neko-
nec¢nou dimenzi, takZe ani B ani A neni kompaktni. QED.
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Pe3rome

YCKOPEHUE CXOJAUMOCTU JUHENHBIX UTEPATUBHBIX
MPOLIECCOB B TTPOCTPAHCTBAX BAHAXA

3AUCJIAB KOBAPXUK (ZpisLav KovARiK)

B nacrosueli pabote maetcst 0606uizare merona JI. A. JIrocTepHuKka AJIsl yCKOpe-
HUS CXOIMMOCTH MTEPATUBHBIX IIPOLECCOB THMA X, 4, = AX, + b, rne x,, b — ane-
MEHTBI npocTpancTBa baHaxa, 4 — orpaHWYeHHBIH JIMHEHHBI omepaTop, CIEKTp
KOTOpOro He conepxuT 1. Eciiu M3BecTHa OpPKYXHOCTb C LIEHTPOM B Hayajae, BHE
KOTOPOM JIEXAT JIM1lb U3BECTHBIE HAM U30JMPOBaHHbIE TOUKH CIIEKTpa A, TO omnpene-
JieHHass B paboTte JyuHeiHass KOMOWHALMS HECKOJBKUX X, JaeT acCHUMIITOTHYECKM
JIYYUIYIO OLEHKY TOYHOTO PELICHWS ypaBHEHUS X = Ax + b, 4eM oOblYHBIE ammpo-
KCUMaLWH.

Summary

CONVERGENCE ACCELERATION OF LINEAR ITERATIVE PROCESSES.
IN BANACH SPACES

ZpI1SLAV KOVARIK

A generalization of Lusternik’s method for accelerating the convergence of the
iterative approximations x,,; = Ax, + b to the solution x of x = Ax + b is given.
Here x, x,, b are elements of a Banach space, 4 is a bounded linear operator from
this space into itself such that (I — A)~ ' is bounded. If a finite set of isolated dominant
eigenvalues of A4 is known, then for any fixed p and sufficiently large n there can be
constructed a linear combination X, of x,, ..., x,,,,, which is, in general, nearer .
to x than x,, .

Adresa autora: Zdislav Kovdiik, Katedra matematiky PF UPJS, Nam. Februdrového vitazstva
9, Kosice.
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