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SVAZEK 10 (1965) A P L I K A C E M A T E M A T I K Y ČÍSLO 3 

НОВЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ЙОСЕФ КОЛОМЫ (1О8ЕР КОЕОМУ) 

(к теме а") 

1. В работах [1], [2] рассмотрены итерационные методы решения функцио­
нального уравнения 

(1) Ах=/9 

где А — линейный ограниченный оператор в действительном или комплексном 
гильбертовом пространстве Я, / е Я . Идея этих методов заключается в том, 
что последовательные приближения вычисляются по формуле 

(2) хп+1 =Р/+р#-РА)хн9 (и = 0,1,2,...), 

где Р — линейный ограниченный оператор в Я такой, что А перестановочен с Р. 
Коэффициенты /?й (п = 0, 1, 2, ...) определяются так, чтобы выполнялось одно 
из следующих условий 

(3) \\/~ рпАх„12 =М1п, 

(4) | | / - Л х я + 1 | | 2 = Мш. 

Из (3), (4) вытекает соответственно 

/,ч п _ Ее (/, Ах„) 
{ ) ' " " \\АхЛ2 ' 

Re (Lf, LAx„) 

\LAx. (6) Þш- i ľ l v * L = l~PA 

Имеет место следующая теорема: 

Теорема 1 ([1], [2]). Пусть А, Р — линейные ограниченные перестановочные 
операторы в Н, и Р таков, что Р~1 существует в Н, и выполнено условие 
III — РА\\ =^ < \. Тогда уравнение (1) имеет единственное решение х* в Н. 
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Последовательности {хп}, {хп}, определенные равенствами (2), (5); (2), (6), сходя­
тся к х* по норме Н, и имеют место оценки 

\\х* -хп\\ _ Щ1-Ах0\, 

\\х* -~хп\ < кд"\\/- А~х0\\ , 

».1 = *(|/Г - Щ^1" 
\\Ахп_1\\ 

X* - x„ <_ "4ivi'-[R'iL/," ;;r )3T. 
(. l l - ^ ^ / i - l l l J 

где к = ЦА-Ц __ ||Р||/(1 - а), х0,х0еН. 

Пусть А = I — ЛК, где К — линейный ограниченный оператор в Я, Я — в об­

щем, комплексный параметер. 

Теорема 2. Пусть выполнено одно из следующих условий: 

1) Р = I, \\Щ < 1. 

2) Р = 91, Я — действительный параметр, К — симметрический, (ХКх, х) _̂  

__ 0 для всех хеН, 0 < 3 < 1/(1 + | |Я1ф. 

3) Р == 3 ^ Ке (Ляг, х) __ ^ | | ^ | | 2 для всех л; 6 Я, ( т > о) к 0 < # < 2т/ | |Л | | 2 . 

4) Р = 92(1 — ЯК*), где Я — сопряженное число с Я, К* — сопряженный 

оператор с К, К — нормальный оператор; ||-4х|| __ /с||х|, /с > 0, 0 < 3 < 

</с ,/2/(1 + || АХ | | ) 2 . 

5) Р = I + /, где / — линейный ограниченный оператор в Н, перестановочный 

с К и такой, что Ц'АС — 7|| < 1/(1 + ||ЯХ||),- где С — резольвентный оператор 

для оператора К. 

Тогда уравнение (1) имеет единственное решение х* в Н. Последовательности 

{хп}, {хп}, определенные равенствами (2), (5); (2), (6), сходятся к х* по норме Н 

с быстротой геометрической прогрессии. 

Для практического вычисления надо знать оценку числа ^. Число ^ можно 

заменить числом д'(д __ д' < 1), так что в случаях: 1) д' = ||ЯК||, 2) $ = 1 — 3, 

3) если 3 = т / | | Л | | 2 то _ ' . = {1 - (?и/||Л||)2}* 5) ^' = ||ЛС - 7 | | . | | I - ЯХ||. 

2. Пусть операторы А, Р удовлетворяют условиям теоремы 1. Пусть, далее, 

А\— симметрический оператор в Я . Обозначим через х* единственное в Я 

решение уравнения (1). Действительные коэффициенты $п (п = 0, 1, 2,...) 

определим так, чтобы выполнялось одно из следующих условий 

11**-/и.ц2 =мп1, 
\\х* - ^ + 1 | | 2 = МШ. 

247 



Приравнивая нулю производные 

& и .. Л и* с! 
x*-p„xn\\2, -=-\\x* -xn+l\\2

: 

находим соответственно 

(7) Рп=
 Ке^Рх"] , 

У) Ке(х„,РЛх„) 

(8) ^(Ы,РЬХп) 
Ке (Ьхп, РЬЛхп) 

Формулы (2), (7); (2), (8) определяют итерационные процессы, обеспечиваю­
щие на каждом шаге наибольшее возможное уменьшение норм ошибок 
IIх* ~~ *и||» IIх* ~" хп + 1||- В случае симметрического оператора норма ошибки 
\\х* — хи|| на каждом шаге при использовании формул (2), (7); (2), (8) меньше, 
чем норма ошибки ||х* — х„\\ при использовании формул (2), (5) или (2), (6). 
Если выбрать оператор Р подходящим образом, то формулы (7), (8) более 
просты, чем (5), (6) соответственно. Методы, определенные формулами (2), (5); 
(2), (7) являются более простыми, чем методы типа наискорейшего спуска [3], 
[4], [5]. Вместе с методами (2), (6); (2), (8) дают, в сущности, ускорения метода 
последовательных приближений. 

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Пусть А — симметрический 
оператор в Н. Тогда уравнение (1) имеет единственное решение х* в Н. Последо­
вательности {хп}, {хп}, определенные равенствами (2), (7);' (2), (8) сходятся по 
норме Н к решению х* с быстротой геометрической прогрессии {ди}. 

Имеет место теорема, аналогичная теореме 2 для методов (2), (7); (2), (8). 
В случаях 1), 5) надо только дополнить предположение: К — симметрический, 
и в случае 3): А — симметрический оператор. 
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