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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY ¢isLo 5

RESEN{ NEKTERYCH ULOH Z VEDENI TEPLA PRO VALCOVE
SOUMERNA PROSTRED{ S MALYMI NELINEARITAMI

JOSEF SCHMID

(Doslo dne 14. zati 1963.)

V préci je feSeno teplotni pole valcoveé soumérnych prostiedi se zdroji tepla
libovolného rozloZeni pfi okrajovych podminkach proménnych po obvodu
pro piipad, kdy nelinearity, zpisobené respektovanim zavislosti souCinitele
tepelné vodivosti 4, kontaktniho odporu na rozhrani dvou prostiedi g
a soucinitele prestupu tepla « na teploté jsou malé.

0. UVOD

Ve vétSin€ uloh z vedeni tepla, které prichazeji v praxi v uvahu, lze povaZovat
soucinitel tepelné vodivosti za nezavisly na teploté. V nékterych oborech se vSak
téz vyskytuji tlohy, kdy je tfeba tuto zavislost respektovat. Jako ptiklad je moZno
uvést podrobny vypocet teplotniho pole palivového ¢lanku jaderného reaktoru pro
pfipad, kdy palivo je v keramické formé&. ProtoZe se soulinitel tepelné vodivosti
materialdi méni pfi znaénych teplotnich rozdilech obvykle o fadu desitek procent
a zavislost na teploté je ve vét§in€ pfipadi monotonni, byla pro feSeni nelinearni
rovnice vedeni tepla pro tento typ uloh pouZita itera¢ni metoda.

Pfi feseni okrajovych uloh s tfeti okrajovou podminkou na povrchu anebo Etvrtou
okrajovou podminkou na rozhrani dvou prostiedi je moZno postupovat obdobnou
cestou vzhledem k tomu, Ze korekce soudinitele prestupu tepla a s ohledem na tepelny
tok dosahuje nejvyse 20—309 a vliv teploty na kontaktni odpor neni pfili§ silny.

V praci se zkouma teplotni pole mezikruzi a kruhu pro pfipad, kdy tepelné zdroje
jsou funkci poloméru a azimutalniho uhlu, kdy okrajové podminky jsou po obvodu
proménné a kdy je respektovana slaba zavislost tepelné vodivosti a soulinitele
pfestupu tepla na teploté. Dale je uvedeno feseni pribéhu teplot pro mezikruhovou
oblast, sloZenou z libovolného poétu mezikruZi pro pfipad, kdy nelinearity, zptisobené
zavislosti A, « a ¢ na teploté jsou malé.

Ve vypoctu zanedbavame vedeni tepla ve sméru osy z.

PfedloZena prace je pokralovanim préace [6], zabyvajici se vySetfovanim teplotniho
pole ve valcové geometrii pro A, @ a ¢ na teploté nezavislé.
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1. POUZITA OZNACENI

r, @ polarni soufadnice [m], [raq]

R  polomér rozhrani dvou prostiedi [m]

t teplota [°C], [’K]

4 soudinitel tepelné vodivosti [kcal/mhoC)
«  soudinitel prestupu tepla [kcal/mzh"c]
g  hustota tepelnych zdroji [kcal/m3}]

o tepelny odpor kontaktu [m?h°C/kcal]

2. RESENI ROVNICE VEDENI TEPLA S MALYMI NELINEARITAMI
V CYLINDRICKE GEOMETRIT

Rovnici vedeni tepla
(1) —div (4 grad ) = q(r)

prepiSeme pro valcovou geometrii do tvaru

S I

Pro dalsi uvahy bude vyhodné vyjadrit zavislost soudinitele tepelné vodivosti A
na teploté takto:

©) A1) = 2o + (1),

kde
Ao = A(to) ’

Ax(t) = A1) = A(to)

a kde 1, je vhodng& zvolena vztaZna teplota. Dosadime-li vyraz (3) do rovnice (2

dostavame
10/ ot 1 0%t 10 Ot

4 —do|-=—(r— )+ —=|=4a(r, o)+ -—|rkl) = | +
@) ° [r or ( 6r> r aqﬂ] alr. o) ror [ 19 ar]

1 0 ot

r* og dop
Piedpokladejme, Ze vliv ¢lent

10 ot 1 0 ot

5 —— | rA() — |+ = —| A1) —
© rar[ 1()5r] rzﬁfp[l()w]
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na feSeni je maly a hledejme FeSeni itera¢nim postupem (viz téZ [1]). Nulté pfibliZeni
pro funkci #(r, @) uréime z rovnice

10 or® 1 921
6 | =—|r— )+ = — — | = q(r, @),
© 0|:r0r< 0r> r? agaz:' (r. 9)
vypo&teme vyraz (5) pro t = 1*°) a prvé pribliZeni feSenim rovnice
o 1 0%
(7) P LNy lig IV AU
ror\ or r? 9¢?
10 or® 1 0 o1
=q(r, o) + = — [ r 4(1) — | + 5 | A1) — .
ar. 0) rar[ i )ar r6 il )5(/)

Postupujeme-li stejnym zplisobem dale, dostavame pro m-té piibliZeni rovnici
(m) 1 924m
() — g 190 . ot + 1o _
r or or rt 0p?
1 (m 1) l (‘:t(m 1)
s L a2

r or or r? 6 @(p

Ukazuje se, e v naem piipadé bude vyhodné upravit vyraz (5) do tvaru

o) s RO B PR PO
0o ) o )
a prepsat rovnice (6), (7), (8) takto:

2,(m) (m) 2 4(m)
(1 0) 0%t lat l 0“t _

or? r or r? 0¢?
kde

g™ (m=0,1,2,..),

1
(1) q@ =—q(r,9),
Ao

1 at(m-l) 2
q('n) _ q(r’ (P) — Al(t(m—l)) q(m‘l) + Ei_}fil
2 or

0 dt l:=;<m—1>

(m=1)\ 2
+l ot (m=1,23,..).
r? o

Reseni rovnice (10) pro mezikruhovou oblast miiZzeme napsat s pouZitim prace [6]
ve tvaru

343



(12) 1™(r, @) = AT + B{V lgr + Z{ + Y (Ar" + BIr ™" + °ZI™) cosne +

n=1

+ Y (Cr + Dr" 4 5Z0P) sin ng
n=1

kde')
(]3) Iz(m) _ _ n rr,_(z,,ﬂ) r'l—(m) W\ (\nt 1 g 40 _ c(n
(m) — gm(") (Pt drtdr =
ro r

s(n

=0,1,2,...)
1,2,3,...)

o
a kde 'gi"(r) jsou Fourierovy koeficienty rozvoje pro ¢, tj.
g™ = Y(cg{™ cos ng + g™ sin ng) .

Upravme nyni vyraz (11) pro ¢ do vhodngjsiho tvaru. Rozvedeme-li funkci

24(1) do Taylorovy fady?) v okoli t = t,, dostavame pro A,(t) vyraz

1, 1.,
M) = I W(to) (t — to) + o 1(to) (1 = to)* + ...
neboli pro jednoduchost
(14) (1) = aot — to) + ay(t — t5)* + as(t — to)* + ...

Regeni 1™(r, ¢) ve tvaru fady (12) miZeme napsat jako soudin fadkové matice S
a vektoru T™

(15a) t™(r, ) = ST™ |

kde
S = [1, cos g, sin @, cos 2¢, sin 2¢, ..., €os ne, sin ne, ] s
(15b) T™ — MC™ 4 Zm
a kde vektor C™ obsahuje integraéni konstanty 45", B{™, 4{™, B(™, c{™, D{™, ...

ey A OB M DI, L, vektor Z ma slozky ©Z§, <zZ(™, sz, ... ez,
SZ™, ... a obdélnikova matice ; M je tvaru (viz téZ [6])

(16) M= /1lgr,

\

1) Integraly je tieba chapat jako neurcité integraly; ro a ro- jsou vhodng zvolené meze.

2) Dany pribéh 4, = 4,() je mozno aproximovat jinou vhodnou mocninnou fadou.
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Obdobné dostavame pro 0t/or vyraz

(m)
(1) A 0) _ s(mem 4 Z™) = STV,
or

kde ,M je derivaci matice ;M a Z'm resp. T derivaci vektoru Z™ resp. T,
Vyraz pro 1/r . 0t/0¢p napiSme ve tvaru

(m)
(18) 106 0) _ gpom
r (7q)
kde
Tm — 1 / 0
(4

r cmr + D{r ' 45z
—(A™r + BMr !+ <Z™)
cmr + DM 4 7

\ =4+ B{™r™" + Z{™)

Soucin dvou Fourierovych fad se souéiniteli a,, b, a v,, w,, tj. souéin
SA .SV,

kde vektory A resp. V obsahuji Fourierovy koeficienty a,, b, resp. v,, w, lze napsat
takto SK.V .

Matice K, je funkci soucinitelt a,, b, a je tvaru

K, =3 (2a0, ay, by, a,, b,, as, b, e
2ay, 2ay+a,, by, a;+as, by+bsy, a,+a, by+b,, ...
2by, by, 2a9—a,, —by+b;, ay—as, —b,+b,, a,—ay, ...
2a,, ai;+as, —b;+bs, 2ay,+a,, by, a;+as, bi+bs, ...
2b,, by+bs, a;—a;, by, 2a9—ay, —by+bs, ay;—as,...
2a;, a,+a,, —b,+b,, a;+as, —b;+bs, 2a,+ag, b,
2bsy, by+b,, a;—a,, by+bs, a;—as, b, 2ay—ag,. . -

Radu (14) pro ,(t™~"(r, ¢)) miZeme po dosazeni za #(r, ¢) z (15a) s pouZitim
oznaceni
U(m—l) — T(m—l) _ TO ,

kde
T
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napsat ve tvaru
(19a) A0, ) = (T a;Kdjom-n) U1
i=0

Fourierovy koeficienty funkce A"~ !)(r, ¢) jsou tedy dany vztahem

(19b) A" = (Y aKm-n) U

j=o

Stejnym postupem dostavame pro Fourierovy koeficienty funkce d4,/dt vyraz

(20) Ay =a, + (z j+ ) a;Kie-,)um=n
kde
ao = ao
0

Dosadime-li nyni uvedené vyrazy do pravé strany vztahu (11), odvodime pro rozlo-
zeni efektivnich tepelnych zdroji ¢ vyraz

(m)

q — %{Sa(o) _ sq(m—l) . sx(lm—l) + s)v(zm—l)[s-r,(-m—l) . STE.m—” +

0

£ STY0 . STE ),

kde q" ™) je vektor, jehoZ slozky jsou funkee °g\"~ *(r), g\"~ *)(r). Vyraz pro vektor
q™ Ize tedy vyjadfit takto:

1 ha :
1) 9™ = %+ = (= Ky L aKfn-0) U0
0 j=0

+ (K- + Ki-n) [ag + (X (J + 1) a;K{Gi-n) U™ D).
j=1

MiiZzeme nyni z rovnice (10) pro m = 0 urcit 1°Xr, @), z (21) vyraz pro gV, fese-
nim (10) pro m = 1 funkci 1*X(r, @), atd. Lze oSekavat, Ze v pfipadech, kdy chovani
funkce A(f) je z fyzikélniho hlediska rozumné®), bude iterani postup konvergovat
ke spravnému vysledku. Velmi kratce se o otizce konvergence zminime u prvé okra-
jové tulohy.

Z fyzikalniho hlediska ma velkou ddleZitost zavislost soudinitele tepelné vodivosti 4
na teplot& ve tvaru®)

M2) = by + byt — to)~*

3) Piedpoklddejme, Ze funkce A(f) nenabyva nulovych nebo zdpornych hodnot.
*) k je ptirozené kladné &islo.
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nebo obecnéji

At) = by + by + byo? + byv> + ... + bt + ...,
kde
1

v = - .
t—t,

Abychom mohli postupovat stejnym zpiisobem jako u zavislosti (14) musime nejprve
stanovit Fourierovy soudinitele funkce v. Upravou vyrazu pro v dostavame

(t—t)v=1,
neboli po rozepsani na jednotlivé slozky
(22) KV =1J,
kde
J=[1\, u=t-—1t,
0

Nasobenim rovnice (22) matici K] ' zleva dostaneme pro vektor V vyraz
V=K.

Pro slozky vektoru q™ odvodime tedy

(21/) q(m) — q(o) — ~1__ {ngm_l)(vz ij{/?n}—l)) +

/10 ji=1
0
+ (K§<r(m-—1) 'l‘ K%(P(m—l)) ( zjij'{/(rn—l))} v(m_l) .
i=1

Napis§me je§té tvar rovnic pro piipad, kdy zdroje (a okrajové podminky) jsou pouze
funkci nezavisle promgnné r. Rovnice (10) se zjednodusi na tvar

@) e Ly — g (= 0,1,2,..),
r
kde
, 1
) g =L,
(]

1 o da
(m) _ (m—1) (m—1) 1
g™ = —Jg(r) — 4("" V) q +~\
AO{ ! At |, pome1y

el
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a feSenim

(]2,) t(m) - As)m) + B{)M) lg r — j\ lJ‘ r q(m)(rl/) dr" dr' .

’

ol ro’

wevr

V tomto pfipadé je viak vhodn&jsi ponechat nelinearni €leny ve tvaru, daném vztahem
(5). Resenim rovnice (10") potom dostavame vyraz

r l(m—l)(r)
(12) 1 = A 4+ B{W lgr + 2 — | L) dr .
ro /10
Poznamka 1. JestliZe je oblast kruhova, vypadnou z fyzikalnich divoda z fady
(12) soudinitelé se zipornym mocnitelem r a logaritmicky &len, tj. B, = D, = 0.
Poznamka 2. Z vySe uvedeného je patrno, Ze vypodet vektoru q“ neni nikterak
jednoduchy. Abychom se v sloZit&jsich piipadech vyhnuli téZkopadnému odvozovani
vyrazii pro °g{"™ a *g™ je vyhodngjsi, rozdélit obor prom&nné r na fadu tseki a vy-
pocet vektori q(r,) provést numericky.

3. OKRAJOVE ULOHY PRO MEZIKRUZI A KRUH?Y)

3.1. Prvni okrajova iiloha (Dirichletova iloha)

Prvni okrajova tloha poZaduje na vnitinim a vn&j§im poloméru (R, R,) spInéni
podminek

(23) Ry, @) = Fi(o),
Ry, @) = Fy(0),

kde F,(¢) a Fy(¢) jsou dané funkce argumentu ¢. Rozvineme-li je do Fourierovych
fad a postupujeme-li stejnym zpiisobem jako v [6], miiZzeme okrajové podminky (23)
pro feSeni 19 (tj. pro m = 0) napsat takto:

(24) M, CO = F?
1M2C(0) = 1F(20) >
kde
1F(10) = A - 2(10) P
FO = A, - 20

a kde ; M, resp. { M, jsou matice tvaru (16), vztahujici se na polomér r = R, resp.
r = R,. Vektory A, A, obsahuji Fourierovy souginitele funkci Fy(¢), Fy(¢) (ti. as,.
b1u; Az bay) @ vektory Z(, Z() se vztahuji na polomér R, resp. R,.

5) PredevSim nés zajim4 tfeti okrajovd podminka; prvy a druhy typ okrajovych podminek
uvadime pro tuplnost.
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Reseni rovnic (24) je u prvni okrajové tlohy jednoduché a dava pro integratni
konstanty A, B, A, B, C{%, D\, .. vyrazy

(25)

1
AE)O) = [(alo - CZE)O)(Rl)) IlgR, — (azo - CZE)O)(RZ)) Ig Rl] >

IgR, — Ig R,

1
BY = ————[a0 — “ZA(Ry) — ayo +Z3(Ry)],
0 lng——lgRl[,ZO 0( -) 10 o\ !)]
1 ) _

A = TRy"(ay, — Z(R,)) — R, "(ay, — Z(R

R R LR @ = ZVR) = Rz, — Z0(R))]

(n =1,2, ) s

BO = L [Ri(a5 — ZO(RY) — R(ay, — ZO(R,))]

RiR;" — R{ "R} ( )
n=12...),

1
C” = ———[R;"(by, — "Z"(R,)) — R{"(byy — *ZV(R
R L o = ZO(R) = R (o, = 78R
(n=12,..,
D — ! [Ri(bs0 — ZL(R,)) — Ri(by, — *ZO(R,))]

(n=12..).

Na zakladg fedeni 1)(r, ) vypoéteme funkci ¢ (vektor qV, viz (21)), pomoci (13)
vektory Z{", Z{V. Integraéni konstanty feSeni 1*)(r, ¢) urime z podminek (23).
Pro AV, BSY, AV, B, ¢{P, D{P, ... dostavame stejné vyrazy (25), pouze s tim
rozdilem, Ze °Z{” a sZ(® jsou nahrazeny vyrazy pro Z{" a *Z{". Obdobn¢ postu-
pujeme pii vypodtu ¢ 13 atd.

Priklady

UkaZeme na nékolika velmi jednoduchych piipadech zhruba charakter konver-
gence iteraéniho postupu. Zavislost soucinitele tepelné vodivosti na teploté vybereme
tak, aby bylo moZné v nagem konkretnim piipad€ snadno nalést piesné feSeni rovnice
vedeni tepla (2) pomoci substituce (viz [1], [2])

U}
3 = L) Ato) dt.

Konvergenci a presnost uvedené metody miZeme pak posoudit srovnanim s timto
feSenim. '
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Zabyvejme se odhadem konvergence iteraéniho postupu pro kruhovy valec s tepel-
nymi zdroji po prifezu konstantnimi a pro okrajovou podminku prvého typu na
poloméru R, nezavisici na @hlu ¢ (poloZme pro jednoduchost #(R) = 0).

a) UvaZujeme-li zavislost souginitele tepelné vodivosti na teploté ve tvaru
A = '{0 — at N
dostavame pomoci vztahd (10°), (11°), (12') (nebo, coZ je totéz pomoci (12")) pro
prib&h teploty 1™(r) nasledujici rekurentni vzorce:
t™(r) = A™(R? — r?) + B™(R* — r*) + C™(R® — r°) + D™(R® — r®) + ...,
kde
q

A = & =) g1 4 D
Ao 42,

B = [0 B — (4],
0

cm - 4 [1m=1(0) Cm=1) — gm=D gem=1]
Ao

pm — % [1m=D(0) D=1 — glm=DCm=1) _ Y(gm=)2]
4o

Em™ — a
A

0

[t(m—l)(()) E(m—l) _ A(m—l)D(m—l) _ B(m—l)c(m—l)] ,

Fm — 4 [t(m—l)(o) Fm=1) _ gm=Dpm=1) _ pm-Dpm=-1) _ %(C(m~1))2] ,
Ao

3 a kde
N
A= A-at .
: & .
a A(O) —_
K J{— ,
* / 5/ 420
2 P g2
", B® = C®=p® = =0,
T A
[} [ — — 2
25 gR
1 / — 0 t(o)(o) =,
R R L.
2 . . o
¥/ 1 Teplota t™)(0) je pro jednotlivé iterace a
0 pro rizné hodnoty bezrozmérného kritéria
[4] 1 2 3 4 2
”—em __agR
Obr. 1. Maximalni teplota v ose &lanku kru- - 4,2
hového priifezu pii jednotlivych iteracich pro
riizné hodnoty kriteria K. vynesena na obr. 1.
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Obr. 2. Pribéh efektivnich tepelnych zdroju (a)
a pruabéh teploty (b) v zavislosti na poloméru r
pfi jednotlivych iteracich.

1500

1400

1300
0 5 10 15

—— POCET UZLOVYCH B80DU——

20

Obr. 3. Piesnost vypoétu v zdvislosti na poctu
uzlovych bodii (1 — pfesna hodnota, 2 — vypo-
Cet s pouzitim lichobéZnikového pravidla pii
numerické integraci, 3 — vypodet s pouZitim
Simpsonova pravidla).

5 —
| | | _le=3200
) T
| 3
=
o)
2 // -16-1(2“
Ay -y
]
S
1
0
0 1 2 3 4 56 »8 9n

Obr. 4. Maximalni teplota v ose ¢lanku kruho-

vého prarezu pfi jednotlivych iteracich (po né-

kolika iteracich byla pouZita Aitkenova metoda
pro odhad vysledné hodnoty).
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Je moZno odhadnout, Ze postupna pfiblizeni teploty t™(0) konverguji pro

-2 <K <0,5

k spravnému vysledku (viz slabé &ary na obr. 1). Hodnota K = 0,5 odpovida piipadu,
kdy l],zo = 0. Konvergenci je mozno urychlit, odhadneme-li pfedem stfedni teplotu

4000
"t
3000
SPRAVNA A
/
2000
™o (°c]
/ /
/
1000
° 9 1 2 3 y 5

Obr. 5. Maximalni teplota v ose ¢lanku kru-

hového prifezu pfi jednotlivych iteracich pro

rtizné hodnoty A(t,) (¢ = 1,6 . 108 kcal/m>h,
A = ¢/t, ¢ = 3092 kcal/mh, R = 10 mm).

a misto 1, bereme A, (viz ¢arkovanou &aru
pro K = 0,45).

Snadnéji je moZno uvedenou ulohu
(zv1aste pii vétSsim podtu iteraci) fesit nu-
merickym integrovanim vyrazu (12') nebo
(12"). Jako priklad je na obr. 2 vynesen prii-
béh efektivnich tepelnych zdroji g™(r) (a)
a priibéh teploty 1“(r) (b) v jednotlivych
iteracich pro hodnotu kriteria K = 0,45.
Ukazuje se, Ze i vtomto piipad& konverguje
postup jeSté pomérné rychle. Pro pfipad
K < 0,25 postali pfiblizné 3—4 iterace
k urCeni dostatecné presného vysledku.
Na obr. 3 je naznadena piesnost vypoltu
v zavislosti na poctu uzlovych bodi a zpi-
sobu numerické integrace.

b) Pro zéavislost soucinitele tepelné vodi-
vosti na teploté ve tvaru

i=5 (teplota t ve °K)
t

byl proveden numericky vypocet pro riizné
hodnoty tepelného zatiZeni q. Ukazuje se,
Ze iteraéni postup konverguje v nasem pfi-
padé pro libovolné ¢, i kdyZ p¥i znaénych
rozdilech teplot potfebny pocet iteraci na-
rista. Pro urychleni konvergence je mozZno
pro odhad vysledného prib&hu «(r), ¢'(r),
g(r) pouZit po n&kolika prvych iteracich
Aitkenovy metody [3]. Na obr. 4 je pro
nékolik hodnot g vynesena teplota v ose

kruhového valce v jednotlivych iteracich (pro urychleni konvergence byla vzdy po
nékolika iteracich pouZita Aitkenova metoda pro odhad vysledné hodnoty).
¢) Obdobny vypodet byl proveden téZ pro zavislost 4 na teploté ve tvaru

A=Ay — at + bt*.

Ukazuje se opét, Ze konvergence nastava v pripadech, kdy se A nepfiblizuje pfili§

k nulovym hodnotam.
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Rozborem vyrazu (12”) je moZno ukazat, Ze ve zvoleném pfipadé konverguje
uvedenad metoda zfejmé pro pfipad, kdy

(m=1)|
!21,1 L fk<l.
Pt

|max

Z tohoto hlediska je tedy tfeba urcité opatrnosti pfi volbé hodnoty 4,. Na obr. 5
je pro pripad ad b) ukéazan charakter konvergence pfi riiznych hodnotach t,, tedy Ao.

Stejnym zplisobem je moZno vysetfovat konvergenci iteracniho postupu pro mezi-
kruhovy utvar nebo pro pfipad, kdy okrajové podminky nebo tepelné zdroje jsou
zavislé na azimutalnim thlu.

3.2. Druha okrajova iloha (Neumannova tloha)

Okrajové podminky druhého typu pro mezikruZi je moZno napsat takto (R, —
vnitfni polomér, R, — vn&jsi polomér)

(29 S = Gie),
ot B
0] —a—rirsz = G,(9),

kde funkce G(¢) a G,(¢) jsou dany, nejsou viak na sobé& zcela nazavislé. Z Gauss-
Ostrogradského véty dostdvame podminku

2n 2n 2n PR3
le Gy(p) do + sz Gy(p)do = f J q(r, o) rdrde
0 Ry

0 0

neboli po dosazeni Fourierovych fad funkci G(¢), G,(9), q(r, ¢)

R>
(27) Ricio + Ry = J‘ ch(r) rdr,
R;
kde
N l r2n
cqo(r) = ‘Z(r, (p) d(p ’
2n J,
1 r2n
Ci0 = — Gl((P) de,
2n Jo
1 rP2n
C0 = — Gz(‘P) do.
27: JO
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Rovnice (26) prepiSeme do tvaru®)

+ 2 a Gilo) F 4(1) g't;l (i=12)

I’=Ri

rr=Ri

a budeme je FeSit postupnymi iteracemi

2) 12 =G (i=1,2), (m=0),
arr=R,-
ot _ ottm=1) _
o — = G{p) F M) ——— (i=12,(m=12.).
6r,:Ri or r=R;

Po rozepsani rovnic (28) pro jednotlivé funkce nezavislé proménné dostavame
soustavu rovnic, kterou v maticovém zapisu napiseme takto:

(29) 2M1C‘"') = ZF(lm) >
2M2C(m) = 2F(zm) P

kde ,M, a ,M, jsou derivace matic ;M; a |M,,

2F§M) = % [Bl — Ao Z™ — Kz‘l"‘"’Tgm—l)(Rl)] s

0

P = %‘[_Bz — AZy™ — Kz‘l"""Tim-l)(Rz)] )
0

akde B, a B, obsahuji Fourierovy souginitele funkci G,(¢) a G,(¢). Spojenim rovnic
(29) dostavame
MCM™ — F(m ,

M= (M) g _ (2R
M)’ FM)°

pfi¢emZ u druhé okrajové podminky ma matice M nulitu rovnou jedné. Lze ukazat,
Ze prvky prvniho fadku matice ,M; a ,M, a prvé sloZky vektori na pravé strané
rovnic (29) si jsou imérné, je-li splnéna podminka (27). Pro odstranéni nulity matice
M skrtneme jeden ze zminénych fadki, odpovidajici sloZku vektoru na pravé strané
a prvni sloupec matice M (ktery je nulovy) a zbylou rovnici fe§ime. Pfi konkretnim
vypoctu je nutno vhodné zvolit aditivni konstantu A,, protoZe se s jeji zménou
deformuje teplotni pole.

kde”)

6) Pro i = 1 plati horni znaménko, pro i = 2 dolni znaménko.

7) Horni ¢ast Ctvercové matice M tvofi obdélnikovd matice ,M,, dolni ¢ast obdélnikova
matice ,M,. Obdobny vyznam méa oznageni F™).
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3.3. Treti okrajova iloha

Tteti typ okrajové tlohy napiSme takto:

(30) 0% = ale )[Ry o) - ()],

r=R;

02 = ot 1) [k 0) ~ )]

{[r=R2
Predpokladame-li, Ze funkci oo, 1, 1;) je moZno upravit do tvaru
aip, t, 1) = @) [1 + F(t,1)] (i=1,2)
a pouzijeme-li vztahu (3), miZeme okrajové podminky (30) vyjadfit takto:

6)  Fhao o+ o0)[(Re) - o] = N (1=1.2),

Ir=R;
kde
ot
N; = =) F{t, ;) [t(R,, ¢) — t{o)] + A,(1) :97'!' .
r=R;
Rovnice (31) budeme fesit iteraénim postupem. Nulté pfibliZeni teplotniho pole
urdime z (31) pro N; = 0, tj.

ot(®

(32a) Flo—|  + (@)1 NRi¢) ~ 1((9)] = 0

r=R;

a dalsi iterace feSenim rovnic

_, am —
() Fhal 4 00) (R o) = )] = N,
r=R;
kde funkce
(33) N0 =~ (g) 0, 0) [€7 (R, ) = )] Ay ) 27

L y T ir=ks
jsou jiZ znamé, urcené z predchoziho feseni.

Pro zavislost soucinitele pfestupu tepla na teploté byvaji udavany vztahy [4]

(34) o= a (%)ﬁ (t, 1, [’K]; k = 0,55)

i

nebo [5]
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kde
oy = 0,021 Re?’sPr(}’4

(Re — Reynoldsovo &islo, Pr — Prandlovo &islo; indexy f, w se vztahuji na para-
metry chladiciho media pfi stfedni teploté chladiva, resp. teplotg stény).
Zvolime-li vyraz (34), dostavame

e
a; = Do) [1 + t—i':l
t

(9]

neboli

w=e@ |1+ ()T ()5

Pro funkci F; dostavame tedy fadu

(35) . Fi=cow+cw? + ...+ w4+ ...,
kde
(36) w=""1

Funkci F, upravime dosazenim za t ze vztahu (12) a za ¢, z vyrazu
0
t; =Y (a,cosng + b,,sin ne).
n=0

Fourierovy koeficienty pro w (vektor t&chto koeficientd oznatme W) mazeme od-
vodit pomoci vztahu

tw=1t—1;.
Dostavame (viz odst. 2)
W= K/ (T -T).

Pro Fourierovy soudinitele funkce F (1, t;) tedy odvodime
(37) Fi=(XcK)W.
j=0
Rovnice (32b) a (33) upravime nyni pro vypocet integra&nich konstant @ (akto:

(Kai 1M; F 29 ,M,) €7 = K (T, — Z{7) + 4, Z[™ + N{">»

(i=12,(mx0,1,2..)
neboli '

(38) JM, C™ = Fm
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kde

(39) 3Mi = at IM + ’10 ZM
SF(im) = Kai(Ti - Z(i"')) + ;‘0 Z;(m) + Ngm—l) ,
Ne-D - § 0 (m = 0),
l l(Kron-n — Kp ) FP70 £ KETOAGY (m=1,2,..).

Jestlize je 2 = A, = const., dostdvame
© :
ZW =2 a %,=0,

takZe staci rovnici vedeni tepla (2) resit pouze jednou a vypocitat mtegracm konstanty

2 (38).

4. OKRAJOVE ULOHY PRO MEZIKRUHOVOU OBLAST, SLOZENOU
Z VICE VRSTEV

4.1. Podminky na rozhrani dvou prostfedi

Okrajové podminky na rozhrani dvou koncentrickych mezikruZi, stykajicich se
na poloméru R, miiZeme napsat ve tvaru (I — vnitini mezikruzi, 2 — vnéj§i mezi-
kruzi)

ot
(40) 2Ry, ) = 1,(Ry, @) + A44(11) 01(o, 14, 1) *a_: >
r=R;
ot ot
=2 (tz) 2= =)
r=R;y ar r=Ry

Upravime-li vyraz pro kontaktni odpor do tvaru

01(@, 11, 15) = Y4() [010 + 011(ts, 12)]

a pouZijeme-li stejng jako diive vztahu (3), dostavame z podminek (40) zvislosti

ot
(41) t2(Ry, @) = 1:(Ry, @) + 491001 wl(q»)a—r‘ + Py,
\ r=R;
ot ot
Ao2 6_: = Aoy 0_: r=R1+ 01,
kde

b

(42) Py = {Ao1 011(t, 12) + A14(11) [Q01 + €14(t1, 12)]} !pl((p)%zrl

r=R;

ot ot
0, = 311(11) 61 llz(tz) 2

r=R;y

r=R1
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Rozepideme-li rovnice (41) a (42) pro jednotlivé funkce argumentu ¢, dostavime
(41") M, C, +,Z, = M C, +,Z + A0 Ky,(GM, Cy +,Z7) + P,
doa(aMy €, + ,ZY) = 40,(cM, €, +,Z)) + Q,,

1
(42') P, = {101 Koii + 001K, <| + Q— K‘,“)} K, T..
01

Ql = KA“ Tn - K).”TZ P

kde vektor @, byl uréen obdobnym zptsobem jako vektor A,. Povazujeme-li vektory
P,, @, za znime (uréené na zakladg vysledkt predchazejici iterace), miZeme z rovnic
(41') odvodit zavislost integraénich konstant pasma 2 na integraénich konstantich
pasma 1 ve tvaru

(43) C,=4M,C +,F,,
kde
(44) aFio=,F,+R,P +R,Q.

Matice 4M, , a vektor ,F; , jsou tvaru (viz [6])

— ’
M, =M, 4 A,

= ’
Fi2=4F, + 02,

M, = (N, , «Fl2 =[Gy,
N, ‘G,
Nl ’GI
N, ‘G,
N" JGH
kde N, 1 2,1 Ig R, ) N, = ( 1, iR;Z"),
10/}’20 Tany Z
Co = 120 ~ 57, - [5‘—" A sza]Rl lgR,\,
20
}' c ! (4 ’
—ﬁ IZO - ZZO Rl
A20

1z, — ,Z, + \z, - .7,
n ,120

iz, - iz, - %1 (’1—“’ 7~ 7))
n \4z

ISER
X
it
3
l"—ll'—'l
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a kde B
T=11+ dolhso), X =11 =Awltso), I=cs.

Dale plati:
A= %101Q01R11 Kw My,
51,2 = %/101901R11 K./, Zy,

/e R Y
Ru =_{° > Ru =L 0 ’
2f o 2402 vy

Gy ‘ Vi

Gy = 2 , VQ=(““21gR1 ’
0 R,

4.2. ReSeni okrajovych iloh

Zabyvejme se feSenim teplotniho pole pro mezikruhovou oblast, sloZzenou z L
vrstev. Vezmeme-li za zaklad vypoCtu integrani konstanty nejblize k pocatku
poloZené zoény, vylouime-li postupné integraéni konstanty mezilehlych pasem
pomoci rovnic (43), dostavame zavislost mezi integratnimi konstantami I-tého
a prvého pasma ve tvaru

(45) C=4,M,,C +,F,,
kde
(46) 4M1,1 = 4Mt—1,1-4M1—z,z—1 ---4M2,3~4M1,z’

4Fi = 4Mz—1,1{4M1—2,1—1[4M1—3,1—2(--~) + 4aF_sgoa] + aFi_g o) + 4Fioy .

Vnéj§i okrajové podminky na polomérech R, a R; jsou stejné jako v odstavci 3
pro R, a R,. Jsou dany vyrazy (24), (29) nebo (38).

Pfi feSeni teplotniho pole soustav sloZenych z vétsiho poétu vrstev postupujeme
takto:
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1. Nulté pfibliZzeni feSeni vypod&teme pii zanedbani nelinearit tak, jak bylo nazna-
geno v odstavcich 2 a 3. V zévislostech typu (43) mezi integraénimi konstantami
sousedicich pasem vypadnou vektory P, a @Q,. Vné&j§i okrajové podminky budeme
psat pro tieti typ. Obdobné miizeme fesit okrajovou tlohu pro prvy a druhy typ
okrajovych podminek (pokud se tyka pripadu, kdy se na polomérech R, i R, uplatiiuje
druha okrajova podminka, je moZno postupovat stejng jako v odst. 3.2). Dostivame
tedy soustavu rovnic

(47) (KaO IMO - )‘01 ZMO) C(l())

Koo(To — Z) + 40y ZY” (r = Ry),

(48) (KaL M+ Ao 2ML) CLO) = KazL(TL - 220)) — Aor ZIL(O) (" RL) s
(49) c:(LO) = 4M1,L C(10) + 4F(1(3;, .

Vylougime-li z rovnice (48) vektor C{” pomoci (49), dostavame po tipravé pro vektor
C(® vyraz

(50) C® =M"F?,
kde _
Mc = (KaO 1M0 - )*olgMo _____ ) s
(KaL IML + 4oL ZML) 4M1,L

G AR )
K. (T, — Z;,O)) - Ao Z” - (Ko 1ML+ A1 2 My) 4F(1?;‘

Pomoci vztaht (43) pfi P, = @, = 0 vypodteme ostatni vektory C{.

2. Prvé (nebo m-té) priblizeni uréime takto: Vypodteme nejprve vektory q"(qi™)
viz (21) nebo (22) (pokud je v n€kterém pasmu A = const, pak q{™ = q{" "V =
= ... = q{*)), dale vektory Z{"(Z{™) a vSechny nelinearni &leny v rovnicich (38)
a (44) tj. N, P{”, @@ (N{"~ D, P~ @{"~1). Dostavame obdobné rovnice,
jako (47), (48), doplnéné &leny N{®, N{» (N{*~ D, N{"~ 1) viz (38). Pro urdeni prvého
(m-tého) priblizeni C{" (C{™) dostavame stejny vyraz jako (50), pouze vektor F(®)
se zmeéni na tvar

FlD = (Kzo(To - ZU) + Aoy Zi + N ) .
K. (T, — Zg)) — Ao ZV — (K 1ML+ Ao 2ML) 4F;,L

Poznamka 1. V pfipadg, Ze zavislost A na teploté je velmi slaba avSak ¢ a «
nikoliv, miiZe byt pro urychleni vypo&tu vhodné po kazdé iteraci rovnice (2) poéitat
vice iteraci u okrajovych podminek.

Poznamka 2. Pomoci vysledkd prace [6] a zde uvedené metodiky je moZno
fesit téZ ulohy s excentrickymi mezikruZimi.
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5. APLIKACE METODIKY

Uvedeme pro ilustraci uvedené metodiky feSeni nékolika uloh, vyskytujicich se pfi
podrobném tepelném vypoctu palivového ¢lanku jaderného reaktoru.

Priklad 1.

Zabyvejme se feSenim teplotniho pole elementu palivového &lanku prutového

typu pro piipad, kdy po obvodu pro-
ménny soucinitel pfestupu tepla za-
visi na teploté, a kdy soudinitelé te-
pelné vodivosti paliva a povlaku jsou
konstantni.

Maji-li pruty v palivovém ¢lanku
pomérné maly primér a jsou-li di-
stanéni miizky dosti daleko od sebe,
mohou nastat vlivem vyhofivani ura-
nu nebo tepelnym cyklovanim takové
deformace, Ze se dva pruty dotknou
(viz obr. 6). Zm&n&né poméry vedou
k nerovnomérnému ochlazovani a ke
vzristu maximalnich teplot. Zvolme
pribéh soudinitele prestupu tepla o
takto

t

o, 1, 1) = B(g) <~)—0,55 |

53
kde ®(¢) ma tvar (stejné jako v [6])
o) _
D
pro 0o <p,

I

e

Ponechame-li v rozvoji (35) pouze
jeden clen, je okrajova podminka na

poloméru R, (vn&jsi polomér povla-
ku) déna vztahem (viz (31))

ot
51) 22
(51)

= 055 afg) B2 0) = 12T,
53

T pro p=¢e<m.

n—¢

+a(p) [t2(Re.0)—1,] =

r=R;

t [°C]

ket

n
I/
=
T
) /
v
-

—_— —-

Obr. 6. Pribéh povrchové teploty prutu palivového
¢lanku (0 — povrchova teplota pfi zanedbani vliva
teploty na «, 1, 2, ... — povrchova teplota pfi jed-
notlivych iteracich, / — vysledny priib&h povrchové
teploty, pritbéh povrchové teploty
pii pfiblizném vypoctu (Ry = 4 mm, R, = 5 mm,
2y = 4000 keal/m?*h°C, 4; = 20 kcal/mh°C, 4, =
= 138 kcal/mh°C, ¢ = 10™* m?h°C/kcal, ¢ =
= 3,75 kcal/m3h).
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kde a ( (P) (p((/’)

2

Postupujeme-li dle odstavce 3.3 a 4.1, dostavame rovnice

(52) (Kaz 1M2 + 2M2) C(Zm) = Ka ""2 + N(Zm—l) ,

(53)  NyU = {!o (m=9),
0,55K (K7 Ky — D) (Timy — T2) (m=1,2,...),

(54) Cim = ,M,C" + ,F ,.

Dosadime-li za C{" z rovnice (54) do (52), miizeme vypogitat nulté pfiblizeni vektoru
C, z rovnice

(55) (Kaz 1M, + 2M,) M, C?”=K,T, - (K, 1M, + 2M2) aFi 2,

dale urtime C§” z (54), vektor N pomoci (53), takZe pro vypocet C{’ dostivame
rovnici

(56) (K,2 (M, + M) M, CV=K,T, + N — (K2 1M, + ,M,) (F, ;.
Odecteme-li rovnici (55) od (56), dostavame pro urdeni vektoru

ACH = €V _ ¢(®
rovnici

(K2 1Mz + ;M) M, , ACTD = NP,

Obdobng postupujeme dale; na zaklad& priblizeni m—1 pro €, vypodteme z (54)
a (53) priblizeni m— I pro C,, Ny" ™!’ a m-té pfibliZeni dle vztahu

o - o+ ac,
kde vektor AC{™ je fesenim rovnice

(KaZ 1M2 + 2M2) 4M1,2 Ac(lm) = N(zm_l) .

Priibéh teploty na poloméru R, je v zavislosti na uhlu ¢ vynesen na obr. 6 pro jed-
notlivé iterace. Ukazuje se, Ze pro dany pfipad dvojnasobné pouZiti extrapolace
Aitkenovou metodou postaéi k ureni dostatené presného vysledku. Vypocet je
moZno v pripadech, kdy se povrchova teplota po obvodu pfili§ neméni ponékud
zjednodusit. Uréime-li feSenim rovnice

Riq

ts = tz +
t -

2R, &, (1 — 0,55 —“)
153
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stfedni povrchovou teplotu t,, dostdvame pro pribéh soucinitele pfestupu tepla
priblizny vztah

og) = 0(o) (1 - 035" 1)

2
a feSenim rovnice (55) pfiblizny pribéh teplotniho pole: Na obr. 6 je povrchova

teplota urena zjednodusenym vypoctem vynesena teCkované.

Priklad 2.

Urcime teplotni pole elementu prutového palivového ¢lanku pro piipad, kdy
respektujeme nerovnomeémé rozloZeni tepelného vykonu po prifezu. Jestlize je
uvazovany prut na obvodu svazku, lze rozloZeni tepelnych zdroji pfibliZné€ uvaZovat
ve tvaru (ky, k, znamé konstanty)

(57) qg=9q Lt kyr? (1 + k,rcos @)

"1+ 1k, R? :
Predpokladame, Ze palivo je v keramické formé&, pro které byva zavislost tepelné
vodivosti na teploté udavana ve tvaru

Ay = Et (t [OK])'

Upravou dostaneme

(58) Ay = Aoy + 444,
kde
c
Aoy = —,
tsO

g =c¢ (l - L)
t teo

a kde t,, je odhadnuta povrchova teplota paliva. Pfedpokladejme, Ze mezi palivem
a povlakem (pro ktery bereme 1, = const.) je mala mezera vypln&na heliem. Odhad-
neme predbéZnym vypoctem stfedni teplotu helia ty, a poloZme Ay, = const. Uva-
Zujeme-li, Ze chladivem je kapalina (¢, = const) lze v pfipad&, kdy pfedpokladame
slabou zavislost teploty povlaku na azimutalnim thlu povaZovat soudinitel pfestupu
tepla za nezavisly na teploté.

Podminky pro uréeni nultého pfibliZeni teplotniho pole jsou popsany rovnicemi
(43) a (38) nebo (48) a (49). Dosadime-li za C{” z (49) do (48) dostavame rovnici
pro C{? ve tvaru

(59) (a2 My + 2, My) M, C»=0,T, - (22 M, + 2, ,M,) 4F§?; .
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ReSenim dostaneme €, pomoci (49) €, z (21') qV), dale vypotteme P{”, @(*,
4F{") a z rovnice (59) prvé pfiblizeni pro C;. Obdobn& postupujeme u dalsich pfi-
blizeni.

RozloZeni tepelnych zdroji na naznaeno na obr. 7. Teplotni pole je vyneseno
na horni polovin€ obr. 8. Vzhledem k tomu, Ze vysledky tfeti iterace se od hodnot
druhé iterace téméf nelisi, nebylo vice iteraci poditano. Na dolni poloviné je pro
srovnani ukazano teplotni pole pro pfipad, kdy g nezavisi na azimutalnim thlu.

Obr. 7. RozlozZeni tepelnych zdroji v pe-  Obr. 8. Teplotni pole periferniho palivového prutu

rifernim prutu  (k; = 0,3 1/m?, k, = (R, = 4,25mm, R} = 4,29 mm, R, = 5 mm, Ay, =
=35,21/m, Ry=4,25mm, R, = 5mm; = 0,26 kcal/mh°C, 4, = 20 kcal/mh°C, ¢ = 3400
viz rovnici (57)). kcal/mh, g, = 3,32 kcal/m>h, t, = 340°C, &, =

= 10 000 kcal/m?h°C); horni polovina obr.: tepelné
zdroje jsou funkci r a ¢ (viz obr. 6); dolni polovina
obr.: tepelné zdroje nezdvisi na @.

6. ZAVER

Predlozena prace roziifuje vysledky prace [6] pro pfipad, kdy souginitel tepelné
vodivosti, kontaktni odpor na rozhrani dvou prostiedi a soucinitel prestupu tepla
slab& zavisi na teploté&.

Nelinearni rovnice tepla byla feSena iteranim postupem tak, Ze se nelinearni ¢leny
povaZuji za znamé, urlené na zakladé predchazejici iterace. Obdobné byly feSeny
okrajové tilohy. Maticové vyjadfeni rovnic umozZnilo nejen struény zapis vypocto-
vych vztahi, ale i pomérné jednoduchy numericky vypocet.

Pfi konkrétnim vypoctu, kdy zavislost a, A, ¢ na teploté je slaba, postaci pocitat
vétSinou tii aZ &tyfi iterace. V prakticky v tvahu pfichazejicich pfipadech zavisi
obvykle pouze néktery z parametri o, A, ¢ na teploté, takZe vypocet neni Casové
zvlast narocny.
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Pe3rome

PEHNIEHME HEKOTOPBIX 3AJJAY ITO TEIJIOIMTPOBOAHOCTU
AJI1 TUWIMHAPNMYECKU CUMMETPUYECKUX CPE[
C MAJIBIMU HEJIMHEWMHOCTAMU

HOCE® MU (Josef Schmid)

B HEKOTOPBIX OTPACIAX, HANPUMEP, IPU HCCICTOBAHUH TEMIIEPATYPHOIO IIOJS
TEIIOBBIACIIAIOUINX 3JIEMEHTOB SICPHBIX PEakTOPOB, BCTPEYAIOTCS 3aJadd, Tpe-
OyrolMe peluTh YpaBHEHUE TEILUIONPOBOIHOCTH, COOI0ast 3aBUCUMOCTh K03 du-
IHEHTA TEIUIONPOBOIHOCTH OT TEMIIEPATYPHI, WIH TaKHe 3a[Ja4u, YTO NPU PEIICHIU
KpaeBBIX 3a7a4 KOYPOHUIMEHT TEILUIOOTHAYM YJIM KOHTAKTHOE CONPOTHBIICHHE HA
TPaHULE ABYX CPel SABISIOTCS QYHKIMSIMM TeMIEpaTyphl.

VpaBHeHHE TEILUIONPOBOJHOCTU B LMJIMHIAPUYECKON reoMeTpun

LR PP R B

(9380 CBEACHO IMPU IMOMOLIU BBIPAXCHHUSA

2 At) = 2o + (1)
K BAJTY
o 1ot 1 0%t 0%t 10t
3 N R A B R N0 | B
) 0 [6r2 ror r? 6@2] alr. ¢) 0 [6r2 ror

1o da, [/ 1 [or\?
- N e R Al
r? 0¢p? dr | \or r2 \d¢
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Eciu Mbl Mpe/INIoNiaraeM, YTO BKJIa/l HEJIMHEMHOCTEH, T.e. BTOPOTO ¥ TPETHETO WICHOB
B IPaBOii 4aCTH ypaBHeHus (3) HeGOIIBIION, MBI MOXKEM HCKATD PELICHHE HTEPALMOH-
HBIM criocoGom. TTocie opopmiteHust ypaBaeHus (3) MBI morydaem

>

2 (m) (m) 2 (m)
“ P v g
or? r or r? dp?

rae

1
9 = 4(r¢) (m=0),

0

1 dl at(m—l) 2
m) _ (m=1) p(m=1) 4 =71

g™ = —q4(r¢) = L0 g 4+

lo{( ) = A dt K or )

(m—1)\ 2
L (m=1,2..).
r2\ oo

Pewenne ypasrenust (4) umeer popmy

(5) ™= A" + B lgr + 25" + Y [(45r + BMr "+ <Z™) cos ne +
n=1

+ (C{™r" + D{™r~" + Z{™) sin ne] ,

rae

r r’
szlm) - _ rnJ‘ r’—(2n+l)J‘ (rn)n-f-l qu‘m) (r”) dr" dr’ , e = {
r'o

ro

c(n=0,12..)
s(n=1,23,..)

u rae 'g"(r) — xoadduuuents dypoe dynkuuu g™
Henuneiinble KpaeBble ycIOBHS GbUM 0QOPMIIEHBI aHAJIOTHIHBEIM CIoco6oM, Kak
ypasrenue (1); Hanmpumep, A TPETHEro THIA KPAEBOIO YCIOBHs (OPMBI

© A5 =l ) [ ) 1o

MBI TI0JIy4aeM, IPHMEHEHSS OTHOIICHHS (2) ¥ BbIPAXKEHHS

ae, t, tg) = &) [1 + F(1, t5)],
ypaBHEHHE

6t("')
(7) do —

IR, 0) - tle)] -

r=R

(m—1)
= — @) F(1'" ™V, tg) [1™ (R, @) — tr(0)] — ll(t(m_l))at—a— ’
r r=R

KOTOPO€ MBI OIIATH PCIINM HUTECPALIUOHHBIM criocobom.
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1o mepuMeTpy NepeMeHHBIE KPAeBble YCIOBHS ObUIM pa3jIokeHbl B pamsl Pypbe
M TIpM PEelIeHMH KPaeBBIX 3a/a4 6BbUIO MPMMEHEHO MAaTpUuHOe McuuciIenue. Hapyx-
Hble KpaeBble yCIOBHSI MOXKHO Hamucath B opme (cMoTpu Toxe [6]))

(8) MC™ = Fm

IIpy peleHny TeMIEepaTypHOro IMOJSA CHCTEM, COCTOSILLIMX M3 GOJIBIIEro KOJIUYecTBa
CJI0€B, HEOOXOaMMO TIpeXk/ie BCETO UCKIIOYUTH MHTErPAIMOHHbIE ITOCTOSHHBIC ITPO-
MEXYTOYHBIX MOJIOC C TIOMOILIbIO YCIOBUH HA IrpaHuIe ABYX Cpel, KOTOPbIE MOXHO
BBIPA3HTh CJEIYIOLMM 00pa3om:

(m) __ ( (m)
(9) V= ,M_, Gy + JF 1,0
MOHO 0XHIaTh, YTO IPUBEIEHHBIH METOM OYAeT CXOAUTHCS, TOKA HEJIMHEMHOCTH,

BBI3BaHHbIE COOJIFOJIEHHEM 3aBUCMMOCTH (yHKUMIt A, o, ¢ OT TeMmepaTyphl, He
6ynyT 60abUIMMH.

Summary

SOLUTION OF SOME PROBLEMS CONCERNING HEAT CONDUCTION
IN CYLINDRICAL SYMMETRIC BODIES WITH SMALL NONLINEARITIES

JOsEr SCHMID

A heat conduction boundary problem with temperature dependent heat condctiuon
coefficient and with nonlinear boundary conditions of the third and fourth type,
i.e. with temperature dependent heat transfer coefficient or with temperature depend-
ent contact resistance on the interface of two media, is solved.

The heat conduction equation in cylindrical coordinates

0 L))

was transformed using the expression

into the form

%t 1 a 191 o*t 10t
3 | = +-—+ = —|= + L) S5 +-—+
() O[arz rar 26 :l q(r (P) ()[ ror

1 0%t da,[/ot\? 1 [/ot\?
+ 55— |+=2(=) +5(=) |-
r* og dt | \or r“ \Og
1) Bekrop €™ conepuT MOCTOSHHBIE HHTEIPHPOBAHHS Ag"), Bg"'), A(l'"), B{™, C(l"'), D(l"‘), ey
xM — MaTpuua u ,‘F("') — BEKTOP.
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If we suppose that the contribution of the nonlinearities, i.e. the second and third
term on the right side of (3) is small, we can find the solution using an iterative
process. After rearrangement of (3) we obtain

2 4(m) (m) 2 4(m)
(4) o ram Lo
or? r or r? d¢?

where

1
q© = . q(r, ¢) (m =0),

0
1 di 1mmINZ 1 /prtmm D\?
m — (m=1)) glm=1) l
q - ra - j‘ t + 1, T a + 2
zo{q( ?) = M dt [( or ) r’< o0 H}
(m = 1,2,...).

The solution of the equation has the form
(5) ™ =4 + B lgr + Z + Y [(Ar" + Br~" + <Z0™) cos ng +
n=1

+ (C™r" + D™r™" + *Z{) sin ne] ,
where

Il

ro

IZ(m) = — " r rr—(2n+1) " (ru)n+1 lq(m)(ru) dr” dr’ , | = 4 (n = 0, 1, 2, )
" ro , ! s(n=1,23..)
and where 'g{"(r) are the Fourier coefficients of the function ¢™.

The boundary conditions with small nonlinearities can be expressed in a similar
way; for example the boundary condition of the third type, which has the form

(6) —A(t)gfr = oo, 1, tg) [(R, @) — tx(¢)]

r=R

can be written, using (2) and also

o, 1, tz) = ¥(9) [1 + F(t, ta)] ,

ot
7 Ay —
0 ° or

+ 2(0) [1"™(R, ¢) — 1x(0)] = —H(Q)F(1"™", 1) 1" (R, @) —

r=R

(m-1y "V
—tr(@)] — A, (1™ )T

r=R

Equation (7) can be solved by a similar iterative process.
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The boundary conditions varying along the perimeter were expanded in Fourier
series and the boundary problems were solved using matrix calculation. The external
boundary conditions may be written (see also [6])") in the form

(8) MCtm = Fom

When solving the temperature field in systems consisting of more layers, it is necessary
to eliminate the integration constants of the intermediate zones using the conditions
on the boundary of two layers, which may be expressed in the form

) C™ =M C" + F7 .

It may be expected that the iterative process will converge, if the nonlinearities
caused by respecting the temperature dependence of the values 4, a, ¢ are small.

Adresa autora: Ing. Josef Schmid, Ustav jaderného vyzkumu CSAV, Rez.

!) The vector €™ contains the integration constants A™, BM 4(m  B{m  c{m, p{m,
o kM is a matrix and , F™ is a vector.
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