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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMAT IKY ČÍSLO 5 

ŘEŠENÍ NĚKTERÝCH ÚLOH Z VEDENÍ TEPLA PRO VÁLCOVĚ 
SOUMĚRNÁ PROSTŘEDÍ S MALÝMI NELINEARITAMI 

JOSEF SCHMID 

(Došlo dne 14. září 1963.) 

V práci je řešeno teplotní pole válcově souměrných prostředí se zdroji tepla 
libovolného rozložení při okrajových podmínkách proměnných po obvodu 
pro případ, kdy nelinearity, způsobené respektováním závislosti součinitele 
tepelné vodivosti A, kontaktního odporu na rozhraní dvou prostředí o 
a součinitele přestupu tepla oc na teplotě jsou malé. 

0. ÚVOD 

Ve většině úloh z vedení tepla, které přicházejí v praxi v úvahu, lze považovat 
součinitel tepelné vodivosti za nezávislý na teplotě. V některých oborech se však 
též vyskytují úlohy, kdy je třeba tuto závislost respektovat. Jako příklad je možno 
uvést podrobný výpočet teplotního pole palivového článku jaderného reaktoru pro 
případ, kdy palivo je v keramické formě. Protože se součinitel tepelné vodivosti 
materiálů mění při značných teplotních rozdílech obvykle o řadu desítek procent 
a závislost na teplotě je ve většině případů monotónní, byla pro řešení nelineární 
rovnice vedení tepla pro tento typ úloh použita iterační metoda. 

Při řešení okrajových úloh s třetí okrajovou podmínkou na povrchu anebo čtvrtou 
okrajovou podmínkou na rozhraní dvou prostředí je možno postupovat obdobnou 
cestou vzhledem k tomu, že korekce součinitele přestupu tepla a s ohledem na tepelný 
tok dosahuje nejvýše 20 — 30% a vliv teploty na kontaktní odpor není příliš silný. 

V práci se zkoumá teplotní pole mezikruží a kruhu pro případ, kdy tepelné zdroje 
jsou funkcí poloměru a azimutálního úhlu, kdy okrajové podmínky jsou po obvodu 
proměnné a kdy je respektována slabá závislost tepelné vodivosti a součinitele 
přestupu tepla na teplotě. Dále je uvedeno řešení průběhu teplot pro mezikruhovou 
oblast, složenou z libovolného počtu mezikruží pro případ, kdy nelinearity, způsobené 
závislostí A, a a O na teplotě jsou malé. 

Ve výpočtu zanedbáváme vedení tepla ve směru osy z. 

Předložená práce je pokračováním práce [6], zabývající se vyšetřováním teplotního 
pole ve válcové geometrii pro A, a a O na teplotě nezávislé. 
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1. POUŽITÁ OZNAČENÍ 

r, cp polární souřadnice [m], [rad] 
R poloměr rozhraní dvou prostředí [m] 
t teplota [°C], [°K] 
X součinitel tepelné vodivosti [kcal/mh°£] 

součinitel přestupu tepla [ k c a l / m 2 ! ^ ] 
q hustota tepelných zdrojů [kcal/m3]}] 
O tepelný odpor kontaktu [m2h°C/]cc^l] 

2. ŘEŠENÍ ROVNICE VEDENÍ TEPLA S MALÝMI N E U N Č A R I T A M I 
V CYLINDRICKÉ GEOMETRII 

Rovnici vedení tepla 

(1) -div (X grád t) = q(r) 

přepíšeme pro válcovou geometrii do tvaru 

<ł(r, (p) (2) -\l±(rX*)+\±(x*) 
[r dr \ drj r2 dep \ depj 

Pro další úvahy bude výhodné vyjádřit závislost součinitele tepelné vodivosti X 
na teplotě takto: 

(3) X(t) = X0+ Xx(t) , 

kde 
X0 = X(t0), 

A,(ř) = A(í) - l(tó) 

a kde t0 je vhodně zvolená vztažná teplota. Dosadíme-li výraz (3) do rovnice (2) 
dostáváme 

« -'Ds('s)+?$]-*-» + ;řHíg + 

LJL[x(\—'] 
r2 dep L d<Pj 

Předpokládejme, že vliv členů 
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na řešení je malý a hledejme řešení iteračním postupem (viz též [ l]) . Nulté přiblížení 
pro funkci t(r, <p) určíme z rovnice 

(6) -к 'i 5_ (r ____!_\ 1 í!í_!_" 
r dr\ dr J r 2 d<p2 

= q(r, (p) . 

vypočteme výraz (5) pro t = t ( 0 ) a prvé přiblížení řešením rovnice 

(?) 

= q(r, <p) + 

- я 0 

JA 
r дr 

>\ _i_ _¥_n 
j + r2 «V J 

" _ _ _ / <3í(1)\ . 1 t ) 2 ř ( i r 

r <3r V <3r 

Яi( í ( 0 )) 
< _ _ _ ' 

<3r 

1 iЗ Г ðt(or 

+ -_ --- A ^ 0 ' ) ™ -
r дę |_ OV . 

Postupujeme-li stejným způsobem dále, dostáváme pro m-té přiblížení rovnici 

(8) Ч^( ___>\ 1 <3¥mr 

<3r / r2 <3<p2 

.(г,9) + i-f Г r Л . ^ - 1 ) ) ^ 
r Or L 

ľlľl J 
дr \ r 

L JL 
2 O> 

Л _ ( Í ( И - 1 ) ) 
г/(> m - l ) - l 

L></_> 

Ukazuje se, že v našem případě bude výhodné upravit výraz (5) do tvaru 

dť 
(9) i І . Г A . . — 1 1 — Г_ ( . 

r <3r |_ <3r_| r 2 <3<j. |_ 

, . ч Г 5 2 í 1 <Эí 1 ð2tl 
A l ^ ľ~2 + - T + ~г 7Ч\ \_ðrz r ðr r ðęJ + 

<__ 
dř 

ðę 

dtV __ /__\ 2 _ 1 

črj + r2 V^y 

a přepsat rovnice (6), (7), (8) takto: 

d2t(m) j dt(m) j a 2 / ( m) 

(ю) 

kde 

ðr2 + -r <3r r ő<p 
= -q(m) (m = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

(11) «<•>•-fвfrф), 
ÀQ 

7(m) Г ^(r , ( ? >)-Я 1 (^- 1 >)q<'"- 1 > + d 

Л 0 

+ 
1 fdtim'xr\2' 

dep ] } < 
dř 

= 1,2, 3 , . . . ) . 

( = í <m-l ) L 

ð . ( m _ 1 ) \ 2 

~дr~ + 

Řešení rovnice (10) pro mezikruhovou oblast můžeme napsat s použitím práce [6] 
ve tvaru 
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(12) í(m>(r, q>) = A(m) + B(
0

m) lg r + cZ(
0

m) + £ ( A ( " V + B(m\-n + cZ ( m )) cos H<p + 
„= 1 

00 

+ £ (C(m)r" + Dim )r-" + sZ ( m )) sin tup , 
n = i 

kde 1) 

(13) 'Z (m) = - r " f r ' - ( 2 " + 1 > f 'f ( m )(r")(r")"+ 1 dr" dr' / = [C (" = °' 1 ,2""J 
Jr„ Jr0- l * (» = 1,2,3,...) 

a kde '§(m)(r) jsou Fourierovy koeficienty rozvoje pro q(m\ tj. 

q(m) = -£(«-(-) cos n<p + *q(m) sin nq>) . 

Upravme nyní výraz (11) pro q(m) do vhodnějšího tvaru. Rozvedeme-li funkci 
ki(t) do Taylorovy řady2) v okolí f = t0, dostáváme pro A^í) výraz 

h(t) = y ^ í ( t o ) ( j - to) + ^ ' í ( t o ) ( t - to)2 + ••• 

neboli pro jednoduchost 

(14) A.(í) = a 0 (í - t0) + fli(t - t0)
2 + a 2 (í - í 0 ) 3 + ••• 

Řešení ř(m>(r, <p) ve tvaru řady (12) můžeme napsat jako součin řádkové matice S 
a vektoru T ( m ) 

(15a) 

kde 

ř(«)(r> ę) = S T ( m ) , 

S = [1, cos (p, sin (p, cos 2<p, sin 2<p,..., cos nq>, sin n<p, ...] , 

(15b) T ( m ) = -MC0"* + Z ( m ) 

a kde vektor C ( m ) obsahuje integrační konstanty A(
0

m), B(
0

m), A[m\ B[m\ C[m\ D[m\ . . . 
...9Af\É^\ Cf\ D<m), ..., vektor Z ( / n ) má složky cZ (

0
m ), cZ (!m ), 5Z (

x
m ), ..., cZ(

n
m\ 

SZ(™\ ... a obdélníková matice t M je tvaru (viz též [6]) 

(iб) ,M = / l , l g r , \ . 
r, r ', 

r, r , 

) Integrály je třeba chápat jako neurčité integrály; ro a ro' jsou vhodně zvolené meze. 
) Daný průběh Kl = ^ ( t ) je možno aproximovat jinou vhodnou mocninnou řadou. 
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Obdobně dostáváme pro dt/dr výraz 

( 1 7 ) ^m)(r, cp) = s ( 2 M C ( m ) + r < » ) _ ST(m) f 

GV 

kde 2 M je derivací matice XM a Z' (" l ) resp. T("° derivací vektoru Z ( w ) resp. T ( w ) . 
Výraz pro 1/r . dt/dcp napišme ve tvaru 

(18) 

kde 

l дŕm\r, <p) 
r дę 

= sт <m) 

T(m) 1/ o 
C(m) ř + D<m>r-I + s Z ( r a ) 

- ( A ( m V + в(m)rx + cz[m)) 

\ 

C(

n

m)rn + D„m)r~" + sZ(m) 

\-(An

m)rn+ B„m)r~n + cZn

m))) 

Součin dvou Fourierových řad se součiniteli a„, b„ a v„, w„, tj. součin 

SA. SV, 

kde vektory A resp. V obsahují Fourierovy koeficienty a„, b„ resp. v„, w„ lze napsat 
takto 

Matice Ka je funkcí součinitelů an, bn a je tvaru 

\(2a0, aí9 Ъy, 
2ai, 2a0 + ö2, b2, ax + a3, 
2 b ь b2, 2a0 — a2, — bi + b3, 

2a2, at + a3, - b i + b3, 2a0 + a4, 

2b2, bi + b3, ai~a3, b^ 

b2> 
bt + b3, 

aл —a 

ь3, 
a2 + a4, b2 + b4, 

— u3, —b2 + b4, a2 — a4, 
b4, at+a5, b! + b5, 

2a0-a4, - b i + b5, ax-a5, 
2a3, a2 + a4, —b2 + b4, aľ + a5, -bt + b5, 2a0 + a6, 
2b3, b2 + b4, a2-a4, bi + b5, ax-a5, b6, 2a0-a6, 

\: 

V 

Řadu (14) pro X1(tim~1)(r, q>)) můžeme po dosazení za t(r, (p) z (15a) s použitím 
označení 

lJ(m-i> = T ( m _ ! ) - T 0 , 
kde 

To = (t0\ 
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napsat ve tvaru 

(19a) X\m-»{r, cp) = S( £ fl^--,,)^"1'. 
j = 0 

Fourierovy koeficienty funkce /L(m~~ 1}(r, 9) jsou tedy dány vztahem 

00 

(19b) x,(r-i) = (x;^<«^>)u ( m"1 )-
/ = 0 

Stejným postupem dostáváme pro Fourierovy koeficienty funkce d/IJdř výraz 

00 

(20) XS"-l) = a0 + ( X 0 + Oa.K^-^U^" 1 ) , 

kde 

Dosadíme-li nyní uvedené výrazy do pravé strany vztahu (11), odvodíme pro rozlo­
žení efektivních tepelných zdrojů <7(m) výraz 

q(m) _ J_ | S q(o) _ S q ( « - i ) a Sk[m~l) + S3L(
2

m""1)[ST(,,,-1) . S T ( m " l ) + 

+ ST<;"- 1 ' .ST!;- 1 ' ] } , 

kde q ( m~ 1 } je vektor, jehož složky jsou funkce c _ ( m ~ 1 }(r), s$£m~ 1}(r). Výraz pro vektor 
q(m) lze tedy vyjádřit takto: 

(21) q<"" = q<0' + 1 {-*„„-»& aj*í<m-»)U<--> + 
A 0 j = o 

00 

+ ( K 2 ^ , ^ + K^(m-,>) [a 0 + ( £ (j + 1) a i K ^ _ 1 ) ) u ( m " 1 ) ] } • 
1=1 

Můžeme nyní z rovnice (10) pro m = 0 určit t(0)(r, <p), z (21) výraz pro q(1), řeše­
ním (10) pro m = 1 funkci t ( 1 )(r, <p), atd. Lze očekávat, že v případech, kdy chování 
funkce A(i) je z fyzikálního hlediska rozumné3), bude iterační postup konvergovat 
ke správnému výsledku. Velmi krátce se o otázce konvergence zmíníme u prvé okra­
jové úlohy. 

Z fyzikálního hlediska má velkou důležitost závislost součinitele tepelné vodivosti X 
na teplotě ve tvaru4) 

Mf) = K + bk{t - t0)~k 

3 ) Předpokládejme, že funkce A(t) nenabývá nulových nebo záporných hodnot. 
4 ) k je přirozené kladné číslo. 
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nebo obecněji 

kde 
Å(t) = b0 + btv + b2v

2 + b3v
3 + . . . + bfcv

k + . . . , 

i 
v = 

t - tn 

Abychom mohli postupovat stejným způsobem jako u závislosti (14) musíme nejprve 
stanovit Fourierovy součinitele funkce v. Úpravou výrazu pro v dostáváme 

(t - í0) v = 1 , 

neboli po rozepsání na jednotlivé složky 

(22) K„V = J , 

kde 

Násobením rovnice (22) maticí Ku * zleva dostaneme pro vektor V výraz 

V = K ; _ . 

Pro složky vektoru q ( m ) odvodíme tedy 

1 
(-10 

,(m) __ a ( 0 ) 

Я0 

{к<-i>(2:w^-1,) + 
1 = 1 

+ (K2^-,, + K!^-i,)(E#,Kkm-,:)} V'-"1'. 
i = l 

Napišme ještě tvar rovnic pro případ, kdy zdroje (a okrajové podmínky) jsou pouze 
funkcí nezávisle proměnné r. Rovnice (10) se zjednoduší na tvar 

(40') 

kde 

(пO • , « » 

f(m) + 1 ('(m) = _-<m) ( ш = 0, 1, 2, ...) , 

Яfj), 

-<»> = - l L( r ) _ !.(/<--»)) ,<--») + __* ( ( '(— D)-1 
Я0 j df ,_,<„-!, J 
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a resenim 

(12') i<m> = A<0
m> + B0

m) lg r \ f r" q(m\r") ár" ár' . 

V tomto případě je však vhodnější ponechat nelineární členy ve tvaru, daném vztahem 
(5). Řešením rovnice (10') potom dostáváme výraz 

(12") ř(m) = A™ + B(
0

m) lg r + CZ(0) - f ____í_l ř'(«--)(r') dr' . 
Jro ^ 0 

P o z n á m k a 1. Jestliže je oblast kruhová, vypadnou z fyzikálních důvodů z řady 
(12) součinitelé se záporným mocnitelem r a logaritmický člen, tj. Bn = Dn = 0. 

P o z n á m k a 2. Z výše uvedeného je patrno, že výpočet vektoru q ( m ) není nikterak 
jednoduchý. Abychom se v složitějších případech vyhnuli těžkopádnému odvozování 
výrazů pro cq(

n
m) a sqn

n) je výhodnější, rozdělit obor proměnné r na řadu úseků a vý­
počet vektorů q(m)(r,.) provést numericky. 

3. OKRAJOVÉ ÚLOHY PRO MEZIKRUŽÍ A KRUH 5 ) 

3.1. První okrajová úloha (Dirichletova úloha) 

První okrajová úloha požaduje na vnitřním a vnějším poloměru (Rí9 R2) splnění 
podmínek 

(23) t(Ru cp) = Ft(cp) , 

t(R2, cp) = F2(cp) , 

kde Fx((p) a F2(cp) jsou dané funkce argumentu cp. Rozvineme-li je do Fourierových 
řad a postupujeme-li stejným způsobem jako v [6], můžeme okrajové podmínky (23) 
pro řešení t(0) (tj. pro m = 0) napsat takto: 

(24) i M i C ( 0 ) _ l F
( 0 \ 

i M 2 C ( 0 ) = 1 F ( 0 ) , 
kde 

p(°) - A - Z ( 0 ) 

i r i — * * i ---i > 
C(0) _ A _ y ( 0 ) 

l r 2 — ^ 2 ^ 2 

a kde XMX resp. X M 2 jsou matice tvaru (16), vztahující se na poloměr r = Rx resp. 
r = R2. Vektory A l 9 A 2 obsahují Fourierovy součinitele funkcí Fx(cp), F2(q>) (tj. aln, 
bin\ aim bm) a vektory Z (!0 ), Z (

2
0 ) se vztahují na poloměr Rt resp. R2. 

5) Především nás zajímá třetí okrajová podmínka; prvý a druhý typ okrajových podmínek 
uvádíme pro úplnost. 
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Řešení rovnic (24) je u první okrajové úlohy jednoduché a dává pro integrační 
konstanty A(

0°\ B0°>, A{°\ B[°\ C[°\ D\°\.. výrazy 

(25) 

Ao0) = ; [(a1 0 - eZ0
0 )(Ki)) lg R2 - («20 - <Z0°>(K2)) lg « . ] , 

lg R2 - lg R! 

B < ° 0 ) = , _ ! i _ [ f l " - " ^ W ~ fl>° + CZÓ0,(K,)] , 
lgi?2 - l g R ! . 

4 0 ) --,--.1 --.-. [-tjx-i. - ezr)(K
1)) - * r v „ - <zi°\R2m pnp-n J?~nJ?n 

кгк2 — к
x
 к

2 (« = 1,2,...), 

î(0) _ [ Ä ï K - %<°>(R2)) - K„2(aln - <zЛ
к
i))] 

VP~" »-"»" 
K
1

K
2
 — K

l
 K
2 

(n= 1,2,...), 

C
"
0>
 = , . „ - ' „-_• -*-"^" -

 SZ
"

0>
(

R
')) "

 R-"^" ~ ' ^ W H 
K
1

K
2 —

 K
l
 K

2 

(n= 1,2,...), 

^
0 )
 = , - „ - - ,-.,. [*-(*-. -

 S Z
H

K
2 » - *-(fti. -

 s
zi

0)
(
K
i))] 

K1K2 — K
x
 K

2 

(n = l,2, . . . ) . 

Na základě řešení * ( 0 )(r, cp) vypočteme funkci q{1) (vektor q ( 1 ), viz (21)), pomocí (13) 
vektory Z (

1
1), Z (

2
1 }. Integrační konstanty řešení t ( 1 )(r, cp) určíme z podmínek (23). 

Pro A{o\ B(Q\ A[l\ B[x\ C[l\ D ^ , ... dostáváme stejné výrazy (25), pouze s tím 
rozdílem, že C Z ( 0 ) a S Z ( 0 ) jsou nahrazeny výrazy pro C Z ( 1 ) a S Z ( 1 ) . Obdobně postu­
pujeme při výpočtu t ( 2 ), t ( 3 ) atd. 

Př ík lady 

Ukážeme na několika velmi jednoduchých případech zhruba charakter konver­
gence iteračního postupu. Závislost součinitele tepelné vodivosti na teplotě vybereme 
tak, aby bylo možné v našem konkrétním případě snadno nalést přesné řešení rovnice 
vedení tepla (2) pomocí substituce (viz [1], [2]) 

».r**. 
l,A'o) 

Konvergenci a přesnost uvedené metody můžeme pak posoudit srovnáním s tímto 
řešením. 
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Zabývejme se odhadem konvergence iteračního postupu pro kruhový válec s tepel­
nými zdroji po průřezu konstantními a pro okrajovou podmínku prvého typu na 
poloměru R, nezávisící na úhlu (p (položme pro jednoduchost t(R) = 0). 

a) Uvažujeme-li závislost součinitele tepelné vodivosti na teplotě ve tvaru 

X = X0 — at, 

dostáváme pomocí vztahů (10'), (IV), (12') (nebo, což je totéž pomocí (12")) pro 
průběh teploty t(m)(r) následující rekurentní vzorce: 

tOO(r) __ A
(m\R2 - r2) + B(m\R4 - r4) 4- C(m\R6 - r6) + D(m\R8 - r8) + ... , 

kde 

Atm) =^t
(m-l\0)A(m-1) + X , 
X0 4X0 

B(m) __ j _ [t(m-D^B(m-l) _ l^(m-l)\2J ? 

X0 

c(m) __ ___. rt(m-u(o) c(m~1) - A(m~1) B^-1)], 
X0 

£)<m) _ _ [ ř<m-l)(0) D<m-1) _ ^(m-l)C (m-1) _ *(_<»-»>)-] , 
/í0 

£(»o __ __. rt(w _ 1)(0) E(m_1) - A(m~í)D(m~í) — B(m~1)C(m~1)~] , 
X0 

E(m) __ _ _ r ř ( m - l ) / Q ^ ( m - l ) _ ^ ( m - l ) £ ( m - l ) _ ^(m-1) j)(m-1) _ l/^-(m-l)\21 

i*%\ 

л - _.-<-* s л - _.-<-* 

/ __§, 

ąж 1 
0 í 

N ^ ~ ^ ~ ; 
_̂ ___-/_3 
\7M 

> 
X 

a kde 

A<°> = - * - , 
4Я0 

_}<0) _ C ( 0 ) _ p<0) _ = 0 > 

«« 2 

ř<0)(0) = 
4Аn 

Teplota t(w)(0) je pro jednotlivé iterace a 
pro různé hodnoty bezrozměrného kritéria 

Obr. 1. Maximální teplota v ose článku kru­
hového průřezu při jednotlivých iteracích pro 

různé hodnoty kriteria K. 

K = 
aqR2 

4X2 

vynesena na obr. 1. 
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Obr. 3. Přesnost výpočtu v závislosti na počtu 
uzlových bodů (1 — přesná hodnota, 2 — výpo­
čet s použitím lichoběžníkového pravidla při 
numerické integraci, 3 — výpočet s použitím 

Simpsonova pravidla). 

Лoi 

_. Ы-kñ. 
A-£ І ( « Г W ) / 

1-lft •*И 

^ 
/ 1 

^ ^ 

/ ô 9 fô 

Obr. 2. Průběh efektivních tepelných zdrojů (a) Obr. 4. Maximální teplota v ose článku kruho-
a průběh teploty (b) v závislosti na poloměru r vého průřezu při jednotlivých iteracích (po ne­

při jednotlivých iteracích. kolika iteracích byla použita Aitkenova metoda 
pro odhad výsledné hodnoty). 
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4000 

t"\<»í'cl 

Je možno odhadnout, že postupná přiblížení teploty t(m)(0) konvergují pro 

- 2 < K < 0,5 

k správnému výsledku (viz slabé čáry na obr. 1). Hodnota K = 0,5 odpovídá případu, 
kdy X\r=0 ™ 0- Konvergenci je možno urychlit, odhadneme-li předem střední teplotu 

a místo X0 bereme Xs (viz čárkovanou čáru 
pro K = 0,45). 

Snadněji je možno uvedenou úlohu 
(zvláště při větším počtu iterací) řešit nu­
merickým integrováním výrazu (12') nebo 
(12"). Jako příklad je na obr. 2 vynesen prů­
běh efektivních tepelných zdrojů q(m\r) (a) 
a průběh teploty t (m)(r) (b) v jednotlivých 
iteracích pro hodnotu kriteria K = 0,45. 
Ukazuje se, že i v tomto případě konverguje 
postup ještě poměrně rychle. Pro případ 
K < 0,25 postačí přibližně 3 - 4 iterace 
k určení dostatečně přesného výsledku. 
Na obr. 3 je naznačena přesnost výpočtu 
v závislosti na počtu uzlových bodů a způ­
sobu numerické integrace. 

b) Pro závislost součinitele tepelné vodi­
vosti na teplotě ve tvaru 

3000 

2000 

юoo 

\<~ 
_Ллo 

h± 

Ş&ЖNÁ. tЮÍЖГâ. 

jsa--

ў/ 

Ф r ^ ^ 

я (teplota t ve °K) 

byl proveden numerický výpočet pro různé 
hodnoty tepelného zatížení q. Ukazuje se, 
že iterační postup konverguje v našem pří­
padě pro libovolné q, i když při značných 
rozdílech teplot potřebný počet iterací na­
růstá. Pro urychlení konvergence je možno 
pro odhad výsledného průběhu t(r), ť(r), 
q(r) použít po několika prvých iteracích 
Aitkenovy metody [3]. Na obr. 4 je pro 
několik hodnot q vynesena teplota v ose 

kruhového válce v jednotlivých iteracích (pro urychlení konvergence byla vždy po 
několika iteracích použita Aitkenova metoda pro odhad výsledné hodnoty). 

c) Obdobný výpočet byl proveden též pro závislost X na teplotě ve tvaru 

X — X0 — at + bt2 . 

Ukazuje se opět, že konvergence nastává v případech, kdy se X nepřibližuje příliš 
k nulovým hodnotám. 

Obr. 5. Maximální teplota v ose článku kru­
hového průřezu při jednotlivých iteracích pro 
různé hodnoty X(t0) (q = 1,6 . 108 kcal/m3h, 

A = c/t, c = 3092 kcal/mh, R - 10 mm). 
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Rozborem výrazu (12") je možno ukázat, že ve zvoleném případě konverguje 
uvedená metoda zřejmě pro případ, kdy 

я (

1

и _ 1 
< k < 1 

Z tohoto hlediska je tedy třeba určité opatrnosti při volbě hodnoty X0. Na obr. 5 
je pro případ ad b) ukázán charakter konvergence při různých hodnotách t0, tedy X0. 

Stejným způsobem je možno vyšetřovat konvergenci iteračního postupu pro mezi-
kruhový útvar nebo pro případ, kdy okrajové podmínky nebo tepelné zdroje jsou 
závislé na azimuíálním úhlu. 

3.2. Druhá okrajová úloha (Neumannova úloha) 

Okrajové podmínky druhého typu pro mezikruží je možno napsat takto (Rx — 
vnitřní poloměr, R2 — vnější poloměr) 

(26) m 

-X{t) 

Г = RІ 

Gi(ę) , 

G2(ę) , 

kde funkce Gt(cp) SL G2(cp) jsou dány, nejsou však na sobě zcela nazávislé. Z Gauss-
Ostrogradského věty dostáváme podmínku 

f*2n r*2n i*2n /»R2 

Ki GiO?) dep + K2 G2(cp) dep = q(r, cp) r dr dep 
Jo Jo J o J R i 

neboli po dosazení Fourierových řad funkcí Gx(cp), G2(cp), q(r, cp) 

/*R2 

(27) R1ci0 + R2c20 = cq0(r) r dr , 
JRi 

kde 

i C2n 

c<lo(r) = — q(r, <p) dep , 
2nJ0 

-ю 
1 c2n 

— Gi(<p) dę , 
2яJ 0 

1 ľ2ж 

Cю = — G2(cp) dę 
2nJ0 
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Rovnice (26) přepíšeme do tvaru6) 

dt 
±A0 ôr 

õt 

r=Ri 

= 01?) + Åt(t)т 
õr 

a budeme je řešit postupnými iteracemi 

(28) «»г 
ôr 

= Gt(ę) 
r = R, 

ôr 
= G{ę) + Я.(l 

r = K, 

Я/<«-» 

> ör 

(i=l,2) 

(/= 1,2), (m = 0), 

(i= 1,2), (m= 1,2,...). 
r = R, 

Po rozepsání rovnic (28) pro jednotlivé funkce nezávislé proměnné dostáváme 
soustavu rovnic, kterou v maticovém zápisu napíšeme takto: 

(29) 2 i r , l ^ - — 2 r l > 

M C(m> — F ( m ) 

2** — 2 r 2 » 

kde 2 Mj a 2 M 2 jsou derivace matic 1 M 1 a xM2, 

2F<m> = 1 [B. - A0Z;<m> - K ^ - o T ' - 1 ^ , ) ] » 
/0 

2F<2
m> = 1 [ _ B 2 - A0Z2<-> - K ^ - o - l T - 1 ^ ) ] , 

/ i 0 

a kde Bx a B2 obsahují Fourierovy součinitele funkcí G^cp) a G2((p). Spojením rovnic 
(29) dostáváme 

MC ( m ) = F ( m ) , 
kde7) 

^ M A ( m ) = / 2F ( m>\ 
м 

přičemž u druhé okrajové podmínky má matice M nulitu rovnou jedné. Lze ukázat, 
že prvky prvního řádku matice 2 M X a 2 M 2 a prvé složky vektorů na pravé straně 
rovnic (29) si jsou úměrné, je-li splněna podmínka (27). Pro odstranění nulity matice 
M škrtneme jeden ze zmíněných řádků, odpovídající složku vektoru na pravé straně 
a první sloupec matice M (který je nulový) a zbylou rovnici řešíme. Při konkrétním 
výpočtu je nutno vhodně zvolit aditivní konstantu A0, protože se s její změnou 
deformuje teplotní pole. 

6 ) Pro i = 1 platí horní znaménko, pro i = 2 dolní znaménko. 
7 ) Horní část čtvercové matice M tvoří obdélníková matice 2 M j , dolní část obdélníková 

matice 2 M 2 . Obdobný význam má označení F ( m ) . 
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3.3. Třetí okrajová úloha 

Třetí typ okrajové úlohy napišme takto: 

(30) K*)~ 
õr 

1 / \ д t 

дr 

= a^cp, t, tt) [*(*!,<?) - t^cp)], 
r = R, 

= a2(<^, t, t2) [t(R2, (p) - t2((p)~] . 
r = R2 

Předpokládáme-li, že funkci ot^íp, t, t() je možno upravit do tvaru 

a{<p, t, t.) = <P,(<p) [1 + Fit, ř f)] (i = 1, 2) 

a použijeme-li vztahu (3), můžeme okrajové podmínky (30) vyjádřit takto: 

+ *fo) [t(Rh q>) - t,{(p)-] = JV. (i = 1 , 2 ) , 
= R, 

(31) 

kde 

- j õ t + Я 0 -
õr 

N; _ - Ф t ø ) E,.(ř, ř() [ř(R (, ç>) - /,<<?)] ± Л.,{i)f-
< " ! » • = * # 

Rovnice (31) budeme řešit iteračním postupem. Nulté přiblížení teplotního 
určíme z (31) pro Nt = 0, tj. 

pole 

(32a) _ . ðt<°> 
+ Я 0 - — 

ðr |r = « ( 

+ Фkp)it*\*ь <P) - ФЂ = ° 

a další iterace řešením rovnic 

+ A 0 

дf(m) 

ć>r 
+ Ф i(,?>)[ í

( m )(R i,< ř>)- ř i(< ř>)] = .Vf-1), 
= R, 

(32b) 

kde funkce 

(33) Nri} = -H^F^-^t^t^-^R.cp) - ^ ) ] ± A , ^ ^ ) ) ^ ! ! ^ 

jsou již známé, určené z předchozího řešení. 

Pro závislost součinitele přestupu tepla na teplotě bývají udávány vztahy f_n 

(34) c = a0(-

nebo [5] 

k=Rr 

(j) k (t, t, [°K]; * = 0,55) 

a = ar 

P r Л " 

Pr, 
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kde 
a0 = 0,021Re?'8Pr°*4 

(Re — Reynoldsovo číslo, Pr — Prandlovo číslo; indexy /, w se vztahují na para­
metry chladicího media při střední teplotě chladivá, resp. teplotě stěny). 

Zvolíme-li výraz (34), dostáváme 

a^^h+^T* 
neboli 

Pro funkci Ff dostáváme tedy řadu 

(35) . Fi = c0w + cxw
2 + ... + C j - X + ... , 

kde 

(36) w = ' - = - ^ . 

Funkci Ft upravíme dosazením za t ze vztahu (12) a za tt z výrazu 

00 

ti = Z ( a m c o s n(P + bin sin řuB) . 
n = 0 

Fourierovy koeficienty pro w (vektor těchto koeficientů označme W) můžeme od­
vodit pomocí vztahu 

tiw = t - t i . 

Dostáváme (viz odst. 2) 
W = K-/CT - T ;) . 

Pro Fourierovy součinitele funkce F^t, íř) tedy odvodíme 

00 

(37) Fi = (lcjKÍ)Yf. 
J = 0 

Rovnice (32b) a (33) upravíme nyní pro výpočet integračních konstant Ow> takto: 

(K a i ,M, + A0 2 M f ) C<-> = K a i(T i - Z<f ) ± A0 Z'/"0 + N t - i > 

(i = 1,2), (m („0,1,2, . . . ) 
neboli 

(38) 3 M , C<-> = 3 F ( r a > , 
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kde 

(39) 3 M ; = K . . . M , - : A 0 2 M ; , 

3F
(
;
m> = K a í(T ; - Z<m>) ± A0 Z; ( m ) + N J - 1 ' , 

N ( m - D = í ° (m = Q), 
1 -K, |K n . . ( ) - KT() F^" 1 ' ± K R - ^ í r " (m = 1,2, ...). 

Jestliže je A = A0 = const., dostáváme 

Z<m) = Z (
ř

0 ) a Xlf = 0, 

takže stačí rovnici vedení tepla (2) řešit pouze jednou a vypočítat integrační konstanty 
z (38). 

4. OKRAJOVÉ ÚLOHY PRO MEZIKRUHOVOU OBLAST, SLOŽENOU 
Z VÍCE VRSTEV 

4.1. Podmínky na rozhraní dvou prostředí 

Okrajové podmínky na rozhraní dvou koncentrických mezikruží, stýkajících se 
na poloměru K, můžeme napsat ve tvaru (1 — vnitřní mezikruží, 2 — vnější mezi­
kruží) 

dtA 
(40) h(Ri, 9) = ti(Дi, <p) + ^i(ti) ei(<p, ti, h) 

Õr 

дr 
= -h(h)H 

r = Ri vr r = Ri 

Upravíme-li výraz pro kontaktní odpor do tvaru 

Qi(<P> *i, h) = Ýi(<p) [Qio + Qii(h> h)} 

a použijeme-li stejně jako dříve vztahu (3), dostáváme z podmínek (40) závislosti 

(41) 

kde 

(42) 

h(Ri, <P) = tt(Rt, ę) + Å01Q01 фt(ę) 
õr 

+ Px, 
r = Rt 

"•o; 
Õt2 

õr 
õtt 

- л o i — 
r=я, дr 

+ 0.1 
r = Rt 

Pi = Uoi Єn(t, h) + ^u( t i ) [Єoi + Єu(ti, h)Ъ Фi(<p) 
õr r=R, 

ßi -AиWт 1 Ыh) 
r = Rt 

õh 
дr 
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RozepíŠeme-li rovnice (41) a (42) pro jednotlivé funkce argumentu <p, dostáváme 

(4ť) ,M ( C2 + 2 Z , = t M, C, + .Z, + XOÍQ0i K J . M , C. + .ZJ) + P, , 

M 2 M . C 2 + 2Zi) = A01(2M, C, + .Z',) + Q t , 

(42') P, = ÍA0 1 Kg.. + e o l K 2 n ( l + - L K t I l ) | K , J r i , 

« i = K 2 l l T r t - K 2 u T 2 , 

kde vektor Q U byl určen obdobným způsobem jako vektor Xv Považujeme-li vektory 
Pu Q t za známe (určené na základě výsledků předcházející iterace), můžeme z rovnic 
(4ť) odvodit závislost integračních konstant pásma 2 na integračních konstantách 
pásma 1 ve tvaru 

( « ) C2 = 4 M 1 > 2 C , + 4 F 1 > 2 , 

kde 

í 4 4 ) 4F1,2 = 4*1.2 + Ku F i + *12 ® i -

Matice 4 M. 2 a vektor 4 F 1 > 2 jsou tvaru (viz [6]) 

4 M 1,2 = 4 M i , 2 + A1>2 , 

4F1,2 = 4 F Í , 2 + 8 1 > 2 , 

4м;, 2 = / N 0 \ 
N. 

N, 

N. 
N. 

F' 
> 4 Г 1 , 2 

•••) 

/eG<Л , 
eG. 
JG. 

G 
G, 

\І ì 
kde No = /l>2|lgRl\ N„ = / A \ 1R72»\, 

V°' *io/A20/ KW, A ) 

iZo - 2Z0 - r^lS ÍZ0 - 2Z 0] R. lg RA , 

[ ^ I Z O - 2 Z 0 ] R . J 

L » \ A 2 0 )\> 

łG„ = 
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a kde 
l = |(1 + A10M20), X = |(1 - A10M20), í = c ,5 . 

Dále platí: 

---1,2 = ^ 0 1 0 0 1 ^ 1 1 ^ 2 ^ 1 , 

^1,2 — 2 ^01^01°11 " ^ 1---1 » 

l/ffo \ 
Rц = 

V 

2 \ , 

0 

R i : 

<rи = /Я R-"\ 

* J ' V" 

A. 
2 л 0 2 

/vo 

J 
-21gK. 

* i 

•j 

4.2. Řešení okrajových úloh 

Zabývejme se řešením teplotního pole pro mezikruhovou oblast, složenou z L 
vrstev. Vezmeme-li za základ výpočtu integrační konstanty nejblíže k počátku 
položené zóny, vyloučíme-li postupně integrační konstanty mezilehlých pásem 
pomocí rovnic (43), dostáváme závislost mezi integračními konstantami /-tého 
a prvého pásma ve tvaru 

Cl = 4 M 1 , Í C l + 4 F 1 , . > 

4 M 1 , J = 4 M / ~ 1 , Í • 4 M Z - 2 , Í - 1 ••• 4 M 2 , 3 • 4 M 1 , 2 

(45) 

kde 

(46) 

4 F 1,Í = 4 M . , - l , / { 4 M / - 2 , I - l L 4 M / - 3 , i - 2 ( - " ) + 4 M - 3 , ř - 2 J "+" 4 F / - 2 , í - l } + 4 M - 1 . Í ' 

Vnější okrajové podmínky na poloměrech JR0 a RL jsou stejné jako v odstavci 3 
pro Ki a R2. Jsou dány výrazy (24), (29) nebo (38), 

Při řešení teplotního pole soustav složených z většího počtu vrstev postupujeme 
takto: 
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1. Nulté přiblížení řešení vypočteme při zanedbání nelinearit tak, jak bylo nazna­
čeno v odstavcích 2 a 3. V závislostech typu (43) mezi integračními konstantami 
sousedících pásem vypadnou vektory Pt a Qj. Vnější okrajové podmínky budeme 
psát pro třetí typ. Obdobně můžeme řešit okrajovou úlohu pro prvý a druhý typ 
okrajových podmínek (pokud se týká případu, kdy se na poloměrech R0iRL uplatňuje 
druhá okrajová podmínka, je možno postupovat stejně jako v odst. 3.2). Dostáváme 
tedy soustavu rovnic 

(47) (K a 0 . M0 - X0Í 2 M 0 ) C<°> = K a 0(T 0 - Z<°>) + X01 Z;<°> (r = R 0 ) , 

(48) (Ka L , ML + A0L 2 M L ) C<°> = Ka L(TL - Z<°>) - X0L Z'L<°> (r = RL), 

(49) C<°> = 4M 1 > LC< 0> + 4F<°>. 

Vyloučíme-li z rovnice (48) vektor C L
0 ) pomocí (49), dostáváme po úpravě pro vektor 

C(
1

0) výraz 

(50) C<°> = M ; 1 F < ° > , 

kde 

Mc ~ í K a 0 1 M 0 - ^01 2 M 0 

V(K*L 1 M L + X0L 2 M L ) 4
M1,L. 

-•ì0) = / M T , - z<°>) + я01 z;<°> 
M T L - ZL°>) - X0L Zi<°> - (Ka L t M L + A0L 2 M L ) 4F<°> 

Pomocí vztahů (43) při P. = Q z = 0 vypočteme ostatní vektory C (
í
0 ). 

2. Prvé (nebo m-té) přiblížení určíme takto: Vypočteme nejprve vektory qí1 )(q ( m )) 
viz (21) nebo (22) (pokud je v některém pásmu X = const, pak q ( m ) = q/ m - 1 ) = 
= ... = q$0)), dále vektory Z ^ Z ^ 0 ) a všechny nelineární členy v rovnicích (38) 
a (44) tj. N (

í
0 ), P ( 0 ) , Q ( 0 ) ( N ^ - ^ , P (

z
m _ 1 ) , Q ^ " 1 ^ . Dostáváme obdobné rovnice, 

jako (47), (48), doplněné členy N ( 0 ) , N L
0 ) ( N L

m - 1 } , N^X)) viz (38). Pro určení prvého 
(m-tého) přiblížení C ^ (C ( m )) dostáváme stejný výraz jako (50), pouze vektor F ( 0 ) 

se změní na tvar 

Fl 1 ) = / M T 0 - Z < 1 > ) + A01Z'<1> + N<< ( 0 ) 

M T . - Z^>) - A0L Z^> - (Ka L tML + X0L 2 M L ) 4 F j j 

P o z n á m k a 1. V případě, že závislost X na teplotě je velmi slabá avšak Q a a 
nikoliv, může být pro urychlení výpočtu vhodné po každé iteraci rovnice (2) počítat 
více iterací u okrajových podmínek. 

P o z n á m k a 2. Pomocí výsledků práce [6] a zde uvedené metodiky je možno 
řešit též úlohy s excentrickými mezikružími. 
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5. APLIKACE METODIKY 

Uvedeme pro ilustraci uvedené metodiky řešení několika úloh, vyskytujících se při 
podrobném tepelném výpočtu palivového článku jaderného reaktoru. 

Př ík lad 1. 

Zabývejme se řešením teplotního pole elementu palivového článku prutového 
typu pro případ, kdy po obvodu pro­
měnný součinitel přestupu tepla zá­
visí na teplotě, a kdy součinitelé te­
pelné vodivosti paliva a povlaku jsou 
konstantní. 

Mají-li pruty v palivovém článku 
poměrně malý průměr a jsou-li di­
stanční mřížky dosti daleko od sebe, 
mohou nastat vlivem vyhořívání ura­
nu nebo tepelným cyklováním takové 
deformace, že se dva pruty dotknou 
(viz obr. 6). Změněné poměry vedou t f.cj 
k nerovnoměrnému ochlazování a ke I 
vzrůstu maximálních teplot. Zvolme 
průběh součinitele přestupu tepla a 
takto 

580 

oc(ę,t,t2) = Ф(ę)l-
0,5 5 

kde $((p) má tvar (stejně jako v [6]) 

<H_)_ 
#o 

1 pro 0 _ cp <q> , 

71 (p 
— pro q> _ ę < ҡ . 

ҡ — cp ҡ — cp 

Ponecháme-li v rozvoji (35) pouze 
jeden člen, je okrajová podmínka na 
poloměru R2 (vnější poloměr povla­
ku) dána vztahem (viz (31)) 

(51) 
Õţг 

дr 
+ a(<p)[t2(R2,<p)-t2] 

= 0,55 . a(ę) 
[t2(R2, ę) - t2ү 

Obr. 6. Průběh povrchové teploty prutu palivového 
článku (0 — povrchová teplota při zanedbání vlivu 
teploty na a, 1,2,... — povrchová teplota při jed­
notlivých iteracích, 1 — výsledný průběh povrchové 
teploty, průběh povrchové teploty 
při přibližném výpočtu (Rx = 4 mm, R2 = 5 mm, 
<x2 - 4000 kcal/m2h°C, Ax - 20 kcal/mh°C, X2 -
- 138kcal/mh°C, o = 10~"4 m2h°C/kcal, q = 

— 3,75 kcal/m3h). 
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kde ( v <ř(<p) 
a(cp) = - ^ . 

A 2 

Postupujeme-li dle odstavce 3.3 a 4.1, dostáváme rovnice 

(52) (Ka2 , M 2 + 2 M 2 ) C<"> = Ka T 2 + N^""1', 
(53) N<"-" = {|° ( m = ° ) ' 

l-O.SSK.^K-/ Kr(R2) - l)(T ( / t 2 ) - T2) (m = 1, 2, . . .), 
(54) C<"> = 4 M 1 > 2 C<"> + 4 F 1 > 2 . 

Dosadíme-li za C2
w ) z rovnice (54) do (52), můžeme vypočítat nulté přiblížení vektoru 

C t z rovnice 

(55) ( K a 2 1 M 2 + 2 M 2 ) 4 M 1 > 2 C < 0 ) - K f l 2 T 2 - ( K f l 2 1 M 2 + 2 M 2 ) 4 F 1 > 2 , 

dále určíme C 2
0 ) z (54), vektor N 2

0 ) pomocí (53), takže pro výpočet C(
1

1) dostáváme 
rovnici 

(56) (Ko2 t M 2 + 2 M 2 ) 4 M 1 > a C</> = Ka2 T 2 + N<°> - (Ko2 ,M 2 + 2 M 2 ) 4 F 1 > a . 

Odečteme-li rovnici (55) od (56), dostáváme pro určení vektoru 

A C ^ = C</> - C<°> 

rovnici 
(Kfl21Ma + 2M2)4M1,2AC<1> = N<°>. 

Obdobně postupujeme dále; na základě přiblížení m — 1 pro Cí vypočteme z (54) 
a (53) přiblížení m — 1 pro C 2 , N 2

m ~ 1 } a m-té přiblížení dle vztahu 

C ( m ) = C (0) + A C ( » ) } 

kde vektor AC(
1

m) je řešením rovnice 

(Ka2 t M 2 + 2 M 2 ) 4 M 1 > 2 AC<"> = N ? - " . 

Průběh teploty na poloměru R2 je v závislosti na úhlu cp vynesen na obr. 6 pro jed­
notlivé iterace. Ukazuje se, že pro daný případ dvojnásobné použití extrapolace 
Aitkenovou metodou postačí k určení dostatečně přesného výsledku. Výpočet je 
možno v případech, kdy se povrchová teplota po obvodu příliš nemění poněkud 
zjednodušit. Určíme-li řešením rovnice 

R\q 
ts = t2+ 

2R2 Фs ( 1 - 0,55 ts h 

ŕ, 
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střední povrchovou teplotu ts, dostáváme pro průběh součinitele přestupu tepla 
přibližný vztah 

^ ) _ ф ( < p ) Л - 0 , 5 5 ^ ) 

a řešením rovnice (55) přibližný průběh teplotního pole. Na obr. 6 je povrchová 
teplota určená zjednodušeným výpočtem vynesena tečkované. 

Př ík lad 2. 

Určíme teplotní pole elementu prutového palivového článku pro případ, kdy 
respektujeme nerovnoměrné rozložení tepelného výkonu po průřezu. Jestliže je 
uvažovaný prut na obvodu svazku, lze rozložení tepelných zdrojů přibližně uvažovat 
ve tvaru (fcl5 fc2 známé konstanty) 

(57) q = qs ' íV (l + k2r cos <p) . 
1 + 2/Ci_v 

Předpokládáme, že palivo je v keramické formě, pro které bývá závislost tepelné 
vodivosti na teplotě udávána ve tvaru 

Xг-1 (t[°K]). 

Upravou dostaneme 

(58) л l ~ л 01 + Л l l » 

kde 

л o i — > 
t,0 

.11 
Vt W 

a kde řs0 je odhadnutá povrchová teplota paliva. Předpokládejme, že mezi palivem 
a povlakem (pro který bereme X2 = const.) je malá mezera vyplněná heliem. Odhad­
neme předběžným výpočtem střední teplotu helia řHe a položme AHe = const. Uva-
žujeme-li, že chladivém je kapalina (ř2 = const) lze v případě, kdy předpokládáme 
slabou závislost teploty povlaku na azimutálním úhlu považovat součinitel přestupu 
tepla za nezávislý na teplotě. 

Podmínky pro určení nultého přiblížení teplotního pole jsou popsány rovnicemi 
(43) a (38) nebo (48) a (49). Dosadíme-li za C 2

0 ) z (49) do (48) dostáváme rovnici 
pro C(

1
0) ve tvaru 

(59) (a2 X M 2 + A2 2 M 2 ) 4 M 1 > 2 C<°> = a 2 T 2 - (a2 t M 2 + l2 2 M 2 ) 4F^> . 
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Řešením dostaneme C[°\ pomocí (49) C 2
0 ) , z (21') q ( 1 ), dále vypočteme P(

1
0), Q(

1
0), 

4 F (
1

1 )
2 a z rovnice (59) prvé přiblížení pro C1 # Obdobně postupujeme u dalších při­

blížení. 
Rozložení tepelných zdrojů na naznačeno na obr. 7. Teplotní pole je vyneseno 

na horní polovině obr. 8. Vzhledem k tomu, že výsledky třetí iterace se od hodnot 
druhé iterace téměř neliší, nebylo více iterací počítáno. Na dolní polovině je pro 
srovnání ukázáno teplotní pole pro případ, kdy q nezávisí na azimutálním úhlu. 

Obr. 7. Rozložení tepelných zdrojů v pe­
riferním prutu (kj = 0,3 1/m2, k2 = 
= 35,2 1/m, R, = 4,25 mm, R2 = 5 mm; 

viz rovnici (57)). 

Obr. 8. Teplotní pole periferního palivového prutu 
(R! = 4,25 mm, Ri = 4,29 mm, R2 = 5 mm, AHe = 
= 0,26 kcal/mh°C, X2 = 20 kcal/mh°C, c = 3400 
kcal/mh, qs = 3,32 kcal/m3h, t2 = 340°C, a 2 = 
= 10 000 kcal/m2h°C); horní polovina obr.: tepelné 
zdroje jsou funkcí r a cp (viz obr. 6); dolní polovina 

obr.: tepelné zdroje nezávisí na (p. 

6. ZÁVĚR 

Předložená práce rozšiřuje výsledky práce [6] pro případ, kdy součinitel tepelné 
vodivosti, kontaktní odpor na rozhraní dvou prostředí a součinitel přestupu tepla 
slabě závisí na teplotě. 

Nelineární rovnice tepla byla řešena iteračním postupem tak, že se nelineární členy 
považují za známé, určené na základě předcházející iterace. Obdobně byly řešeny 
okrajové úlohy. Maticové vyjádření rovnic umožnilo nejen stručný zápis výpočto­
vých vztahů, ale i poměrně jednoduchý numerický výpočet. 

Při konkrétním výpočtu, kdy závislost a, A, O na teplotě je slabá, postačí počítat 
většinou tři až čtyři iterace. V prakticky v úvahu přicházejících případech závisí 
obvykle pouze některý z parametrů a, A, O na teplotě, takže výpočet není časově 
zvlášť náročný. 
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Резюме 

РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ ПО ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧЕСКИХ СРЕД 

С МАЛЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 

ЙОСЕФ ШМИД ЦозеГ 8сппнс!) 

В некоторых отраслях, например, при исследовании температурного поля 
тепловыделяющих элементов ядерных реакторов, встречаются задачи, тре­
бующие решить уравнение теплопроводности, соблюдая зависимость коэффи­
циента теплопроводности от температуры, или такие задачи, что при решении 
краевых задач коэффициент теплоотдачи или контактное сопротивление на 
границе двух сред являются функциями температуры. 

Уравнение теплопроводности в цилиндрической геометрии 

(1) - -~Ы^\+^и^-\ -Ч{г,9) 

г дг \ дг) г дер \ дц>)_ 

было сведено при помощи выражения 

(2) Х(1) = Х0 + Л.(.) 

к виду 

/_ч , Гд21 1 д1 1 д2П , ч , , ч \д2Х 

1_ &П йХ, ГШ\2 _1_ / бЛП 

г2 д<р2\ + й( \\дг) + г2 \8<р) \' 

l ð í 
r ôr 

365 



ECJIH MBI npe/mojiaraeM, HXO BKjiaA HejiHHeifflocxeH, x.e. Bxoporo H xpexbero HJICHOB 
B npaBOH nacxH ypaBHeHHH (3) HeóojibinoH, MBI MoaceM HCKaxb pemeHHe HxepairaoH-
Hbi\í cnocoGoM. Ilocjie o(})opMjieHHK ypaBHeHHH (3) MBI nojiynaeM 

(4) 

rfle 

d2t(m) j dt(m) j d2f(m) 
f f = - qim) 

dr2 r dr r2 dep2 

qw = jq(r,<p) (m = 0) , 

qi"> = -L(r, <p) - A1(í (m-1)
9

(m-1» + ^ i 
A0 [ dí ,., [( 

^ ř ( m - l K 2 

dr + 

+ir^;Y]}(m-.,2,...). 5<p 

PemeHHe ypaBHeHHa (4) HMeeT 4>opMy 

(5) í(m) = A(
0

m) + B{
0

m) lg r + Z(
0

m) + f [ ( 4 m V + Bím)r"" + cZ<m)) cos n<p 
«= i 

+ (C<"V + D<m>r-" + Z<m)) sin np] , 

rfle 
í Z (m) = . •" PV-<2"+1> I" (r")"+1 '§<m) (r") dr" d r ' , 

J r0 J r'0 

Jc(n = 0 ,1 ,2 , . . . ) 
5 (n =* 1,2, 3, ...) 

H r^e 2^iw)(r) — KoaíjNJMUHeHXbi (J)ypbe (J)yHKU,HH g(m). 
HejiHHeHHbie KpaeBBie ycjioBHH 6BUIH o<j)opMJieHbi aHajiorHHHbíM cnoco6oM, KaK 

ypaBHeHHe (1); nanpHMep, RJÍSÍ xpexbero xnna Kpaesoro yarcoBHK 4>opMbi 

(6) - A(í) A = a(q>, t, tR) [t(R, q>) - tR(q>)] 
5r r = R 

Mw nojiynaeM, npHMeHeHjw oTHouieHHa (2) H BiipaaceHHa 

a(cp, t, tR) = 4>(<p) [1 + F(t, /„)] , 

ypaBHeHHe 
dt(m) I 

(?) 5r 
+ <%)[<(m)(tf, <P) - tR(<p)-} = 

- 4>(<p) F(t^\ tR) V-*XR, <p) - tR(cp)-] - A 1 ( í < - 1 ' ) ^ ^ 
oř 

Koxopoe M M onnxb peuiHM HxepauHOHHbíM cnoco6oM. 
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По периметру переменные краевые условия были разложены в ряды Фурье 

и при решении краевых задач было применено матричное исчисление. Наруж­

ные краевые условия можно написать в форме (смотри тоже [б])1) 

(8) , М С ( т ) = Л Р ( т ) . 

При решении температурного поля систем, состоящих из большего количества 

слоев, необходимо прежде всего исключить интеграционные постоянные про­

межуточных полос с помощью условий на границе двух сред, которые можно 

выразить следующим образом: 

/сЛ С ( т ) — М С ( т ) 4- Р ( т ) 

Можно ожидать, что приведенный метод будет сходиться, пока нелинейности, 

вызванные соблюдением зависимости функций А, а, д от температуры, не 

будут большими. 

8 и т т а г у 

80ШТ1СЖ ОР 8ОМЕ РКОВТЕМ8 С О Ж Ы Ш Ш О НЕАТ СОКОИСТКЖ 
Ш СУЕШОЯ1САЕ 8УММЕТК1С ВО01Е8 \У1ТН 8МАЕЕ К О ^ Ш Е А К 1 Т 1 Е 8 

108ЕР 8СНМЮ 

А Ьеа! сопёисйоп Ъоипёагу ргоЫет т1\\ 1етрега1иге ёерепёеп! пеа! сопёстшоп 

соеГпс1еп1 апё шХЪ попНпеаг Ъоипс1агу сопёШопз оГ 1Ье 1Ыгс! апё {оиггп туре, 

ге, уукп гетрегаШге ёерепёеп!: Ьеа! 1гап81ег соеШс1еп[ ог тХЪ 1етрега1иге ёерепс!-

еп1 соп1ас1 ге815тапсе оп 1пе тгегГасе оГ ГЛУО те&а, 18 8о1уеё. 

Тпе Ьеа! сопёисйоп е^иа1;̂ оп т су1тёпса1 соогс!та1е8 

' 1гдг\ дг) г2 д(р \ д<р)\ у ' 

\уа$ (гапзГогтеё ш т § 1Ье ехргезвюп 

(2) Х{1) = Я0 + Щ 

т1о 1пе Гогт 

/,ч , [&1 1 д1 1 82П . ч , .. Гд21 1 81 
(3) -К \—_ + - - + -_ —2 = «(г, <р) + Л.(.) —- + - - + 

\_дг2 г дг г2 д<р2_] \_дг2 г дг 

+ I ^1\ <М(<*\2 I (И\г~\ 
г2 дер2] й! \_\дг) + г2 \8<р) ] ' 

*) Вектор С<т> содержит постоянные интегрирования А(

0

т), 5 0

т ) , А(1т), В(1т), С(

х

т), В^,.... 

кМ — матрица и &Р(т) — вектор. 
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If we suppose that the contribution of the nonlinearities, i.e. the second and third 
term on the right side of (3) is small, we can find the solution using an iterative 
process. After rearrangement of (3) we obtain 

(4) 

where 

д2t(m) j õt(m) { д2t(m) 

+ +  

дr r дr r дę 

Лm) 

qí0) = - q(r, <p) (m = 0 ) , 
Яo 

qim) _ I L ( r ? ^ _ A1(í<"-1>) q(m-1} + áXl dt(m~í)y j fdttm-l)\2' 

r дr 
+ ^ зę ăt 

(m= 1,2,...). 

The solution of the equation has the form 

00 

(5) í ( m ) = A(
0

m) + ß (
0

m ) lg r + cZ (
0

m ) + X [(A ( m )r" + Лim )r-" + c Z ( m ) ) cos n<p + 
n = l 

+ (C ( m )r" + Ð (m)r-" + sZ(m)) sin nę] , 

where 

Ijjm) _ _rn ' - ( 2 n + l ) (~>'\n+l lл(»V-»\Яi.» ( r " ) " + 1 ' 5 ( m ) ( r " ) d r " d r ' , / 
(n = 0,1,2,. . .) 

s (n = 1,2, 3,...) 

and where lqn

m)(r) are the Fourier coefficients of the function qim). 

The boundary conditions with small nonlinearities can be expressed in a similar 

way; for example the boundary condition of the third type, which has the form 

(6) -X(t)~\ = a(<p, t, tR) [t(R, <p) - tR(<p)] 

can be written, using (2) and also 

*(<p, t, tR) = $(<p) [1 + F(t, tR)] , 

as 

(7) loÕJ-
õr 

+ Ф(ę) [ř(m)(R, ę) - tR(ę)] = -џЩĄ^Ҳ tR) [t<—ҶЯ, ę) ~ 
i 

Я ř (m-1) 

-tкШ-Wm-l))-~-- • õr 

Equation (7) can be solved by a similar iterative process. 
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The boundary conditions varying along the perimeter were expanded in Fourier 
series and the boundary problems were solved using matrix calculation. The external 
boundary conditions may be written (see also [6])1) in the form 

(8) fcMC(m) - kF
(m). 

When solving the temperature field in systems consisting of more layers, it is necessary 
to eliminate the integration constants of the intermediate zones using the conditions 
on the boundary of two layers, which may be expressed in the form 

(Q\ C ( m ) — M C ( m ) 4~ F ( m ) 

\y) *-* — 4 m / - l , . * - 7 - l "+" 4 r / - l , J * 

It may be expected that the iterative process will converge, if the nonlinearities 
caused by respecting the temperature dependence of the values X, a, Q are small. 

Adresa autora: Ing. Josef Schmid, Ustav jaderneho vyzkumu CSAV, Rez. 

The vector C ( m ) contains the integration constants A<,m), B(m), A(^\ B^\ CJm), Dÿ">, 
.., kM is a matrix and k F ( m ) is a vector. 

369 


		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T22:48:18+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




