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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY

CisLo 1

K TEORII ELEKTROMAGNETU PRO VYSOKA POLE

KAREL WOTRUBA

(Doslo dne 13. Gnora 1963.)

Na zdkladé nové hydrodynamické analogic je variaCnim poctem stano-
veno. jak je nutno volit tvar elektromagnctit s koncentraci magnetického

toku.

UvoD

V posledni dobé jevi se zvySeny zajem o experimenty v oboru fyziky pevnych latek
za pouZiti velmi vysokych intensit magnetického pole [1]. V praci je ukazano, Ze
zpresnéni dosavadni teorie elektromagnetli s koncentraci toku dava moznost zna¢ného

zvySeni jejich maximalnich intensit pole.

Magnet s polovymi nastavci, ukonéenymi rovinami, kolmymi k jeho rotacéni ose,
dosahuje ve svém geometrickém stfedu nejvyssi pole 4nJ, je-li J, nasycena magneti-
zace jeho polovych nastavel. EWING [2] ukazal, Ze Ize tuto intensitu zvysit, dame-lina-
stavelm tvar kuzele s vrcholem v geometrickém stfedu magnetu. Budiz podle obr. |
dA element povrchu takového kuZele, ktery si predstavujeme magnetovany do nasy-
ceni ve sméru jeho rotadni osy. Pak vznika podle Ewinga na celém jeho povrchu mag-

neticky naboj

(N o= Jgsing.

ktery vyvozuje v bodé 0 podle Coulombova zakona pole
(2) dH, = o dA cos ¢/r?.
JelikoZ pro kombinaci dvou polovych nastavei plati
3) dA = dnrsin o dr,

plati pro dhrnnou intenzitu pole

4) H, = 4nJ sin® ¢ cos ¢ In (1 + k).

Zde jsou r a r(1 + k) vzdalenosti zikladen kuzelii od stfedu 0, méfené na povrchu

nastavcu.
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Maximum této funkce nastava pti thlu arccos l/\/3 a ¢ini
4) H o = 47 J 0,387 In (1 + k)] = 11,2J logso (1 + k).

Vyraz v hranatych zavorkach je faktor zesileni magnetického pole, kiery udava, o kolik
prevysuje skutecné pole zakladni veli¢inu 4nJ, ktera predstavuje intensitu pole uvnitf
prostoru, ktery je z obou stran ohrani¢en soub&Znymi rovinami, jeZ se nachéazeji ve
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Obr. 1. Elektromagnet typu Ewingova.

stavu nasycené magnetizace ve sméru kolmém k sobé&. BITTER [2], [3] upozornil na to,
Ze 1ze podminku (1) splnit jen nesnadno, nebot polovy nastavec poZzadovaného tvaru
dvou kuzelt ma vzdy velmi znacné demagnetizacni pole, které se snazi natacet smeér
jeho magnetizace soubézné s jeho povrchem. Bitter mimoto upozoriuje na dalezitou
ulohu, kterou hraje sloZzka pole, pochazejici z objemové magnetizace ferromagnetické
latky elektromagnetu, kterou Ewing zanedbava. Je-li dV objemovy element této ferro-
magnetické latky, nachazejici se v§ude ve stavu nasycené magnetizace, je mozZno jemu
pfifadit magneticky dipdlovy moment

(6) dp = J,.dV,
ktery vyvozuje v bodé O intensitu pole
(7) dH, = J,dVr 3[2cos (9 — @) + sin (3 — )] .
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Zde jsou r a ¢ polarni soufadnice a 3 thel mezi pravodicem dipolu a rotacni osou
elektromagnetu. Zanedbame-li zavislost rovnice (7) na r, coZ vede k elektromagnetu
ve formé duté koule, vychazi podle Bittera nejvyhodnéjsi poloha dipolu z prosté
podminky

(®) d(dH )/d9 = 0.

Toto dava poZzadovany optimalni smér dipdlu tg § = (tg ¢)/2. Po dosazeni této
hodnoty a nasledujici integraci pres celou dutou kouli obdrzime pak

9) Hpox = 4nJ [1,385In (1 + k)] = 40,04, In (1 1. k).

Zde je (1 + k) podil vngjsiho a vnitfniho poloméru duté koule. Porovnanim (5) a (6)
zjistuje Bitter, Ze vliv objemovych dipola prevysuje vliv povrchovych naboja. Do-
pousti se vSak pfi tom jisté nepfesnosti, jelikoZ parametr (1 + k) nema v obou pii-
padech stejny geometricky vyznam. Opakovali jsme zde Bitterovou Gvahu ponékud
Siroce, jelikoZ v jeho ptivodni publikaci je mnohé podano zkracené a domnivame se, 7e
by nebylo bez SirsSiho vykladu mozno porozumét dal§im ttvaham. Chceme nyni pro-
pocitat prispévek jak povrchovych naboji, tak objemové magnetizace k intensité pole
uprostied elektromagnetu a vyhnout se pfedevs§im podmince (1), ktera byla Ewingem
zavedena ad hoc. Rozdéleni magnetickych naboji chceme pritom urcit jistou hydro-
dynamickou analogii.

I. HYDRODYNAMICKA ANALOGIE

Piedstavme si podle obr. 2 trubku o proménném prifezu, ktera méa velmi znacny
hydrodynamicky odpor. Tekutina musi pak vSude téci stejnou rychlosti a maze takto
¢init jen tehdy, jsou-li stény trubky porézni, jelikoz si tekutinu predstavujeme jako
neztlacitelnou. Pfebytek tekutiny odtéka pak pérami v horni poloviné trubky a pritéka
v dolni.

Magneticka analogie toho modelu spociva v tom, Ze rychlosti neztlacCitelné tekutiny
je prifazen magneticky tok, je-li ferromagnetikum magneticky nasyceno. Tok tekutiny
skrz pory stén odpovida magnetickym nabojtm, které se na povrchu ferromagnetika
vytvofi. Ewingova podminka (1) neni ni¢im jinym, neZ matematicka formulace této

Obr. 2. Hydrodynamicka analogie.
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podminky pro specidlni pfipad polovych nastavct s kuZelovymi povrchy. Chceme-li
tost v diferencialni formé, coZ se provede v rovnicich (12) a (14) dalsiho odstavce.
Predstavime si pfi tom, Ze magneticky tok bude vSude probihat soubézné s povrcho-
vym prvkem, ktery je ve stavu nasycené magnetizace. Tato podminka jiz odporuje
Ewingové podmince (1), pokladame ji vSak za prirozenéjsi, jelikoz je spojena s mensi
energii volnych naboji. V dalSim chceme tento postup pouZit pro vypocet povrcho-
vych nabojl, vznikajicich na povrchu velmi tenké ferromagnetické skotapky. Rovnici
(15), ktera se pak odvozuje, mizeme pokladat za presnou. Uhrnné pole podle rovnice
(29) plati vSak jen priblizné, jelikoZ je odvozeno z predpokladu ferromagnetické
skofapky, slozené z velkého poctu velmi tenkych, diferencidlnich skorapek, kde
povrch kazdé jednotlivé skofapky nese svij individualni magneticky naboj. Pfi sku-
te¢ném elektromagnetu se bude naopak vyskytovat magneticky naboj jediné na vniti-
nim a v mensi mife téZ na vnéjSim povrchu jeho ferromagnetické skofapky. Nami vy-
pocitany aproximativni vysledek bude proto vZdy mensi neZ skuteény, jelikoZ vnitini
povrch skofapky skute¢ného elektromagnetu je jeho stiedu vZdy bliZSi neZ povrchy
diferencialnich nahradnich skofapek a naboje skute¢ného elektromagnetu maji proto
na intensitu pole v jeho stiedu vzdy vétsi vliv. Nas vypocet tim vlastné stanovi spise
dolni mez intensity pole.

II. OPTIMALNI TVAR FERROMAGNETICKE SKORAPKY

Piedem popsana hydrodynamicka analogie umoZiiuje nam vyfesit tento problém
alespon pro velmi tenkou skofapku v uzaviené formé. Chceme piredpokladat skofapku
podle obr. 3, ktera je rota¢nim télesem kolem osy X. Jeji povrch budiz zcela libovolny.
Element jejiho kolmého prifezu budiZ dS. Je zcela ve stavu magnetického nasyceni.
Chceeme v dalSim derivaci podle ¢ oznacit ¢arou, tedy nap¥. dr/d¢ = r'. VSechna ozna-
¢eni odecitame 7 obrazu. Z ného lze stanovit vztahy

(10) sin (3 — @) = rde/dl = r(r'? + r2)" "2,

(11) dS = 2nrsin @ sin (9 — @) drde.

Tento element prafezu skotapky méni se pfi zméné elevace ¢ o element d¢ takto:
(12) d*S = 2ndrr ("2 4+ P?)TYVE[(3F2 4 28 — PP sing +

r2..3

+ (P2 + r’)cos | do .
Odpovidajici povrchovy element skofapky je
(13) dA = 2nr sin ¢ dl = 27nr sin o(r'? + r?)""2 de .

Na ném vznika magneticky naboj

(14) d?c = J,d%S.
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Tento vyvozuje v bodé 0 pole podle rovnice (2)

(15)  d?H, = 2rJ, drr'(0* + 1)732 do[(20° + 20 — 0'0) cos @ sin ¢ +
+ (0 + 1) — (¢* + I)sing].

Pro zjednoduseni zapisu bylo zde kladeno
(16) o=7'lr=(nr).

Pii tomto vypoctu zanedbali jsme zamérné vSechny vné&jsi naboje, vznikajici na kon-
vexnim povrchu skofapky, jeli-
koz silokfivky jim pfifazené jsou
radové delsi nez silokiivky, pfi-
fazené vnitinimu (konkavnimu)
povrchu skotfapky. Objemovy
prvek skorapky, odpovidajici pfi-
fazenému elementu elevace do, je

(17) dV = 2nr*sin @ drde .

Jeho magneticky dipdlovy mo-
ment v nasyceném stavu je

(18) dp = 2nJ?sinpdrde.

Jeho privodic svird s osou X thel
(9 — ‘P)~ Vyvozuje proto podle Obr. 3. Element nekonecné tenké skofapky.
rovnice (7) v bodé 0 intensitu pole

19) d*H, = 2rJ drr (0% + 1)732[(20* + 20)sin g cos y + (0 + 1)sin® ¢].
V s

Uhrnna intensita pole v bodé 0 je proto

n /2
(20) dH = j (d*H, + d*Hy) = 4nJ drr™! j Fde,
0 0
1) F =sin20[2/(1 — e7%) — &e™ /4] + e7%/*
(22) E=1In(e* +1).

Funkci F, kierou nezname, zjistime maximalizaci funkce v rovnici (20). coz je mozno
provést metodami varia¢niho po¢tu. Zde v uvahu pfichazejici Eulerova rovnice [4] zni

(23) \ Fs"é’ + ﬁlFé'i + Fé'w - Fg =0.
Vypoétem obdrzime jednoduché feseni

(25) ¢ =dinr/de =2ctgeo.
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Pomoci integrace podle ¢ a rovnice (16) obdrzime pak pro optimalni tvar povrchu
ferromagnetické skorapky elektromagnetu rovnici

(26) . r=rysin? ¢,

kteryZto tvar je naznaen na obr. 4. Je pozoruhodné, Ze Bitter [2] dochazi k témuz
tvaru uvahou ponékud odlisnou.

Dosadime-li (26) do (21), obdrzime optimalni funkci
(27) Fope = sin (24 cos* ¢ + 15cos> ¢ + 1) (3cos® ¢ + 1) 7.

Obr. 4. Prufez celého elektromagnetu. Budici vinuti vypliuje prostor G.



Znazornili jsme jeji priibéh v zavislosti na ¢ na obr. 5. Vliv optimalni ferromagnetické
skofapky na magnetické pole ve stfedu elektromagnetu zavisi proto na elevaci jejich
clementi @ a je nejvétsi pro elementy s elevaci /4.
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Obr. 5. Prabeh funkce F, v zavislosti na clevaci ¢.
Nyni je mozno zjistit téZ maximalni pole. Vypocitame si za tim Géelem veli¢inu
n/2
(28) d)() = {‘ Fopt d(p = 2*716

Ay

grafickou integraci. Pole ve stiedu skofapky o konecné tloustce lze pak zjistit takto:
(29)

rosin2 (1 + k)
H = f 4 drr ! F o do = 4nJ @y In (1 + k) = 78,4 log, (1 + k) J,.

.
rosin= @

kde (1 + k) je podil vngjsiho a vnitiniho poloméru skotapky. P¥i odvozeni toho vyrazu
postupovali jsme analogickym zplsobem jako pfi odvozeni rovnice (20). Pfi téchto
vypoctech byl soustavné zanedban vliv pripadné vzdusné spary elcktromagnetu. Da se
dokazat, 7e tento vliv je maly a imérny bezrozmérné veli¢iné a/r,, je-li 2a Sitka vzdus-
né spary a r, ncjvétsi vnitini radius skorapky.
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IIT. ELEKTRICKE BUZEN{ ELEKTROMAGNETU S OPTIMALNI SKORAPKOU

Posouzeni této veliciny je velmi dulezité, jelikoz rozhoduje o tom, lze-li takovy
clektromagnet provésti hospodarnym zptlisobem. K tomu ucelu musime znat nejdelsi
silokfivku, probihajici ve skotfapce. Je to silok¥ivka na jejim vnéjsim povrchu, ktera
ma délku

(30) L= J (F? + r)2de = Tnry(l + K)/8 .
0

jelikoz vngjsi povrch elektromagnetu splituje rovnici
(31) r=ro(l + k)sin® ¢.

Kazdy element skofapky je magneticky nasycen. Proto je nutno vyvinout podél celé
délky siloktivky pole 4nJ, jelikoZ skofapka se bude chovat jako prostiedi s permeabi-
litou rovnou I . 1. Maxwellova rovnice dava pak nutné ampérzavity

(32) IN = (10/47) HL = 701J (1 + k) ro/8 .

Dosazovanim hodnoty J, = 1700, smérodatné pro Zelczo, vidime, 7¢ jiz pfi
ro = 10 cm vychazi velmi vysoky pocet ampérzavith. Je vsak v dnesni dobé celkem
snadno mozné, potiebné ampérzavity ziskat supravodivym buzenim, jelikoz horni ¢ast
dutiny skofapky, vyhrazenad pro buzeni, leZi v prostoru s pomé&rné¢ malou intensitou
rozptylového pole a umoznila by proto usporadat v ni supravodice s pomérné malym
kritickym polem.

1V. POROVNANIi NASICH VYSLEDKU S CIZiMI

Chceme zde k vali prehlednosti pfedpokladat, Ze R, resp. ry je vnéjsi resp. vnit¥ni
maximalni polomér nasi, pfipadn& Bitterovy skcfapky elektromagnetu, p¥ipadné nej-
veétsi resp. nejmensi radius kuzelovych polovych nastavel podle Ewinga. Jak znamo,
l1ze obvyklym elektromagnetem bez koncentrace toku docilit maximalni pole 4nJ,.
Podle rovnice (5) nastava v Ewingové pfipadé zesileni toho toku pki Ry/r, = 12,95,
v Bitterové pripadé pfi Ry/r, = 2,6 a v naSem pripadé pfi Ry/r, = 1,45 v souhlase
s rovincemi (5), (9) resp. (29). Pro obé posledni alternativy Ize pak vypocitat pfislusny
objemovy pomér v = 3,55. Magnet naseho navrhu byl by proto mnohem levnéjsi pri
stejném elektrickém prikonu.
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Pe3rome
BKJIAL B TEOPUIO DJAEKTPOMATHUTOB C BLICOKWM TTOJIEM

KAPEJT BOTPVEA (Karel Wotruba)

3/eCh ONMUCLIBACTCS HOBASL THIPOAMHAMUUYCCKASL AHOAJOTHSI, KOTOPast HO3BOJIACT
YCTAHOBUTH OMTUMAJILHYIO (POPMY IACKTPOMATHUTA C KOHLCHTPAUMCH MATHHTHOTO
noToka. 3ajaya peUIacTCst MCTOAAMU BAPUALMOHHOTO HCUMCIICHUS JUISL O THMAJIbHOI
(hopMbI 000JIOUYKH IACKTPOMATHUTA, KOTOPAsi PeUIAcTCst 3aMKHY ThiM criocobom. [lo-
Ka3blBACTCS, YTO YCHJIZHWC TOJISL HAYMHACTCS YXKC 1IPH OTHOLLCHUYM BHCIIHCIO H
BHYTPECHHETO pajinyca, paBHoM 1,45, B 10 BpeMst kak Teopusi BUTTepa BuIMUCIBSICT 01~
HolcHue 2,6.

Zusammenfassung

ZUR THEORIE DER ELEKTROMAGNETE MIT HOHEN FELDERN

KAREL WOTRUBA

Es wird hier eine neue hydrodynamische Analogie beschricben, die es ermoglicht
die optimale Form cines Elektromagneten mit Feldkonzentration zu ermitteln. Die
Aufgabe fiihrt auf ecin Variationsproblem fiir die optimale Gestalt der Schale des
Elektromagneten, welches sich in geschlossener Form 16sen lédsst. Es wird bewiesen,
dass die Feldverstarkung hier schon bei einem Verhiltnis des dusseren und inneren
Radius von 1,45 beginnt, withrend die Bittersche Theorie auf ein Verhéltnis von 2,6
fiihrt.
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