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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY C'sLO 1

O PERIODICKYCH STAVECH V KIRCHHOFFOVYCH SITICH

VACLAV DOLEZAL, ZDENEK VOREL

(Doslo dne 19. ledna 1963.)

Prace navazuje na Clanek [1] a je vénovana podminkdm existence a vypoc-
tu periodickych stava v KirchhofTovych sitich. Jsou vySetieny oba pripady,
kdy nastava a nenastdava resonance na kmitoétu budicich napéti.

V dalsim budeme pfedpokladat. Ze ¢tenéi je obeznamen s praci [ 1], kde byly zave-
deny pojmy regularity Kirchhoffovy sité, a zejména bylo vySetfovano chovani sité
v Casové oblasti <0, c0). V této praci budeme si vS§imat otazek existence a konstrukce
periodickych Feseni sité v ¢asové oblasti (— oo, o).

V [ 1] bylo naznaceno, jaké vyhody pFinasi pouziti distribuci k formulaci a FeSeni
problémi siti; proto 1 zde budeme pracovat s distribucemi, jezto i pro vysetfovani
periodickych stavii maji ¢etné vyhody a zjednodusuji Gvahy.

PonévadZ nam putjde o periodicka feseni, povézme si nejdiive struéné o periodic-
kych distribucich. Nebudeme zde uvadét jejich pfesnou definici (tu mizZe Ctenar
nalézt v [2]); uvedme jen, Ze T-periodicka distribuce je specialnim pfipadem obecné
distribuce (tj. patii do D, viz [1]), a je zobecn&nim pojmu periodické funkce, tj.
kazda integrovatelna periodicka funkce s periodou T > 0 je zaroven T-periodickou
distribuci.

Linearni operace s T-periodickymi distribucemi mtzeme provadét zcela shodné
jako s funkcemi, tj. je-li napriklad x konstanta a f, g, T-periodické distribuce, pak
plati a(f + g) = of + ag apod. (Viz ostatn& [1].)

Oznacime-li Dy systém vSech T-periodickych distribuci, pak lze snadno ukazat,
Ze plati toto tvrzeni: je-li f, g € Dy, o, f§ ¢isla, pak of + Pg € Dy, f' € Dy

Viimnéme si nyni jedné dtlezité vlastnosti T-periodickych distribuci. Je-li f(1)
néjaka integrovatelna periodicka funkce s periodou T, potom, jak znamo, ,lze ji
rozvinout‘* ve Fourierv rozvoj, tj. Ize vypocitat Cisla

P 2rint

(1) ay= | fyexp(— """ Vdr, n=0, £1, +2, ..
T Jo T

a formalné utvorit fadu

(2) Z a,exp (inot), w = 2xn/T.

n=



(Nechavame zatim stranou otazky konvergence.) Podobné, a dokonce jesté uginngjsi
tvrzeni plati pro distribuce:
Lemma 1. Je-li f € Dy, pak existuji jednoznaéné urcend éisla c,,n = 0, +1, +£2, ...

n

tak, Ze plati

o

(3) f= 3 coexp(inot), o =2nT,

n=-—ao
pricemsz Fada (3) konverguje v distributionim smyslu. Soucasné existuji cisla C, k
(zavisici na f) tak, Ze
4) le,) < Clnl*, n=+1,+2,....

Nadto plati: Jestlize nékterd distribuce f je definovdna Fadou (3), kde &isla ¢
splituji nerovnost (4), pak f € Dy.

n

Dale 1ze dokazat, Ze plati toto tvrzeni:

Lemma 2. Je-li fe D, reguldrni distribuce, tj. f je ztotoZnitelnd s nékterou
lokdlné integrovatelnou funkei f(1), pak f(1) je periodickd s periodou T, a rozvoj (2)
konverguje v distributivnim smyslu k f.

Posledni tvrzeni tedy znadi, Zze ,,rozvineme-li‘‘ periodickou funkci f(f) ve Fourie-
rovu fadu, pak tato fada automaticky konverguje v distributivnim smyslu k f(1).
Pfikladem periodické distribuce je g = ) d,,,, kterda fysikaln& pfedstavuje po-
k=—»
sloupnost jednotkovych impulst, pusobicich v okamzicich 2kn, k = 0, +1, £2,...;
1ze snadno ukarzat, 7¢ pro g plati rozvoj

[ea}

> exp(int).

20 n=-o

(5) g =

BliZsi pouceni o T-periodickych distribucich Ize nalézt v [3].

Piistupme nyni k vlastnimu tématu ¢lanku. V [1] jsme definovali Kirchhoffovu
sit (dale K-sit) jako uspofadanou Ctvetici (G, R, L, S), kde G oznacuje graf sité
a R, L.S ¢tvercové matice, jejichZ prvky predstavuji vzijemné (vlastni) odpory,
induk¢nosti a prevratné hodnoty kapacit mezi jednotlivymi vétvemi sité. Jsou-li
vechny matice R, L, S positivné semidefinitni a R, S diagonalni, nazvali jsme
ptislusnou sit pasivni siti.

Zavedme nyni pojem FeSeni sité v casové oblasti (— oo, w0).

Bud e vektor, jeho? prvky jsou distribuce, W = (G, R, L, S) K-sit; vektor ¢, jehoZ
prvky jsou distribuce, nazveme FeSenim N v Casové oblasti (— oo, w0) pFisluSnym
vektoru e, jestlize plati rovnice

K1 (Lg” + Rq" + Sq) = c'e
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pro kazdy cykl ¢'h grafu G, a rovnice
K 2. a'q =0,
kde a je incidenéni matice grafu G. (Srv. [1].)

Ztejmé rovnice K 1., K 2., jsou formulacemi Kirchhoffovych zakonu, kde ¢ je
vektor, jehoZz prvky predstavuji naboje, které prosly jednotlivymi vétvemi sité.
Vsimnéme si zaroven, 7e je-li g néjaké feSeni, potom i = ¢’ ma vyznam vektoru
proud v jednotlivych vétvich.

Lze snadno ukéazat, Ze kazdé feSeni rovnice a'x = 0 lze psat ve tvaru x = Xy,
kde y ie vektor a kde X je konstantni matice, jejiz sloupce tvofi néjakou tGplnou
soustavu linearné& nezavislych feseni rovnice a'x = 0. Poznamenejme, Ze za X lze
specialné vzit matici, jejiz sloupce odpovidaji néjaké Gplné soustavé linearné neza-
vislych obvodi grafu G. (Srv. [ 1].) Pouzijeme-li tohoto tvrzeni a poloZime-lig = Xw,
snadno vyplyne, Ze soustava K 1., K 2. je ekvivalentni vektorové rovnici

(K) X' (LXw" + RXw + SXw) = X'e.

Oznacime-li D operator derivovani, tj. D je definovan rovnici Dw = w’, miZeme
(K) psat ve tvaru

(K) (X'LXD? + X'RXD + X'SX)w = X'e.
Rovnice (K) dava tusit, Ze stejné jako v [ 1] bude i zde hrat diilezitou roli matice
(6) M(p) = X'LXp* + X'RXp + X'SX .

Zavedme jesté toto oznaceni: ,,x je vektor nad D, znamena, Ze prvky vektoru x
patfi do D;. Pak lze dokazat nasledujici tvrzeni: (Srv. [2].)

o0
Véta 1. Bud N K-sit, e vektor nad Dy, a nechf e = Y ¢, exp (inwt), w =2n/T.
n= -9

Jestlize det M(inw) 0 pro n =0, 1, £2,..., pak sit W md jediné Feseni ¢
nad D4 pritom plati

o
(7) g = Y XM '(inw) X'c,exp (inwt).
ne <o
Nadto plati: Je-1i ‘W pasivni sit’a jsou-li proky e reguldrni distribuce. potom rovonéz
proky vektoru q jsou reguldrnimi distribucemi.

Poznamenejme. Ze tada (7) vZdy konverguje v distributivnim smyslu, a podava
tedy explicitni vyraz pro feSeni. Zaroven podtrhnéme tu okolnost, Ze kdyz sit je
pasivni a elektromotorické sily jsou vyjadieny funkcemi, Ze potom é7 feSeni g je
vyjadftitelné Tunkcemi.

Véta | se zabyvala ,regularnim pripadem*, j. kdy v§cchny vlastni kmitocty sité
jsou rtizné od celistvych nasobku kmitoctu vlozenych zdroji. (Je-li totiz det M(inw) =
= 0 pro n&které ng,. pak M~ '(inyw) neexistuje a formule (7) nema smysl.) Zdirazng-
me, Ze v tomto reguldrnim pripad¢ existovalo jediné feseni pro jakykoliv vektor e
nad Dy.
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Mize vSak nastat i ten pfipad, Ze néktery z vlastnich kmitoc¢ta sité je roven nékte-
rému nasobku nw, avsak vektor ¢ ma takové specialni vlastnosti, 7e periodické feseni
existuje, tj. existuje vektor ¢ nad D, tak, Ze jsou splnény rovnice K 1., K 2. Vénujme
se proto nyni tomuto pripadu. JeZzto kazdou T-periodickou distribuct mazeme rozlo-
zit ve Fourieriv rozvoj (3), budeme se zabyvat pro jednoduchost (a bez tjmy obec-
nosti) pouze tim piipadem, Ze vektor clektromotorickych sil ¢ ma tvar e = ¢ exp (iwt).
Potom Ize pro pasivni sit¢ dokazat nasledujici jednoducha tvrzeni: (Srv. [2].)

Véta 2. Je-1i M = (G, R, L, S) pasioni K-sit, » % 0, bud d(p) = det M(p) a N(p)
adjungovand matice k M(p) (1j. plati N(p) M(p) = M(p) N(p) = Id(p)). Je-li iw
k -nasobnym korenem mnohoclenu d(p), pak viechny proky N(p) jsou délitelné
olp) = (p — iw) .

Nadto plati: Bud d(p) = o '(p) d(p). N(p) = o '(p) N(p), ¢ konstantni vektor.

a) Je-li
(8) N(iw) X'¢ =0,
pak existuji refeni sité W tvaru g = h exp (iwt) odpovidajici vektoru ¢ = ¢ exp (iwt).
Pritom
9) h = [d(iw)]"" X(N'(iw) X'¢ + N(iw) X'n),
kde y je libovolny konstantni vektor.

b) Neni-li podminka (8) splnéna, pak kazdé rFeseni N odpovidajici vektoru
e = cexp (imt) je vektor, jehoZ proky (které jsou reguldrnimi distribucemi) nejsou
ohraniceny na celé ose (— o0, o).

Pokud jde o pripad stejnosmérnych elcktromotorickych sil, kdy det M(0) = 0,
plati véta:

Véta 3. Je-li W = (G, R, L, S) pasivni K-sit, bud d(p) = det M(p) a N(p) adjun-
govand matice k M(p). Je-li p = 0 k-ndsobnym korfenem d(p), pak bud 1) vSechny
proky N(p) jsou délitelné ¢,(p) = p*~', nebo 2) vsechny prvky N(p) jsou délitelné
0,(p) = p* 2 a alespoii jeden proek N(p) neni délitelny p*~'.

Nadto plati: Bud ¢ konstantni vektor a necht d(p) = o; '(p)d(p), N(p) =
=o0; "(p) N(p), i = 1,2: potom

a) nastavd-li pripad 1), a je-li splnéna rovnice

(10) N,0) X'¢c =0,

pak existuji konstantni rFeseni q. sité W odpovidajici vektoru e = ¢, pricemz
g0 = [d4O)] 7 X(NI(0) X' + N,(0) X'n),

kde n je libovolny konstantni vektor. Neni-li podminka (10) splnéna, pak proky
kazdého Feseni g odpovidajiciho e = ¢ nejsou ohranicené na (— oo, ©);
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b) nastavd-li pripad 2) a existuje-li konstantni vektor & tak, Ze jsou splnény
rovnice

(11) N2(0) X'e = 0. Ny0) X'¢ + N,y(0) & =0,
pak existuje konstantni reseni . sit¢ W odpovidajici vektoru ¢ = ¢, pricem=
g. = [d5(0)] " X(N5(0) X'¢ + N4Y0) & + N,(0) X'n),

kde n je libovolny konstantni vektor. Nejsou-li podminky (11) splnény, pak proky
kazdého reseni g prislusného vektoru e = ¢ nejsou ohranicené na (— oo, o).

Je zieymé, Ze veéty 2 a 2 jsou explicitnimi prostiedky ke stanoveni periodickych
feseni v pripadé, kdy kmitocet budicich elcktromotorickych sil je shodny s nékterym
z vlastnich kmitocta sité. Vsimnéme si zaroven, 7e¢ zde existuje nekonecné mnoho
periodickych feseni.

AZ dosud zabyvali jsme sc pripadem, kdy nam slo o periodicitu vektoru ¢, tj. na-
boji v siti. Je ziejmé, Ze v tomto pripad¢ jsou napéti na kondensatorech periodickymi
distribucemi: odtud plyne, jezto je i = ¢’, Ze 1 proudy jsou periodické, a tedy Ze
i vSechna napéti na odporech jsou periodicka. Je7to dale i' = ¢” je rovnéZ vektorem
nad Dy, T = 2n/w, vyplyva z toho, Ze i vSechna napéti na indukcénostech jsou perio-
dicka.

Nékdy klademe vsak slabsi pozadavky; staci nam, kdyZz pouze proudy jsou perio-
dické (a tedy i napéti na odporech a induk&nostech), a nezalezi ndm na periodicité
néboju. Pro tento pripad plati nasledujici tvrzeni:

Véta 4. Necht jsou splnény predpoklady véty 2; potom roviice (8) je nutnou
a postacujici podminkou pro existenci takovych reseni q odpovidajicich vektoru
e = cexp (imt), Ze i = ¢’ md tvar h exp (iwt). Pritom je

(13) h = io[d(io)] " X(N'(io) X ¢ + N(io) X'n),
kde w je libovolny konstanini vektor.
Véta 5. Nechr jsou spliény predpoklady véty 3; pak plati:

a) Nastdva-li pripad 1), pak existuji reseni ¢ odpovidajici vektoru e = ¢ tak, Ze
i=yq =[dy0)] " XN(0) X' c. (Je tedy i uréeno jednoznacné.)

b) Nastdva-li pripad 2). pak rovnice
(14) N,0)X'e=0

Je nutnou u postacujici podminkou pro existenci takovvch rFeseni q, odpovidajicich
vektoru ¢ = ¢, Ze i, = q, je konstantni vektor. Pritom je

(15) iy = [d50)] " X(NY(0) X'¢ + N,(0) X'n),
kde n je libovolny konstantni vektor.
V souvislosti s existenci periodického proudového rezimu vSimnéme si jeSté disi-

pativnich siti. V [1] byla disipativni sit zavedena jako pasivni K-sit, jejiz matice

35



X'RX je positivné definitni, nebo, coZ je totéz, takova pasivni K-sit, v jejimz kazdém
obvodu je zapojen aspoit jeden (nenulovy) ohmicky odpor. Zde plati tvrzeni:

Véta 6. Bud N = (G, R, L, S) disipativni sit, T > 0, e vektor nad D;. Pak existuji
Feseni q odpovidajici vektoru e tak, Ze i = q' je vektor Dy, pFicem? i je urceno

jednoznacné. Nadto plati: Je-li e = Z ¢, exp (inwt), w = 2n/T, pak
(16) i = Z A(inw) ¢, exp (inwt)
kde '

A(p) = XpM~'(p) X" .

Vénujme se nyni dalsim skuteCnostem, spjatym s existenci periodickych feseni.
Z vovnic (K) a (6) ihned plyne, Ze mezi feSenimi sité N typu g exp (iwt), kde q je
konstantni vektor, pfi e = ¢ exp (iwt), (kde ¢ je rovnéz konstantni vektor a o =% 0)
na jedné strané a feSenim w soustavy algebraickych rovnic

(17) M(io)w = X'¢
na strané druhé existuje vzajemné jednoznacné pfifazeni dané vztahem
q = Xwexp (iot) .

Je-li det M(iw) % 0, ma N ziejmé jediné feseni g = ¢, exp (iwt). tj. existuje jediné
g, = Xw, kde w je FeSenim rovnice (17) takové, Ze ¢, exp (iwt) je feSenim N.

V pripadé¢ det M(iw) = 0 je znamo z algebry, Ze rovnice (17) ma feSeni prave
tehdy, plati-li pro kazdé feseni y rovnice

(18) M(iw)y =0
vztah
(19) ‘ V'X'e=0.

Da se dokazat, Ze pro pasivni sit Ize rovnici (19) nahradit rovnici
(20) yX'ce=0,

kde prvky vektoru y jsou komplexné sdruZené k prvkim vektoru v. Fysikalni vyznam
feSeni y rovnice (18) je tento: iwXy exp (iwt) je vektorem proudi, které existuji
v siti pro ¢ = 0. Jak znamo, zdanlivy vykon dodavany do sité vsemi zdroji elcktro-
motorickych sil je roven &islu (imwXy)'c = — ioi'X'¢ = — iwy'X'¢. Z rovnic (20)
a (19) tedy plyne, Zze pasivni K-sit 2N v pfipadé det M(iw) = 0, ¢ = ¢ exp (iw!)
bude mit FeSeni typu g, exp (iwt), kde ¢, jc konstantni vektor, pravé tehdy. bude-
li kazdy vektor proudi, které existuji v siti pro ¢ = 0, davat nulovy vykon s vektorem
elektromotorickych sil. Tento vysledek je vsak z fysikalniho hlediska pochopiteiny,
nebo( je-li u feSenim rovnice (17) a y feSenim rovnice (18), potom téZ u + y je fese-
nim rovnice (17). Tedy proudy odpovidajici vektoru y jsou nezavislé na ¢ a nedavaji
Zzadny vykon.
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Déle Ize dokazat, 7e plati tvrzeni:

Véta 7. Bud N pasivni K-sit, e = c exp (iot), det M(iw) = 0. Potom rovnice (19)
plati tehdy a jen tehdy, je-li splnéna rovnice (8) pro w =% 0, rovnice (10) nebo (11)
pro w = 0.

Neni bez zajimavosti otazka, ,,kolik*c feSeni existuje v sigularnim pfipadé. Z toho,
co bylo feceno shora, vyplyva, Ze o poctu ¢lent Uplné soustavy linearné nezavislych
feSeni tvaru g exp (iwt) rozhoduje hodnost matice M(iw). Zde plati nasledujici véta:

Véta 8. Necht okolnost, Ze iw je k-ndsobnym korfenem det M(p) implikuje, Ze
kaZdy proek matice N(p) je délitelny faktorem (p — iw)*™"; pak plati: a) hodnost
matice M(iw) je roona n — k, kde n je rdd matice M(p). b) mnoZina viech sloupcii
(a 16z vsech rddkit) matice [(p — iw)' “* N(p)],
nezavislych Feseni rovnice (18).

—iw T0OFi uplny systém linedrné
Pripad det M(0) = 0 vedl na pon&kud sloZit&jsi podminky (10), (11) pro existenci
periodického feseni. Poznamenejme, Ze tento pfipad neni nijak vyjimecny, nebot
je ekvivalentni s nasledujicim pfipadem: Existuje nenulovy cykl ¢'h sité¢ N tak, Ze
r
Y ¢2S;;= 0. Odtud plyne, 7e tedy existuje takovy obvod sité¢ M, ktery neobsahuje
i=1
kapacity.
Pro disipativni sité vede pfipad det M(0) = 0 na existenci feSeni takovych, Ze ¢’
je konstantni vektor a je urfen jednoznaéné. (Srv. ostatné s vétou 6.) Zde plati
tvrzeni:

Véta 9. Budiz N disipativni K-sit, ¢ & 0 redlny konstantni vektor, a necht plati
det M(0) = 0. Potom existuje jediny redlny konstantni vektor a a vektor b tak,
Ze q = at + b je realné reseni sité W pro e = c.
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Pesrome
O MEPUOAMNYECKNWX COCTOSHUAX B CETAX KUPXTODPDA

BALJIAB JOJIEXAJL, 3JEHEK BOPEJI (Viclav Dolezal, Zden¢k Vorel)

Crarbst npumblkaeT K pabote [1] w 3aHMMaeTcst BONPOCAMH CyHIECTBOBAHUS
U eAMHCTBEHHOCTH NCPUOAMYCCKUX COCTOsiHUI B ceTsix Kupxrodda.

Baesist monsitue peuickust cet Knupxrodga B obstacti Bpemenn (— o0, o0), aBTopbl
HCCJICAYIOT MPEXK/IC BCCrO PEryJIsipHbI ciyuaid, KOra B CETH MMCCTCSl TOJbKO OAMH
T-nepruoanYCCKUii PCXKHM 3aps10B.

3aTeM W3yqaroTCsl 4acTHbIE OCOObIe Cciydau, T.6. MCCAEAYCTCsS CYUIeCTBOBAHHC
pewichust (3apsiioB) NAcCHBHOWM ceTn Buaa g = hexp (iwf), koraa HekoTopas i3
COOCTBEHHBIX YACTOT CCTH PaBHA ) WM IJIEKTPOJACHCTBYIOINE CHIbI HMEIOT TaKKCE
B e = ¢ exp (imi).

Hanee uccnenyerces peryaapHblit U 0COOBIH ciayuail npu HAJIMYUH TIEPUOAUUECCKOTO
pexuma Toka.

B 3akniroyeHue TOJIKYeTCS (PH3MUYCCKOC 3HAYCHUE HCKOTOPBIX MaTeMaTHYeCKUX
00CTOSITEILCTB.

Summary
ON PERIODIC STATES IN KIRCHHOFF’S NETWORKS

VACLAV DOLEZAL, ZDENIK VOREL

This paper is linked to the authors’ previous paper [ 1], and treats existence and
unicity of periodic states in Kirchhoff networks.

First the notion of a solution in (— o0, + o) of a Kirchhoff network is introduced,
and the regular case examined, in which there is a unique T-periodic system of
charges in the network.

Next, certain singular cases are considered: the existence of solutions with the form
q = hexpimt of a passive network, where w is an eigenfrequency, if the electro-
motive forces also have the form e = ¢ exp imt. Finally, the existence of a periodic
system of currents is examined in the regular and singular case.

In conclusion, a physical interpretation of some mathematical results is given.

Adresy autora: Ing. Viclav Dolezal C.Sc., Matematicky ustav CSAV, Zitna 25, Praha 1. —
Ing. Zdenek Vorel C.Sc., Matematicky ustav CSAV, Zitna 25, Praha 1.
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