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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo s

ROZLOZENI TEPLOT A ZBYTKOVYCH VNITRNICH PNUTI,
VZNIKAJICICH PRI CHLADNUTI VALCOVEHO TELESA

LADISLAV PRASEK

(Doslo dne 11. dubna 1962.)

Uvod. RozloZeni teplot v nekone¢né dlouhém plném vélci v ustdleném
stavu. Napjatost ve vdlci od teplotnich rozdili pfi proménnych fyzikalnich
parametrech £ a « a konstantni hodnoté ¢ # 0,5 a u = 0,5. Specialni pfi-
pady. Priklad. Zavér. Literatura.

1. UVOoD

PredloZena prace pojednava o matematickém zpracovani problému, tykajiciho se
chladnuti ocelovych ingotii v kokile nebo na vzduchu. Pfi temto procesu, kdy povrch
ingotu chladne rychleji nez vnitfni Castice, nastavaji od nerovnhomérného chladnuti
vnitfni pnuti, kterA mohou vésti k trhlindam v ingotu. Je proto znalost rozloZeni
teplot a vnitfnich pnuti pfi chiadnuti ingoti podstatnym pfinosem hutnické praxi.
Matematicky popis uvedenych jevl je velmi sloZity, a proto je nutno sahnouti
k podstatnym zjednodusenim, aby feseni bylo viibec mozné. O uvedeném problému
existuje obsahla literatura, na matematickd feseni velmi chuda; veskeré zavéry
spocivaji bud na provedenych méfenich, velmi nakladnych, popf. na matematicko-
statistickych rozborech. Jsou znamy pouze vysledky méfeni rychlosti chladnuti
ingotd, zatimco zméfiti pnuti v ingotech neni dosavadnimi prostfedky mozné.

Problém byl jiz feSen za podstatné zjednoduSenych predpokladi a vysledky byly
uvefejnény v Casopise ,,Hutnické listy [13, 14]. V téchto pracech bylo uvedeno
teoretické feseni za predpokladu, Ze ingot je nahraZen nekonecné dlouhym valcem,
popt. valcem o koneéné délce, jehoz povrch je ochlazovan konstantni rychlosti.
Ve valci je na pocatku predpokladana konstantni teplota, jakoZ i konstantni vSechny
fyzikalni parametry. Je uréena rovnéz napjatost v plném valci v plastickém stavu.

Podstatny vliv na rozlozZeni teplot a pnuti ma zavislost fyzikalnich parametri na
teploté; budeme tedy pfedpokladat, Ze koeficient tepelné vodivosti 4, mérné teplo c,
modul pruznosti v tahu E a koeficient tepelné roztaznosti a zavisi na teploté. Ingot
nahradime nekone¢né dlouhym valcem o konstantnim poloméru R a budeme jeho
povrch ochlazovati konstantni rychlosti 4. Teplotni pole je rotaéné symetrické,
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material je homogenni a nevznikaji poruchy soudrZnosti v oblasti elastickych defor-
maci. Nebudeme se zabyvati stavy, vznikajicimi v ingotu po prekroceni meze umér-
nosti, creepem a relaxaci materialu. Predpokladame, Ze do urcitého Casového oka-
mziku teplotni pnuti vyrelaxuji; v dalsi fazi chladnuti télesa vliv relaxace zanedbame.
Timto pfedpokladem jsme na strané vétsi bezpecnosti, co se tyCe zbytkovych vnitinich
pnuti. Vsechny dalsi uvahy se budou tykati vnitfnich pnuti I. druhu, zahrnujici oblast
celého ingotu a nikoliv pnuti II. druhu o rozsahu jednoho a nékolika zrn, popf.
pnuti III. druhu, existujicich v rozsahu nékolika atomovych vzdalenosti v misté
nahromadénych vad stavby mfizky kovu. Vsechny druhy téchto pnuti mohou byt
velmi nebezpecné a mohou pasobit na chovani materialu, zejména pii rozvoji kiehk¢-
ho lomu; tak tomu vzdy je, jestliZze se vyrobek porusi vlivem pnuti. Matematickému
zpracovani jsou ovSem pristupna pravé pouze pnuti I. druhu, zatimco vliv ostatnich
je nutno zjistovati ponejvice experimentalngé.

2. ROZLOZENI TEPLOT V NEKONECNE DLOUHEM VALCI
V USTALENEM STAVU

Quazilinearni parcialni diferencialni rovnice pro vedeni tepla v pravoudhlych sou-
fadnicich ma tvar

[o% ot o oA [/or\ [or\*  [or\? _ ot
(1 2 [C‘xl + o) + E:Z:l + 5 |:<(7,\'> + <ay> + (82) ]—{— F(r, 1) = c(t) y(1) =
kde x, y, z ... pravouhly soufadnicovy systém,

t ... teplota,

T . Cas,

A(t) ... koeficient tepelné vodivosti,

c(t) ... mémé teplo,

y(1) ... mérnd véha.

V pfipadé nekoneéného rotacné symetrického vélce a neexistence vnitfnich zdroju
jest
o*t 0t o*t ot
F(r,t1)=0, —=—=0, —=—=0.
0z* o0z dp* o

Zavedenim polarnich soufadnic x = r cos ¢ a y = r sin ¢ lze rovnici (1) upravit

o P ) Y

ot \or or®  ror ot
Formulace ulohy tedy jest: Je dan nekoneény plny valec o poloméru R, jehoZ osa
spada do osy Z a v ném v Case t =0 existuje konstantni teplota t,. Budeme povrch
valce ochlazovati konstantni rychlosti . V souhlase s experimentalnimi vysledky
polozme y = konst. a A(t) = A, — A,¢, kde A, € A;. Na pocatku necht je valec
ohrat na konstantni teplotu 1,; plati tedy po¢atecni podminka «(r, 0) = t,. Okrajova
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podminka vyplyvajici z rovnomérného ochlazovani povrchu vélce jest 0t/0t = h pro
r = R. Ve stfedu valce pro r = 0 nabyva teplota kone¢né hodnoty. Priblizné feseni
problému budeme hledat feSenim rovnice

Li(4))-on

kde ¢as 7 pokladame zatim za parametr.
Resenim rovnice (3) dostaneme

) Ji(t)dt l:'-— +Clgr+C,.

Dosadime-li do vztahu (4) 4, — At za A(f), dostaneme feSenim ptislusné kvadratické
rovnice pro ¢ s pfihlédnutim k tomu, Ze z konecnosti teploty pro r = 0 plyne

(5) ¢, =0,

o omp O )

Konstantu K uréime z okrajové podminky na povrchu valce, kde plati:

2
(7) I(R) =ty + ht, K= — crhR

A
+ Aolte + ht) — —2i (to + ht)*.

Kone¢né feseni rovnice (3) jest tedy

8) t(r,7) = j—o — A/{(%) - 21—/10 I:%ﬁ (r* = R*) + (1o + h'c)] + (to + hr)z} .

ProtoZe 4, < 4, lze snadno ukazat, Ze 0t/dtr = h. Dale zvaZime-li numerické hodno-
ty konstant v rovnici (2), zjistime, Ze pro © = 0 je pfiblizn& spInéna pocatetni pod-
minka #(r, 0) = ¢,

V pripadé¢ 1 nezavislého na teploté bude A, = 0; dale oznalime a
PoloZime ve vzorci (8)

© %o - / {(jo)z -2 [/‘;” (2 — R) + (10 + hr)] ot + hr)z} - B

PouZijeme-li vztahu

2 = /ey

B)(A4 + B)
(4 + B),

(1-p="1

dostaneme jednoduchym postupem

Bﬁ(Z—R6+om+mﬂ—<%yw+hﬁ

1 + /{I - 2(%) [;—Eh (r> = R*) + (15 + hr)] + (%)2(% + hr)z} .
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Pro A, = 0 ziskame tak zndmy vzorec

—hE(R2 - r?).

(10) H(ryt) = to + ht —
4a

Obecné jest i mérné teplo ¢ funkeci teploty t. PoloZime

(11 c=co+cyt,

jak je obvyklé v technické praxi. Dosadime-li vztah (11) do pravé strany rovnice (3),
dostaneme obecné FeSeni rovnice (3) ve tvaru

L T) = Ao _ fo) _ ht : _ | corh r? — R?) —
(12) t(r, ) ) A/{[(/{) (to + 1 )] [2)»1 ( R?)
- %}yﬁ‘[k%(jrrldr) dr :I} .

Vzhledem k tomu, Ze prakticky je opét ¢; < ¢o, mizeme pokladat (12) za pfiblizné
feSeni diferencialni rovnice (2) s okrajovou podminkou [Ot/ﬁr],:R = h a s pocateCni
podminkou #(r, 0) = t,. Je patrné, Ze numerické vyhodnocovani vzorce (12) je nutno
provadét iteracné, nebof hledana funkce ¢ je pod integralem.

3. NAPJATOST V PLNEM VALCI OD TEPLOTNICH ROZDILU
PRI PROMENNYCH FYZIKALNICH PARAMETRECH E A a
A KONSTANTNI HODNOTE POISSONOVY KONSTANTY

Zakladni rovnice pruznosti, ovladajici prostorovy element, 1ze napsati v polarnich
soufadnicich (v symetrickém piipad¢)

ou u ow

(13) & =—; & =-; &=—/; .. vztahy pro pomérna prodlouzeni ;
or r 0z
ov ow  dw N
(14) Vp:=—3 VY,.=— 4+ —; ... vztahy pro zmény thlu ;
0z or 0z
v v
l//np = DU 5
ar r
1 dv 1/0 0
(15) o, = — - @ ;0 w, = av_ o ;... vztahy pro slozky natoceni
2 0z 2\ 0z or

objemového elementu ;
1 /ov v

o, =—(=+-)
2\or r
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do, Ot,, o,—0 . .
(16) — + —=% + ——*+ X, =0, ... rovnice rovnovéhy;

or 0z r

0r, ot

“,2+_¢z+2_1‘£+x¢:(),

or 0z r

arrl 00’: ‘[:I’Z

=44 X, =0
ar 0z r

Ucinime dalsi predpoklady:

a) Objemové sily (odstiediva, smykova, osova) se rovnaji nule.

b) Teplota je rozloZena soumérné k ose vélce a je tam stala.

¢) Pomérna prodlouZeni ve sméru osy Z jsou stala.

d) Plati Hookelv zakon v oblasti elastickych deformaci.

e) Modul pruznosti a koeficient tepelné roztaznosti jsou funkcemi teploty.

f) Poissonova konstanta je v prvém piipad¢ ¢ # 0,5 a v druhém pfipadé p = 0,5.
Rozdé&leni na dva piipady it & 0,5a u = 0,5 v bod¢ f) je provedeno z toho davodu,

Ze v prvém piipadé musime pouZziti pfiblizného feseni metodou malého parametru,

zatimco v druhém piipadé dostaneme feseni v uzavieném tvaru. VyfeSime nejprve

tento jednodussi piipad:

a) u=05.
Pro valec o konstantni tlousfce plati rovnice rovnovahy a zobecnény Hookeiliv
zakon
d 1.
(17) I~ (0, —a,),
dr r
du 1 1 [
18 g = —=—1J]o,— 3(0, + 0,)] + o) dt
(18) I SRR N
e e - Yot e + () e
e, =—=—1|0o, — 5(0, , o ,
! r E(t) Y z J to
dW 1 1 (1"
g, =—=—-|0, — (0, + 0,)| + a(t)dt,
R GRS L U

kde #(r) ozna¢ime teplotu oproti teploté ve vychozim stavu bez napéti t,. Pomérné
objemové zvétseni jest
du w dw

t(r)
(19) =g +e,+e.=—+—-+-—=3 a(r)dt = rd (ru) + ¢, .
dr r dz rdr

to

Integraci rovnice (19) a feSenim soustavy rovnic (17) a (18) dostaneme

e ([
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Okrajové podminky: na valec neptisobi Zadné sily a tedy o, = 0. V ose valce se
radialni a teCna napéti sobé rovnaji:

(21) Opog = 0, = <rd0') =0.

dr r=0

Z druhé podminky nalezneme, Ze ¢, = 0 (za predpokladu Ze E[#(0)] =% 0, coZ je
vZdy splnéno), a protoze

_ 4 v () ) By ar
lim ) dr
r-0 r2

=0.

Z prvé podminky nalezneme

o [0 ]

Po dosazeni do (20) dostavame konecné feseni

R N

Z rovnice rovnovahy (17) nalezneme ¢,

(23) %_Jr 2Ir3(t)U 2 (t)d(r) ] . 21;‘()j - ()d(r)

Ve vzorcich pro o, a ¢, neni obsaZena konstanta ¢,. Z toho plyne, Ze protahovani
ve sméru osy Z nema vliv na napéti o, a o, ale pouze na o,. Toto o, urime z teti
rovnice (18), pfi Cem? ¢, stanovime z podminky, Ze soucet normalnych sil, ptisobicich
na prafez valce kolmo k ose je roven nule

R
(24) f 2nro,dr = 0.

]

Vysledné napéti o, ma pak tvar

(25)

[ [ (] [
Aot 2

) [ [rrz a(t) di(r) dr} dr — E(1) Jrrz a(1) di(r) dr — E(1) jl(r)a(’) dr.
J dr r* Jo dr to

0
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Vzorce (22), (23) a (25) nam uréuji rozloZeni napéti pfi nerovnomérném chladnuti
v plném nekone¢ném valci v pfipadé¢ p = 0,5. V obecnéjsim pripadé kone¢ného valce
piedpokladame opét, Ze vSechna napéti a prodlouZeni jsou funkcemi pouze r. Tedy
i protaZeni ve sméru osy Z budeme predpokladat jako funkci r:

d .
g, = :iﬁ = f(r), aintegraci w = f(r)z + g(r).
z
ProtoZe ve stfedni oblasti velmi dlouhého valce jsou vSechny priifezy stejné a nejsou
funkcemi r, musi tyto prifezy béhem deformaci zistati stejné, tedy f(r) = konst. =
= ¢g,; g(r) = K. Potom w(r, z) = ¢,. z + K; konstanty ¢, a K urfime z okrajovych
podminek na podstavach valce.
B) r+05.

Vychazime opét ze zakladnich rovnic rovnovahy (17) a podminek (18). Ze systému
rovnic (18) vypo¢teme napéti g,, 6, o, jako funkce ¢,, &, a ¢&,, coZ neni mozné v prvém
pfipadé, kdy p = 0,5. Tyto Vzlahy dosadime do rovnice rovnovahy (17) a sefadime
podle posunuti u; po upravach dostaneme diferencialni rovnici druhého fadu

(6) d_zg N l(—iﬁ[l 4y dE(1) dt:] B 12[1 o dE(t)] N

dr*  rdr E(tydtdr| r 1 — u E(t)dr

dE(f) n _l+4np "
T R —p 1 —uE(t)d [ (’)J a(t)dt]

Rovnice (26) s promé&nnymi koeficienty neni exaktng fesitelna, a proto pouZijeme
Poincarého metody malého parametru. PoloZime

AE(W di _d
E(r)dt dr

E(t)g;t — e0(0),

kde ¢ je maly parametr. (Pfedpokladdme-li napt., 7e E = E, — E, . %, kteryZto
vztah ve vétsiné pripadech vyhovuje, bude

SEO & (LY,
E(t) dt dr 1 — (Ey/Eo) 1
kde
_ _2E -t
£ = E, , o) ESTATAY: )

Funkei u(r), ktera fesi danou diferencialni rovnici (26), rozvedeme podle mocnin ¢
fea)
27) u=ug+eu, + uy + ... =uy + Yy fuy,
K=1
kde ug jsou funkcemi r. Nalezneme piislu§né derivace u’ a u”, dosadime do (26)
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a sefadime podle mocnin &X. Dostavame soustavu nekoneéné mnoha diferencialnich
linearnich rovnic I1. fadu

"

uy

(28)

ug uy l+pd

+ = —5t—
¥ r? I —pdr ),
+ ﬁzl = d)(l)[—ub -
r r
+ %2 — %2 = ¢(1)[— uy —
u, u,
) = (I)(I)fn—l(r) .
r

t(r)

o) de ;
ug p

rl—upu

Uy

i
rl—u

|

T+

I —u

t(r)

)

(1) folr)
(1) f1(r) 5

"y -

I —u

] -

Jejich postupnym feSenim nalezneme funkce ug, uy, 5, ..., u,, ... a dosazenim do (27)
hledanou funkei u(r). Pfislusna napéti o,, 0, 0, lze vypocitat ze vzorci (18) a jejich
konecny tvar jest

(29)

_E(1) [du u
T ﬁ; _67; 717‘7— 2,u<
_EQW) [u I
T . 2u<
SCE
I+ p 1 — 2pu

du
dr

du
R + —

dr
d_u
dr

E(t) [1 of1) dt
a I —2u -
_E() [i” o(r) di
I — 2u

_E() [i o(r) di
1 — 2u

o0
Dosadime-li do (29) nekonecnou fadu pro u(r) = ug + Y e¥uy, miZeme vyrazy
K=1

pro napéti o,, 6, 0, psati rovnéz ve tvaru nekonecnych fad

Il

o0
0,0 + ) %ok, kde o,
K=1

0
K
Gp0 t Zs ok, kde o,k
K=1

o0
=0, + 3 o, kde o,
K=1

I

I +pu
E(1)

Il

L+l

E() [
L+p]

Eon

uk

Uy

LT

LR
1 — 2u

i

(u}( +

2u

a 0,9, 0,0, 0,0 Maji stejny tvar jako vztahy (29) s indexem 0. Nyni si provedeme
feSeni systému diferencialnich rovnic (28); prva rovnice této soustavy odpovida pfi-
padu, kdy E = konst. a «(1) je libovolna funkce. Reseni jest

(31
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J;

_ el

ug

{

1 —ur

to

t(r)
o(1) dt>

dr+C,r+~C~2.
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Vztah (31) dosadime do rovnic (29) s indexem 0. Okrajové podminky, které jsou stejné
jako v pripadé p = 0,5, je nutno splniti pouze pro zakladni feSeni u,; dalSi okrajovc
podminky pro funkce u, jsou homogenni. Integracni konstanty jsou

(32) C, = (ij('l:)—fl/l—)_—z/i) # fkl'<jl(r)a(t) dt) dr — pe,,

C,=0.
t(r)
Aol om)er)
o = () rlijk;.<Jt(r)a(r)dt> dr + izf (f(r:x(r)dt> dr ~Jw;)(t) dt] ,
I —n _R 0 to to

G0 = £ —2/1 % f:;-(ﬁ:r)a(t) dl) dr — fma(t)dt + (1 —n) SZ:I .

I — | fo

Nulté aproximace 6,q, 0,0. 0., dostaneme ve tvaru

(33) 0,0 = fﬂ _'Rli J Rr< J lma(r)dz) dr — -
- M 0 to

Funkce 0., obsahuje nezndmou hodnotu protaZeni ¢,, kterou uréime z podminky (24).
Resgeni druhé rovnice soustavy (28) jest

uj
(34) P+ 71 = @(1) fo(r) ,

kde fo(r) jest funkei ugy a ug a neni jiz funkei ¢,. Dosadime-li do fo(r) funkce u, a ug,
dostaneme

_(l + ﬂ)(l ___2“) l rr t(r)a ’._vlv Rr t(r)a N
i = G o, oo =i [ (], o)

to
(l + ) (1 —
(1 —p)?
Reseni rovnice (34) se provadi stejné jako u prvé rovnice soustavy (28). Mame
1 ) ) r t(r) ; - ~
(35) u; = (L+m=201 r D(t) fo(r) ) dr + Cyr + G .
(1 — p)? rJo r

Takto ziskané feSeni u, a u,” dosadime do prvych aproximaci pro napéti g,;, 9,1, 0.1,
které dostavame v konec¢ném tvaru

2.

to

(36)

o = EO =200 s 1  ar
" (l - .“) {(l - l‘) I:RZ Jo <Jod)(t)f0( )d )d
- r%fr(fqb(z)m dr> dr] —f (1) fo(r) dr} ,
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o= i L) (o rmer)ers
¥ —j (j (1) 7o) dr> dr] - j OVGLIEE J ¢<r>fo(»>dr} ,

- u
021 = #(Grl + 0(/71) .

Obdobné se fesi i dal§i rovnice soustavy (28). Diferencialni rovnice pro n-té pfibli-
Zeni ma tvar

.Uy u, I+ 1) (1 —2u e o
(37) Uy + = = -—2 = (——-—)'-(-_'2—) ¢(’) fn—l(r) °
r r (1 —p)
Uplnou indukci dostaneme vyrazy pro n-tou aproximaci napéti o,,, O yn> Ozn

(38)
o [
] e
o i e [
+H&(ﬂwmr)dr]-IZ¢<f>mdr+
e ROV GEL

Ozn = /1((7,,, + U(pn)‘

Ve funkci o, je obsaZena neznamé hodnota prodlouZeni g,; tuto uréime z podminky

R R ©
J‘ 2nro, dr = J‘ 2nr(o,0 + Y, eX0,]dr = 0.
0 K=1

0

a0
ProtoZe fada ) ¢¥o_ 4 je stejnomérn& konvergentni, lze integrovat &len po &lenu
K=1

a takto vzniklou fadu seéist. Vypoctem dostaneme vyraz pro ¢,

j E(1) ( j "ot dt) dr 2 J ( j :")a(t) d,> dr

0 R
, = > - —2n Y &\ rodr.
(1 -u)J r E(1) dr (1 — p) R k=l Jo
0
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Koneény tvar prvé aproximace osového napéti o,, bude

(33) R‘ . t(r)g .
o E(1) L; L(t)(flo .(r)dt)d _J‘t(')

z0 _ R
(T=n f r E(1) dr
0

© R
a(t)dt | — 2m E(1) ). sxf rox dr .
K=1  Jo

to

Ziskané hodnoty funkei v (33) a v (38) dosadime do nekoneénych fad (30); tyto fady
velmi rychle konverguji, vzhledem k tomu, Ze parametr ¢ je velmi malé Cislo.

Obé uvedené metody poskytuji feSeni napjatosti v plném, nekonecné dlouhém
valci pfi nerovnomérném chladnuti pfi respektovani promeénlivosti modulu pruznosti
a koeficientu tepelné roztaznosti na teplot¢.

4. SPECIALNI PRIPADY

Pro vétsinu oceli pouzivanych na vykovky parnich turbin, generatord, kompreso-
ri apod. Ize klasti

E=E,— E;t*, a=0y+ at

tyto vztahy plati v dosti sirokém rozmezi teplot. V pfipadé u = 0,5 dostaneme
napjatost ve tvaru

(39)

1k 1
o, = 2E,u rtdr-—~— rtdr | + 2Eqo, | — r—-«— rt?dr| —
o [ o] amen [ [ o]
R 3 RtZ r T
——2E1ao[J‘ —dr—ZJ As(J‘rtdr)dr -
r T r r 0 -
Rt4 Rt2 r .
~2E, —dr — | — rt?dr ) dr
r 2r r r3 0 .
1 R 1 (*, [, t?
0,= 2Eqo| — | rtdr+— rtdr—t +2Eqa,| — | rt*dr+ — | rt°dr— —|—
R* |, 2R% ], 2r* ), 2
R 3 2t
*2E1°‘o|:J —dr — 1t +7f rtdi—ZJ <jrtdr>dr]—
. T r
R14 t4 R r
— 2E;a, —dr——=—-1 — rt? dr rt dr |,
, 2r 2 ,

-
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] R ] R 12
0, =2Eqo0| — | rtdr —t|+ 2Eqot, | — | re*dr— —| -
R? 2R? |, 2
3 R t2 r 12 r
—2E 0, — dr - =2 — rtdr)dr + — | rtdr| —
Jr P \Jo r*Jo ‘
4 R 12 r 12 r
[J‘ tdr_t ~j = (j rt? dr> dr + ~2J rt? dr] +
P 7 0 2r7 Jo

]{2 R
—E, — E; rt? dr
2 0

kde

R L R R
AZE%%J rt dr 4 =2 j 2dr——lE'OElaco<J rr3dr+l7‘f rtdr>—
0 2 0 0 0
E E R R R E2 t2 R
ek <J rt* dr + tzj rt? dr> + Efocotzj rtd dr + —lLf rt*dr .
2 0 0 0 2 0

Znéme-li zavislost teploty na poloméru #(r) analyticky, miZeme integraci a vy&isle-
nim urciti napjatost o,(r), o,(r), o.(r). Odpadnou-li ve vzorcich (39) E; a ay, coZ
nastane v pripad€ nezavislosti E a o na teploté, dostaneme znamé vzorce

1 (R 1
(40) o, =2Ea|— | rtdr——| rtdr|,
R2 o ’,2 R
' 1 (R 1 ("
6,=2Ea| — | rtdr+ — | rtdr — 1],
- | R? 0 r? 0

o,=0,+0,
Ze vztahi (39) dostaneme i vzorce pro zvlastni pfip ady

E = konst., «(t) je funkci t;
o = konst., E(1) je funkci 7; v tomto druhém ptipadé neplati zavislost

|

o, =0,+ 0,.

Vzorce (39) lze upraviti zavedenim bezrozmérného argumentu » = r/R,0 < » < 1.
V pfipadech, Ze zavislost teploty na poloméru r je dana tabulkové, lze vycisleni
integrald provésti numerickou integraci. ProtoZe pro ocel jest u = 0,33, pouZivime
ve vétsiné pripadech druhého zplsobu feSeni pro u # 0,5. Nulté aproximace nam
davaji v pfipadé E = o = konst. vzorce (40) a je-li E = konst. plati vztah o,, +
+ 0,0 = 0,9. ProtoZe ¢ = —2E,/E, je fadové velmi malé, jest i vliv vysSich aproxi-
maci na kone¢né feSeni maly a ¢ini maximalné 5%. Z nekoneénych fad (30) staci
vziti pouze prvé dva €leny. V pfipadé fazovych pfemén jest prabéh funkei A(t) a ¢(t)
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v mistech teploty pfemény pfetrZity; na tuto okolnost je nutno vzit zfetel pfi feSeni
rozloZeni teplot. Vypocet rozlozime na dvé ¢asti od t, do t; — teplota pri fazové
pfeméné a od t, do t,.

5. PRIKLADY

Jako priklad provedeme vypocet rozloZeni teplot a vnitfnich pnuti pfi chladnuti
ocelového ingotu z teploty 800°C na teplotu 200°C pfi rychlosti chladnuti povrchu
ingotu & = —50°C/hod. (Pfiklad byl fesen pro technologické odd. zdvodu Ocelarny
ZVIL Plzen). Ingot je z Ni-V oceli a jest to osmihran o vaze asi 48 t, o stfednim
priméru R = 75cm a délce L =270 cm. V prvé casti vypoctu je zjisSfovan vliv
proménlivosti parametrt A(1) a ¢(t) na rozloZeni teplot v Sesti mistech na poloméru r
ingotu. Ingot je nahrazen nekonecné dlouhym véilcem a vSechna feSeni se budou
tykati ustaleného stavu, kdy teplota povrchu dosahla hodnoty 200°C. V pfipadé

konstantnich parametrit 1 a ¢ byly vzaty hodnoty pfi teploté t = 500°C a v Case
7 = 12 hod.

Udaje pro ocel Ni-V, zjisténé experimentalng:

Poissonova konstanta: p = 0,33.

Specificka vaha y = 7630 kg/m® — pro teplotu t = 500°C bereme konst.
Koeficient tepelné roztaznosti: o . 10° = 11,8 + 0,48 . 107%t; w500 = 14,2.107¢
cm/cm.

Mérné teplo: ¢ = 0,109 + 0,5. 107%; ¢500. = 0,135 kcal/kg °C.
Koeficient tepelné vodivosti: A = 37,66 — 0,0158¢; 2500- = 29,8 kcal/m h°C.
Modul pruznostivtahu E. 107° = 1,95 — 0,9. 107 % . ?; E5o0- = 1,73 . 10° kg/cm?.

Vypocet rozloZeni teplot v ingotu je rozdélen do t¥i ¢asti:
I. RozloZeni teplot pii chladnuti ingotu v pfipadé 1 = ¢ = konst.
1I. RozloZeni teplot pfi chladnuti ingotu v pfipadé proménného A(r) a ¢ = konst.
1. RozloZeni teplot pfi chladnuti ingotu v pfipadé proménnych A(t) a (7).

Vysledky jsou uvedeny v tab. 1; v poslednim sloupci je uveden rozdil mezi teplotou
na povrchu a ve stfedu ingotu.

Tabulka 1

r(cm) ! i :
0 15 30 45 | 60 75

(°C) ) I R D

I 442° 433° 4042 | 3550|2870 | 2000 | 242

1. 421° 412 384° | 339° 277° 2000 | —221°
IIL 400° 392° 366° | 325 270° 2000 | 2000 |
; | |

1
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V pripadé proménného A(f) a konstantniho ¢ (II. pfipad) jsou v Tab. 1 uvedeny
vysledky dle vzorce (8) a v pfipadé proménnych A(1) a ¢(t) dle vzorce (12); je patrné,
7e uvazujeme-li proménny priib&h A(f) a ¢(t), pak chladnuti probiha rychleji. Rozdil
teplot mezi povrchem a stfedem ingotu jest ve druhém pfipadé o 9% mensi a ve
tfetim pripadé o 179, mensi neZ v pfipadé 1.

Vypocet napjatosti v ingotu je proveden pro nasledujici alternativy:

I. RozloZeni pnuti v ingotu v pfipadé¢ konstantnich hodnot E, a, 4, ¢, u = 0,5.

I1. RozloZeni pnuti v ingotu v p¥ipadé promé&nnych A(t), c(t), E(t), o(t) pro u = 0,5.
111. RozloZeni pnuti v ingotu pfi konstantnich 4, ¢ a proménnych E(t), «(1).

Materialové a teplotni parametry E(t), a(t), A(1), ¢(¢) se Fidi vztahy uvedenymi pro

ocel Ni-V. Vysledky pnuti jsou v Tab. 2—4 a na obr. 1.

Tabulka 2. Pfipad I.

-
r(cm) 0 15 30 45 60 75
u(kg/cmz)
v, 2817 —2708 —2379 —1814 —1025 0
o, 2817 —2482 —1475 + 203 +2599 45731
o, —5634 —5190 —3854 —1611 +1673 | . +5731
Tabulka 3. Ptipad II.
0 15 30 45 60 75
v, —2727 —2566 —2140 —1600 — 904 0
Gy —2727 —2198 —1229 + 304 +2566 +5019
o, —4920 —4489 —3425 —1672 +1427 +5019
Tabulka 4. Ptipad III.
\1\’ (em) 0 15 30 45 60 75
olkgfem?) "
o, —3042 —2970 —2672 —2121 —1090 0
Gy —3042 2552 —1369 + 316 42837 46095
o, —5975 — 5371 —3846 —2264 +1930 +6095
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OBR. 1

ROZLOZENI VNITRNICH PNUTI V INGOTU

Z tabulek je patrné, Ze zavislost materialovych a teplotnich parametr( na teploté ma
urcity vliv na vnitfni pnuti v ingotu. BliZ8i rozbor ukazal, Ze pouze koeficient tepelné
roztaznosti o staci brati jako konstantni stfedni hodnotu. Zatimco proménné para-
metry A(7) a ¢(t) sniZuji rozdil teplot mezi povrchem a stfedem ingotu, a tim i celkovou
napjatost, ma proménlivost modulu pruznosti v tahu E(7) urcity vliv na zvySeni
napjatosti. Zavislost E, a a ¢ na teploté zpiisobuje sniZeni tahového pnuti na povrchu
a tlakového ve stfedu ingotu asi o 12%.
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6. ZAVER

PredloZena prace fesi po teoretické strance problém chladnuti a velikosti vnitinich
pnuti ve velkych ingotech. Zobecnénim oproti dosavadnim pracim je predpoklad,
Ze fyzikalni parametry E, o, A, ¢ jsou uvazovany proménné v zavislosti na teploté
a tedy i na polomeru ingotu. Ze vsech pfipada okrajovych podminek uvazujeme ten,
kdy povrch ingotu je ochlazovan konstantni rychlosti. Vysledkem obecnych tvah
jsou vzorce, udavajici rozlozeni teplot a vnitfnich pnuti v nekoneéné dlouhém valci.
Pfi vypoctu rozlozZeni teplot, kde dilezitou charakteristikou je rozdil 47 v ose ingotu
a na jeho povrchu, poklesne tento rozdil v pripadé proménnych A(f) a (1), ¢imz
poklesne ve stejném pomeéru i maximalni pnuti o,,,,, které zavisi linearn¢ na At.
Proménlivost koeficientu linearni roztaznosti «(f) ncovlivni vysledky a lze pocitati
1 se stfedni hodnotou «. Proménlivost modulu pruZnosti zptsobuje naproti tomu
vzestup napjatosti. Lze Fici, Ze v praxi staci provadéti vypocty dle jednoduchych
vzorci (40) pfi konstantnich parametrech E, o, 4, ¢; skute¢né poméry budou ptizni-
v¢j8i. VSech uvedenych metod Ize pouZiti i pfi vypoctech pnuti, vznikajicich pti ohfevu
velkych vykovki.

Pti rychlém ohfevu nebo chladnuti nastdvaji zna¢nd vnitfni pnuti, Ze neni jizZ
spravny predpoklad o platnosti Hookeova zakona; v jistych oblastech ingotu — pre-
vézné v jeho ose a na povrchu nastava plasticky stav, kdy Spicky napéti se podstatné
snizuji a nastava zpevnéni materialu.

Prace podobného charakteru provadéné ve spolupraci s hutnickymi tstavy a pro-
vozy umoziiuji pracovnikiim téchto odvétvi vniknouti hloubgji do tvatecich procesu,
kde problematika vzhledem k vétsi rozmanitosti a obtiznosti oproti strojnim obortim
dosud c¢eka na teoretické zvladnuti.
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Pesrome

PACITPEJEJIEHUE TEMIEPATYPbI 1 OCTATOYHbIX
BHYTPEHHUX HAIPSXXEHUMN,
BO3HUKAIOIMX TIPU OXJTAXKIAEHUU TEJIA
LINJUHAPUYECKON ®OPMBbI

JJAAUCIIAB ITPAIIEK (Ladislav Prasek)

B nacrosiuieii paboTe pemaercsi npodaemMa oOXJTax/eHUsT OONbIIUX CTAJIBHBIX CIHT-
K0B. CJIMTOK 3aMCHCH OECKOHEYHO JIMHHBIM NOJIHBIM KPYyrooOpa3HbIM IHJIMHIPOM,
NPUYEM TPCyCMATPUBACTCS, YTO (PU3MUYCCKHUE U TCMIICPATYPHBIC MapamMeTphl sBJIS-
FOTCSI ICPEMEHHBIMU B 3aBUCHMOCTH OT TEMIIEpaTyphl.

B nepBoii yacTu TCOPETHUECKH BBIBEACHO pacipe/iciieHHe TeMIepaTyphl B LIMJIUHAPE
B YCTAHOBMBIIEMCSI COCTOSIHUM TPH YCJIOBHH, YTO OXJAXIACHME MOBEPXHOCTH LM-
JIMH/Pa OCYUICCTBIISIETCSI NPU MOCTOSIHHON CKOPOCTH.

Bo BTOpOIi yacTi onpeAcIsItOTCSI HANPSDKEHHOC COCTOSIHUE B IMJIMHAPE M OCTaTOY-
HbIC BHYTPEHHME HANpSDKCHUsI B ABYX ciyuasix: Jjst koddduumenta Ilyaccona
© = 0,5 u MmecTogom Masioro napametpa st i + 0,5.

OTMcUCHBI HEKOTOpPBIC CrelMalibHble Cliyvyan NpH YNPOLUCHHBIX TPeANnosokKe-
HUSIX, M UYUCJIEHHO pCIUCH NpPUMEpP pacrpeacsicHUss TeMnepaTypbl U BHYTPEHHHX
HanpspKeHuit cauTka U3 craiu Ni-V,
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Zusammenfassung

VERTEILUNG VON TEMPERATUREN
UND INNEN-RESTSPANNUNGEN,
DIE BEIM ABKUHLEN EINES ZYLINDERFORMIGEN
KORPERS ENTSTEHEN

LADISLAV PRASEK

In der Arbeit wird das Problem der Abkiihlung von grossen Stahlblocken erortert.
Der Stahlblock wird durch einen unendlich langen kreisformigen Vollzylinder
ersetzt, wobei vorausgesetzt wird, dass die physikalischen und Temperaturparameter
temperaturabhidngige Veridnderlichen sind.

Im ersten Teil wird die Temperaturverteilung im Zylinder im stationdren Zustand
theoretisch abgeleitet, unter der Annahme, dass die Zylinderoberfliche mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit abgekiihlt wird.

Im zweiten Teil wird der Spannungszustand im Zylinder und die restlichen Innen-
spannungen in zwei Fillen, ndmlich fiir die Poissonische Konstante 4 = 0,5 und
durch die Methode des kleinen Parameters fiir 4 # 0,5 bestimmt.

Es werden einige spezielle Fille unter den vereinfachenden Voraussetzungen
abgeleitet sowie ein Beispiel der Temperatur- und Innenspannungsverteilung fiir
einen Stahlblock aus Ni-V Stahl nummerisch gelost.

Adresa autora: Mg. Mat. Ladislav Prdsek, Vyzkumny a zkuSebni ustav, Zavody V. I. Lenina
n. p., Plzen.
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