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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY &IsLo ¢

PRIBLIZNE KONFORMNI PROJEKCE REFERENCNIHO ELIPSOIDU

ZBYNEK NADENIK

(Doslo dne 29. prosince 1961.)

Jako zobecnéni stercografické projekce kulové plochy je vySetfovdna
projekce elipsoidu do jeho teéné roviny ze stfedd na normale dotykového
bodu.

Uvod. V roce 1957 publikoval v tomto asopise J. SMAHEL praci [2]. V ni vysetfoval
projekci rotaéniho elipsoidu na jeho te€nou rovinu 7 v jeho bodé O z bodu S na nor-
male elipsoidu v bod€ O, pti emZ bod S lezi v tom poloprostoru vytatém rovinou 7,
ktery obsahuje stfed clipsoidu, a vzdalenost v bodu S od bodu O je v = 2(MN);
M, N jsou polomé&ry hlavnich ktivosti elipsoidu v bod& O. Volba vzdalenosti bodu S
od bodu O neni v citované praci oditvodnéna.

V regularnim bod¢ O plochy sestrojme jeji teCnou rovinu t a normalnimu fezu
plochy v bod& O piiradme na normale vbod€ O jisty bod S, ze kterého ten fez promit-
neme na teénou rovinu 7. Provedeme-li to pro vSecky normalni fezy v bodé O,
dostaneme zobrazeni plochy do jeji te€né roviny v bodé O, které je vySetfovano v odst.
1a2. Vodst. 3 a4 je toto zobrazeni studovano hlavng s poZadavkem co nejlepsiho
pribliZzeni v okoli bodu O k zobrazeni konformnimu a v odst. 5 s dopliiujicim poZa-
davkem co nejmensiho délkového zkresleni v okoli bodu O. V odst. 5 a 6 jsou vysledky
aplikovany na referenéni elipsoid. Ukazuje se, Ze volba konstantni vzdalenosti v =
= 2(MN)'"? stfedu promitani S od bodu O nedava nejlepsi vysledky.

1. Zvolme v prostoru soustavu pravothlych soufadnic x, y, z s poéatkem O,
v roving (xy) je§té soustavu polarnich soufadnic r, @ s tymZ podatkem O a s ampli-
tudou w méfenou kladn& ve smyslu od kladné ¢asti osy x ke kladné ¢asti osy y a koneg-
né funkei f(r, ) s t&mito vlastnostmi: a) je definovana pro we(— o0, ®) a re
€ €0, g), kde ¢ je kladné &islo; b) je periodickd v argumentu o s periodou 27; ¢) v dvoj-
rozmérném intervalu I = <0, ¢) x (— o0, ) ma spojité viecky parcialni derivace
(tento piedpoklad by bylo mozno velmi zeslabit, ale bez jakéhokoliv uZitku pro
nale zavéry); d) pro viecka w je

(1,1 f(0,0) =0, |:§rf(r, w)]r =0;

=0
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e) v intervalu I je

52
1,2 — f(r,w)> 0;
(12 2 fe.o

parcialni derivaci (libovolného fadu) podle r v bodé s r = 0 rozumime oviem tu
derivaci zprava.

MnoZina bodd o soufadnicich
(1,3) x=rcosw, y=rsinw, z=f(r w)
je plocha, ktera se v podatku O dotyka roviny (xy); v parametrech r, @ je bod O
nepodstatné singularni. Uzaviena polorovina v(w), kterd ma hrani¢ni ptimku v ose z
a jejiz stopa na roviné (xy) ma amplitudu w, protina plochu v norméinim fezu s kii-
vosti L : R(r, ), pro niZ podle (1,2) plati

(1,4) o ﬂzf(r;m) {1 N [5](,"'“)13}_3,2.

R(r, w) or ar

Abychom byli struéngjsi, zavedeme toto oznadeni (pro polomér kfivosti uvedeného
fezu v bodé O ,,zprava®):

0 )
(1) RO,0)=R; |=Rro)| =r: | “Rene)| =R,
ar -0 o R
@ 2 >
——— R(r, ) =R,; |- R(r.w) =R,; (R,)*=R.; (R) =R}.
=0 or? r

ardw
Podle (1,4) a (1,1) je pak
(1)
F}/(r,_m)] _ 1 [aﬂf(r, @] _ g:_: I:O“f(r, w)] _3+2R}—RR,

H
ar* R ar® R? ort —0 R3?

az(1,1)a (1,6) plyne

2R? —
(1,7) f(r,w) = L r? - R o+ 3+ 2R, — RR, r*

+(5).
2R 6R? 24R3 ©)

Pro koeficienty prvni zakladni formy ds* = E(r, w)dr® + 2F(r, w) dr dw +
+ G(r, w) do? plochy (1,3) plati v disledku (1,1) a (1,7)

(1.8)
) : 1 R 2 + 1R} —
E(r,o) =1+ (—f(—r—’rw) =1+ - =ty 12+ 1R, - 4RR, 4 (5),
or R R? 12R*
2 0 —
F(r, w) = Sl Ylrno) Ry 5, TRR, —2RR,, , +(5),
or ow 2R? 12R*
2 2 _
G(r, u)) =% 4 i)f(r, 0_’) =2 4 »R_w o (Rer 2RrRm) Ry "ot (6)
ow 4R* 6R®

442




Tudiz
5 1
(1,9) ds? = dr’ + {-—E dr? + do)z} r* — {5’ ar 4 Ro g, dm} o+
R R* R?
— 2RR

12 4 11R? — 4RR,, 7R,R R2
+ dr? 4 e 2 drdo + —2 do?} r* + (5).
12R* 6R* 4R*

2. Zvolme dale realnou funkci v = v(w) s t¥mito vlastnostmi: a) je definovana
pro viecka w; b) je periodicka s periodou 27; ¢) pro viecka w ma spojité viecky
derivace; d) v intervalu I je
(2,1) o(w) — f(r,w)>0.

Ve vyrazech, v nichZ uZijeme oznadeni (1,5), budeme zkracené psat v(w) = v a
do(w)/dw = v'.

Z bodu § o soutadnicich [0, 0, v(w)] promitneme do roviny (xy) viecky ty body
nadi plochy (1,3), které patii jejimu normalnimu fezu s polorovinou v(w). Vzhledem
k (2,1) ma pak bod plochy (1,3) pramét v bodé se soutadnicemi

. o(w) . cos o P (w) . sin @
ow) = flr, o) o(w) — f(r, 0)
Ctverec linedrniho elementu ds*? = E*(r, ) dr® + 2F*(r, w) dr do + G*(r, o) dw®
roviny (2,2) ma podle (1,7) koeficienty

oX(w). [v(w) —frw) +r. MT

(2.2) X = =0,

(2.3) EX(r, ) = S
[o(w) = f(r, )T}
g3 AR, . 50(3 + 2R? — RR,,) + 57R 4 (5)
R 3uR? 120°R? '

F¥(r, w) =
(w) — f(r,w) + r Y(r, ) » f(r o) du(w) o
r.u(w).l:z(x) Jrv0) + . }[U( )L - e )] )
[v(w) — f(r, ©)]*
bR, + V'R 2 v'RR, + v(2R,R,, — RR,,)

— — Bo 4o AT e el 4y (5)
20°R? 6v°R? ®)

G*(r,®) = r*. - do 1o

[v(@) = £(r, w)]*
1

R
=1t 4+ —rt — 25 4 (6).
vR 3vR* (©)

(0)-[io) = (0. + ) V52 - 0D g )|
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Tudiz
3 .
(24) ds*? =dr? + [—R dr? + dw{l r’— [% dr? + ')R—“’;T;if dr dco] 4
V. v v
. 50(3 + 2R? — RR,,) + STR a4 v'RR, + v(2R,R,, — RR,,)
120°R? 30*R?

drdo +
+ Law|m s (5).
vR

3. Podle (1,8) a (2.3) je
'R2 _ 2
(3.1)  h(r, w) = F(r, w) G¥(r, 0) = F¥(r, w) G(r, w) = YR = Ry + 0RRy 5 _
) 2*R?
_ 2R’R, — ¢*(TR,R, — 2RR,,) + 20R(2R,R, —
120*R*

RRre) s 4 (7).

8R> + v(RZ — 4R?) .
4pR*
. v(6R*R, — 2R,R% + RR,R,,) — 6R®R, ¥ 4 (6)

hy(r, o) = G(r, w) E¥r, ©) — G*(r, 0) E(r, w) =

6uR®
iRz _ 2
hy(r, w) = E(r, ) F¥(r, ) — E*(r, 0) F(r, 0) = — Lg_f_}:;-f_vli&,, r 4
v
p2 _ 2 — bl .
+ 20'R?R, — v*(TR,R,, — 2RR,,) + -LR(:ZR,R", RR,,, " 4 (5).

120°R*

Diskuzi v odst. 3 a 4 provedeme jen pro takové body, které jsou na rotaénim elip-
soidu. Jsou to tyto tfi typy bodii: I. bod nikoliv kruhovy, ktery alespoii pro jeden
svitj normalni fez neni vrchol (body rotagniho elipsoidu mimo rovnik a pély); I1. bod
nikoliv kruhovy, ktery je vrchol na viech svych normalnich fezech (jen body na rov-
niku); 1. bod kruhovy, jehoZ viecky normalni fezy maji v ném vrchol (jen oba pély).
Bod O nai plochy je oviem kruhovy pfi R(0, w) = R = konst. a povaZujeme jej
za vrchol normélniho fezu s polorovinou v(w), jestlize [0R (r, w)/dr],-o = R, = 0.
Z(3,1) plyne

'p2 2
(3,2) lim he = — lim h.“ _ URT = R, + uRR, 5
r=0 1° o 1 20°R?
_4R?) . 3
(3.3) lim 7 — o(RG, — 4R?) + 8R° .
o rd 4vR?

Identickym anulovanim v e limit (3,2) dostaneme pro funkci v = v(w) Riccatiho
rovnici s obecnym fesenim

(3,4) P p—

¢ = konst. ;
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konstanta ¢ je omezena pfedpoklady a) a d) z odst. 2. Pfi (3,4) plyne z (3,3)
h,  8¢cR* + RZ

(3,5 lim L =

r—=0 I‘4 4R2

Identickym anulovanim v w této limity dostaneme pro R diferencialni rovnici, z niZ
vzhledem k perindicité funkce R plyne R = konst. Z toho a z (3,1) se pak jiZ snadno
odvedi:

V bodg O typu I nebo II vymizi identicky v w limity (3,2) jeding pfi (3,4); limita
{3.5) pak identicky v @ nevymizi. V bod& O typu II je potom je§t& (nebof v ném je
R, = 0 identicky v w)

(3,6) lim i = lim &’ =0,
r0 F r0 1
1 8cR* + RZ
3,7 hm -~ h, — — 2t =0,
(3.7 r=0 1‘5( d 4R? )

V bodé O typu Il (v ném7 je R, = R, = 0 identicky v w) vymizi limity (3,2) a (3.3)
identicky v w jeding pfi v = 2R, t]. pro (3,4) s ¢ = 0, a pak je3t& plati (3,6) a lim h, :
P =0. o

Geometricky vyznam téchto tvrzeni pro hlavni ortogonalni kongruence kfivek
nafeho zobrazeni s diferencialni rovnici h, dr* — h; drdw + h,dw? = 0 je jasny
a nebudeme jej podrobné rozvadét.

E F G
E* F¥ G*

v jistém okoli bedu O — s vyjimkou bodu O samého — hodnost 2. To znamena, Ze

4. Dejme tomu, Ze ma matice

v kazdém bodé€ tohoto okoli s vyjimkou bodu O existuje maximalni a minimalni

délkové zkresleni ds* : ds. OznaCme je o, a g,. Jejich Ctverce jsou kofeny rovnice
2

va

4,1 EG — F?)o* — (EG* + GE* — 2FF*)¢® 4 (E*G* — F**) = 0.
)

Z(1,8),(2,3) a(4,1) lze vypotitat ¢, a 6, pro nase zobrazeni a pak zkresleni o ve sméru,
svirajicim Ghel o se smérem s¢ zkreslenim o, ze znamé relace ¢® = o2 cos® a +
+ a2sin”at).

I) Fundamentalni ¢asti simultanni geometrie prvni a druhé zdkladni formy plochy 7 je Eulerova
véta, objevend Eulerem r. 1760. K ni se pfimyka indikatrix, studovana Dupinem r, 1813. Z téchto
vysledkti pouhou zcela formalni zaménou druhé zakladni formy plochy = za prvni zakladni
formu jiné plochy n* dostaneme tu ¢ast simultdnni geometrie prvnich zdkladnich forem ploch
@ a «*, kterd se v matematické kartografii pfi studiu zdklad(i zobrazeni plochy & na plochu n*
spojuje se jménem Tissotovym (Tissotova indikatrix aj.). Tissot publikoval dotyéné vysledky
v r. 1877— 1881 a proto se mi zdd uzivani jeho jména v uvedenych souvislostech velmi problema-
tické.
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Pro vypodet &tverce zkresleni o> = ds*? : ds® zvolime jinou cestu: Vyjadiime je
ve tvaru 6% = o, + ayr + ar® + oy 4 (4), kde g, ..., %3 jsou funkee jen argu-
mentii o a do : dr.

Ve sméru dr = 0 je &tverec délkového zkresleni ds*? : ds* = G*(r, w) : G(r, w)
takZe z (1,8) a (2,3) dostaneme — oviem v bod& riizném od O:

(42) ds*? . 4R® — vRZ 2 u(RR,, — 2R,R,) R, + 2R’R,
ds? 4vR* 6vR>

Elementarnim vypoctem se presvéd¢ime o spravnosti tohoto pomaocného tvrzeni
Maji-li funkce h(x) a g(x) v bod& x, derivace &tvri¢ho Fadu a g(xo) + 0, g'(x,)
= I'(x) = 0 (tecka znamena derivaci podle x), je v bodg x,

h\ h\"’ ) . T\ | R
(--) =0, (l> =— (h"g — hg™), (f) = (F"g — hg™),
g, g g ‘)

g
g g

Pomoci tohoto pravidla a (1,9)

o+ (4.

(2 4 snadno zjistime prvni &tyfi parcialni derivace

podle r funkce ds*? : ds? a zxskame tak pro &tverce zkresleni ve sméru dw : dr pfi
dr & 0:

(4.3)
ds*? iy 3R =0, N [(30 —4R)R, v'R* — v’R, + URR, 'dco] 3
ds? vR? 30R? v R3 dr
N [ v(11R? — 4RR,,) + vR(21 — IOR? + 5RR,,) — 57TR?
1202 R*

N 20'R’R, — v*(71R,R,, — 2RR,,) + 2vR(2R,R, — RR,,) dw
6v°R*

v(4R* — RZ) — 8R*> [dw\*| .
wrt \ar) |70

(4,3) pak snadno plyne: Volime-li funkci o(w) podle (3.4), je pfi libovolné kon-
stanté ¢ v bodé O typulall

%2 2 _ 2
(4,4) lim l Eli_ 1+ 1+ 6cR P2y (1 4LR ) R, ’3-!1
IR

a v bod€ O typu llI je ptfiv = 2R

.1 {ds*? 5 RR,
fim 0BT L I 2R LN
r—o | ds? 2R? 16R*
5. Konstantu ¢ v (3,4) m@Zeme pii bodu O typu I nebo 11 volit podle réiznych hle-
disek. Uvedeme jedno. Budeme Zadat, aby naSe zobrazeni mélo v okoli bodu O

Cdr
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délkové zkresleni co nejméné se lisici od 1. Tomuto poZadavku se jisté priblizime,
kdyZ koeficient 1:(2R?) + 3¢ pfi r* v hranaté zavorce v (4,4) bude pro viecka o
blizky nule. Toho dosdhneme napf. pfi stfedni hodnoté ¢ = — [[5¥ R™*dw] :(12n).
Nechf dale R(w + m) = R{w). Oznagime-li Ry maximalni a R, minimalni polomér
normalni kfivosti nasi plochy v bod¢ O a uZijeme-li Eulerovy véty, dostaneme po
clementarni integraci

5.1 ¢ =

Snadno se zjisti, Ze pfi ¢ < 0 je funkce v definovana v (3,4) rostouci funkei argumentu
R. Oznadime-li v; = max v, v, = min v, vyplni stfedy S nasich projekci normalnich
fezlt v bodé O na normale v bodé& O tGsecku délky
_ 2(R, — Ry)

1 + 2¢(Ry + R,) + 4c’RR,

_3(R; + Ry)* — 4R\R, -

0.
48R2IRZ

(5.2) vy — U,

V dalsim budeme uvaZovat referencni clipsoid, ktery v roce 1940 zavedl F. N.
Krasovskl. Polomér a jeho rovniku a poloviéni vzdalenost b jeho poli jsou (za
jednotku bereme stale metr)

(5,3) a = 6378 245,000 b = 6356 864,019 .
(Vsecky numerické udaje jsou pfevzaty z tabulek v [1].) Pozdgji budeme jesté uzivat
oznadeni bézného v matematické kartografii
, 2 [2 2 IZ
a Z o2 = @ h

(54) & ="1" =0006693..., - =0,006738....
a

V bodé O uvazovaného elipsoidu se zemépisnou §itkou ¢ je

2
(5.5) Rl:N:*‘La.—\, Rz:M:MT.
(1 — ¢*sin® @)t (1 — &*sin? @)*

Specialng napf. v bod& O na rovnob&Zce se zemépisnou 3iikou ¢ = 50° (pfiblizng

zemé&pisna §ifka Prahy) je Ry = 6390808 ,... a R, = 6373065, ... a z (5,1) plyne

¢ = — (0,41 £ 0,01). 107 "%, Konstanta |c| je tak mala, Ze lze jisté poloZit ¢ = 0,
coZ znamend podstatné zjednoduseni ve vzorcich pro zkresleni aj.

Pii naSem zobrazeni referenéniho elipsoidu lze tedy bez podstatného zhor$eni

vysledk jistd poloZit ¢ = 0 a dosahnout tak velkého zjednoduseni ve vzorcich

z odst. 3 a 4. Stfedy promitani pak podle (5.2) vyplni na normale v bodé O useCku

délky 2(N — M).

6. Pocdatek pravouhlé soustavy souradnic x, y, z zvolme v bodé O naseho referendéni-
ho elipsoidu se zemépisnou §ifkou ¢ a osu z orientujme od bodu O dovnitf elipsoidu.
Je-li bod O pél, volme osy x a y i jejich orientace zcela libovolné. Neni-li bod O
pdl, zvolime osu x resp. y v teéné merididnu resp. rovnob&zky prochazejici bodem O;
je-li bod O na rovniku, orientujme osu x libovolné, v opaném pfipadé ji orientujme
ve sméru od bodu O k pélu bliz§imu bodu 0. Osu y orientujme libovolné. Ve zvolené
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soustavé soufadnicové ma nas elipsoid rovnici (viz [ 3], str. 413)

(6,1)  x}1 + e?cos? @) + y* + z*(1 + ¢'*sin? @) — 2xz¢'? sin ¢ cos @ —
— 2Nz =0.

V jistém okoli bodu O (je jasné, v jakém) ma néas elipsoid parametrické rovnice
(1,3), kde - jak snadno plyne z (6,1):

2 -
, e“rcoswsin ¢cos ¢ + N
fkr’ w) = _

1 4 e?*sin? ¢
¢’rcos wsin g cos @ + N\ r*(1 + €% cos® wcos® ¥
1+ e?sin? @

I + ¢?sin? @

Y1 4+ e% cos?  cos® @) cos w cos @ sin ¢ 3
2N 2N?2

7‘2 —

+ (4).
Srovnanim s (1,7) plyne podle (5,5)

(62  R= ! 3¢ cos w cos ¢ sin @

a

o R = »
W 1+ e?cos’meos? o’ 7 1+ e%cos® wcos? o
kde W= (1 — e*sin® ¢)"/*. Z (6,2) dale plyne

63) _a e'?sin2wcos’ ¢
| W (1 + e cos? weos? @)

R 3e’*(1 — e'? cos® w cos? @) sin w cos ¢ sin @

ro T

(1 + % cos® w cos? ¢)*
Ctyfi relace (6,2) a (6,3) umoZituji aplikaci obecnych vzorct z odst. 3 a 4 na naSe
zobrazeni referenéniho elipsoidu do jeho tec¢né roviny.
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Pesome

TTPUBJIN3UTEIIBHO KOH®OPMHAA IMMPOEKLIMA
PEQEPEHU-2JIJTUIICOUTA

3BBIHEK HAJIEHUK (Zbynék Nidenik)

Ilycts O — TOYKA aHAJIUTUYECCKOH IIOBEPXHOCTH IOJOKUTENbHOH KPUBHU3HEL
T — KacaTeNbHas K Helt IockocTs B Touke 0 N(w) — HOpMasbHOE ceueHHe noBepX-
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HOCTH B Touke O B HANpaBICHNH w; HaKOHel, R{w) — pannyc KpuBu3HbL B TOUKe O
HopmassHoro cevenns N(w). Kaxgomy HopmanpHoMy ceveniro N(w) cTaBum
B COOTBETCTBHE TOYKY S() Ha HOPMaJjM HOBCPXHOCTH, NOCTPOEHHON B Touke O,
a UMEHHO Ha TOH CTOPOHE KacaTeJIbHOH TUIOCKOCTH T, Ha K()']‘()p()l\/‘l JIEKUT HOBEPX-
HOCTB. [IPOEKTHPYeM Kaxa0e HOPMallbHOE ceuchue N(w) U3 ero cOOTBeTCTBYIOLLCH
ToukH S(w) B UIIOCKOCTh 7 M TAKMM 00pa30oM MoJrydaeM NPOCKIMIO Z MOBEPXHOCTH
B ¢¢ KacaTeJbHYIO IJIGCKOCTh (OT,a. 1lu 2). B ota. 3 m 4 usyvaem orobpaxenus Z,
TpeOys Kak MOXHO OOJBIICTO NPKOIUMKCHESE KOHPOPMHOMY 0TOOPAXKEHUIO, H B OT-
OeJie 5 ¢ MOMONHUTENLHLIM TpeGOBAHHEM CaMbIX MaJIBIX MCKAXKENHH JUIHH, BCEraa
B M3BECTHOW okpecTHocTH Touku (. IlepBoe ycnopHe BRIMOJHACTCA HpH OS =
= 2R(w) :[1 + 2cR*(w)], ¢ = konst., u BTopoe ycIoBHe, Hanpumep, NPH ¢ =
=— (127)7" [§¥ R"*dw. B oTa. 5 n 6 momb3yeMcs OBIUMMH PE3y/IbTATAMU B TOM
cilyyae, KOr/a MOBEPXHOCTh SBJIAETCA PeePeH-2JLIUICOUIOM.

Zusammenfassung

ANNAHERND KONFORME PROJEKTION
DES REFERENZELLIPSOIDES

ZBYNEK NADENIK

Es sei O ein Punkt einer analytischen Fliche positiver Kriimmung; t ihre Tangen-
tenebene im Punkte O; N(w) der Normalschuitt der Flache im Punkte O in der Rich-
tung w; endlich R(w) der Kriimmungsradius im Punkte O des Normalschnittes N{w).
Man ordnet jedem Normalschnitt N(w) einen Punkt S(w) auf der Normale der Fliche
im Punkte O zu, und zwar auf der Seite der Tangentenebene 7, in welcher die Flidche
liegt. Man projiziert jeden Normalschnitt N(w) aus seinem zugehdrigen Punkte S(w)
in die Ebene T und bekommt so eine Projektion Z der Fldche in ihre Tangentenebene
(die Abschn. I und 2). In den Abschn. 3 und 4 studiert man die Abbildung Z beson-
ders mit Riicksicht auf die gréfite Anndherung zu einer konformen Abbildung und
im Abschn. 5 mit ergiinzender Forderung der kleinsten Ldngenverzerrungen, immer
in gewisser Umgebung des Punktes O. Man erfiillt die erste Bedingung, falls der
Punkt O kein Nabelpunkt ist, bei OS = 2R : [1 + 2¢R?], ¢ = konst. und dic zweite
z. B. bei ¢ = — (12n)7" [3* R™2dw. In den Abschn. 5 und 6 verwendet man die
bisherigen allgemeinen Ergebnisse zur Projektion des Referenzellipsoides.
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