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SVAZEK 7 (1962) APLIKACE MATEMATIKY CisLO 4

APROXIMACE EXPONENCIALNIMI FUNKCEMI

OTAKAR JAROCH

(Doslo dne 9. ledna 1961.)

V &lanku se popisuje nova metoda vypoétu koeficientd exponencidlni
aproximace ve smyslu nejmensi kvadratické odchylky.

1. UVOD

Nékteré metody syntézy linearnich pfenosovych soustav jsou zaloZeny na aproxi-
maci jisté funkee f(1), v intervalu <0, + o0} se &tvercem integrovatelné, exponencial-
nimi funkcemi:

(L. f() = fn) = alPe™ + aPe™ 2 4 4 aMe™™ 120, a>0.

Pozaduje se aproximace v smyslu nejmensi kvadratické odchylky &2, tedy

(12) &= j ") = 10 d = min,

Poznamka 1. Podobné jako se pouZiva terminu trigonometricky mnohoélen, budeme linedrni
kombinaci exponencidlnich funkci a, exp (—ar) + a, exp (—2x1) 4 ... -+ a, exp ( —nxt),» redl-
né, nazyvat exponencidlnim mnohoé&lenem.

Poznamka 2. Exponencidlni mnohoclen f,(t) v (1.1), ktery v smyslu nejmensi kvadratické
odchylky v intervalu <0, -+co0) ncjlépe aproximuje danou funkci f(r), budeme nazyvat n-rou
exponencidlni aproximaci této funkce.

Timto zpdsobem aproximuji LANING a BATTIN v knize Random processes in
automatic control [2] koreladni funkei stacionarniho ndhodného procesu. Energe-
tické spektrum prisluiné exponencialni aproximaci korela¢ni funkce je potom
racionalni funkce lomena (energetické spektrum je totiZ Fourierdv obraz korelagni
funkce). Na tomto zékladg lze dale konstruovat optimalni pfenosovou charakteris-
tiku podle Wienerovy teorie [2]. Laning a Battin udavaji velmi pracnou a zdlouhavou
metodu vypodtu koeficientt af” v (1.1).

N. K. Krug [1] aproximuje exponencialnimi funkcemi pfedepsany vstupni a vy-
stupni signal tvarovaciho &tyfpolu, jehoZ syntézu potom na zakladé téchto expo-
nencialnich aproximaci provadi. N. K. Krug neudava Zadny ptedpis pro vypodet
koeficientli a(®,
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V tomto &lanku popisujeme novou metodu vypoctu koeficientll exponencialni
aproximace. Metoda je charakterisovana tim, Ze vychazi z funkénich hodnot Lapla-
ceova obrazu aproximované funkce a dale tim, Ze vlastni vypodet se provadi jako
nasobeni ¢iselné matice sloupcovym vektorem. Tuto operaci lze provést na kalku-
laénim stroji velmi rychle.

OBSAH tohoto ¢lanku sc ¢leni na ¢tyfi ¢ésti:

1. Uvod.
2. Ortogondlni exponencidlnl mnohoéleny (vypocet jejich koeficientt a zakladni vlastnosti,
tabulka koeficientli prvnich deseti ortogonalnich exponencidlnich mnohoClenfi — matice B, ).

3. Ortogondlni rozvoje (vypocet koeficientd ortogonalni a ortonormalni fady, matice pro
vypocet koeficientit prvnich deseti ¢lena ortogonalniho rozvoje).

4. Exponencialni aproximace (vypoclet koeficientli, matice pro vypocet prvni aZ 3esté expo-
nencidalni aproximace, interkalarni aproximace, piiklady).

S. Zdvér (obsahuje rekapitulaci odvozeného postupu).

2. ORTOGONALNI EXPONENCIALNI MNOHOCLENY

Soustava exponencialnich funkci {e™*'}, o > 0, k = 1,2,3,..., je v intervalu
<0, +o0) tiplnd vzhledem k prostoru lebesguovsky integrovatelnych funkci [6].
Ortonormalisaci této soustavy obdrZzime tedy rovnéz uplnou soustavu funkci v inter-
valu <0, 4+ o0) ortonormalnich, které oznatme

k
(2.1) Ylod) = Y dype™™, o >0, k=1,273...,
p=1
(2.2) f'y,,,,(zl) Uoled) df = 8,0y mym=1,2,3, ...,
o .
kde 8,,, oznatuje Kroneckeriiv symbol.
Oznaéme
k
(2.3) oor) =Y be ™, a>0, k=1,2,3,..,
p=1

soustavu takovych v intervalu <O, +oo) ortogonalnich funkci, které spliuji pod-
minku ¢, (0) = 1 (coz je ekvivalentni s podminkou by + b, + ... + by = 1).
Podminka ortogonality je

(2.4) j Polt) @ (o) dt = Sumll@all?, myn=1,2,3,...,

(0]
kde [|¢,il oznaduje normu funkce ¢,(x1), srv. déle rovnici (2.13). Zfejme je Yy(at) =

= llo ™" - pu(ar).
Substituci e* = x v (2.3) se interval 0, + c0) zobrazi na interval (0, 1) a funkce
@ (1) piejde v mnohodlen. Oznadme

(2.5) lot) = e M D _y(e”),
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kde
k
(2.6) D y(x) =3 byt
p=1

Taz substituce v (2.4) dava

) [ 5B (0 05 = Sl

0

Mnohotleny @(x), i =0,1,2,..., jsou tedy na intervalu <0, 1) ortogonalni
s vahou x.

Uvazime-li, Ze mnohoéleny ortogonalni na intervalu €0, 1) s vahou x~'(1 — x)774,
g >0, p-—q> —1, jsou tzv. Jacobiho mnohotleny G(p, q, x) [3], [4], [5]. je
nutné
(2.8) @(x)=D,;.G(2.2,x), D;= konst.,

a dale, vzhledem k vySe uvedenému, srv. rovnici (2.5) ,
(2.9) eor) = De_ye " G (2,2, 7).

Teoric Jacobiho mnohod&lenti je ponejvice zpracovana pro ortogonalisaci na inter-
valu (—1, +1> s vahou (I — &*(1 + &), 2> —1, p> —1; v tomto piipadd
se Jacobiho mnoho&leny oznaduji P$(¢) [7], [8], [9]. Oba defini¢ni intervaly
spolu souvisi substituci € = 1 — 2x nebo ¢ = 2x — 1. NaSemu pfipadu p = 2,
g =2 odpovida A =1, p =0 nebo A = 0, u = 1 a podle SzEGO [9] je

(2.10) G(2,2,x)y=(i+ 1) PO —2x), i=0,1,2,...
ProtoZe podle [8], [9] je '

PE(1) :(" * *) a PU(-1) :(__1).-(&;1)’

i i
plati
(2.11) G2,2,0)=1 a G2,2,1)=(=1)(i+1)"".

Konstantu D; v rovnici (2.8) volime nyni tak, aby byla spInéna podminka ¢,(0) =
=D .G(2.2, 1) = 1 pro vSechna k = 1,2, ... Z rovnic (2.9), (2.1 1) koneéng
plyne
(2.12) o) = (= 1) ke ™ G, (2, 2,7 .

S ohledem na to, e norma Jacobiho mnohoclenu je [P = [2/(i + 1)]3,
([71. [9]), vypocteme z rovnic (2.10), (2.12) a (2.4)

(2.13) e = (2ka) ™.

Ortogonalni funkce e faf), k =1,2,3,..., « > 0, jsou spojité a v intervalu
<0, + o0) ohrani¢ené funkce, pro n&z plati

(2.14) (/)k(()) =1, lim (pk(cxr) =0.

1=+ wo
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Funkce @, («t) ma k — 1 jednoduchych nulovych bodi v intervalu <0, + o) — toto
tvrzeni je dasledkem vztahu (2.9) a zakladnich vlastnosti nulovych boda ortogonal-
nich mnohoélent [7] Pribéh téchto funkci je na obr. [.

Podle [3] je (i = 0. 1,2,
>;2; N +(2)(~I+—;).(3—+—3‘)Ax2——...

(1 +2)(i +3)...2i (20 + I)x-‘
(i + 1) o
Porovname-li (2.15), (2.12) a (2 3), obdrzime pro koeficienty by, ortogonalnich
funkci ¢y(a)

(2.16) by, = (1)*”("')("' + ”1“ 1) pro k= p
A

(2.15)  G(2.2,x) =

a

1
k=1 | (2.17) by, =0 pro k<pu.

S o A

" Koeficienty by, jsou tedy vesmés celistvé.

k=2 i Pro ortonormalni soustavu plati podle rovnice (2.13)

"7‘ ~— (2.18) Yi(ar) = (2ka)* (o) .
k=3 \ _ Ortonormalni funkce ¥ (ar) maji koeficienty d,, =

= (2/{0()% by, zpravidla iracionalni a plati

Yi(0) = (2ka)*,  lim y(af) = 0.

1=+ w
7 Laning a Battin [2] uvadgji p&timistné tabulky
k=5 | o N— ¢ ‘ortonormalnich funkei Wifat), pro a =1, k=12,
o 1 2 3 4 3,4,5, viantervalu 0 £ 1 £ 1 s krokem 0,01, v in-

L . tervalu 1 £ 1 =5 s krokem 0,02 a v intervalu 5 <
Obr. 1. Ortogonalni exponenci- B . L,
alni mnohotleny py(ar), x = 1, =1 < 9,9 s krokem 0,1. Doporuduje se pouZivat rus-
k=1,234,5. kého pfekladu této knihy, v némZ redakce opravila
hodnoty (1) v intervalu 0,45 <t < 0,70.

Matice koeficienti B, Matice koeficientd B = [b,,] je podle (2.16) nekonecna
trojuhelnikova matice, jejiz prvky jsou celistvé a se stoupajicim k v absolutni hodnoté
neomezené rostou. Ctvercovou diagonalni submatici n-tého ¥adu této matice oznadme

(2.19) B,=1[b,], k,pu=12,..,n
Tabulka I udava ¢iselné hodnoty prvki matice By.

Prvky b,, matice B pocitime podle vzorce (2.16), v jiné tpravé

C (- 1) (k= 2) e [ = (1))

(220) by, = (=1 Wi — 1)t
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nebo z nékterého rekurentniho vztahu, ktery plyne z (2.16), napf.
(2.21) st i = (kK + )/(k — p + 1).
Pro viechna pfirozena k plati podle (2.16)
1 /2k
(2.22) boy = (=1} k, bkk=£<k>
a s ohledem na (2.14) je
k
(2.23) by =1. k=123,..
n=1

Rovnice (2.23) umoziiuje jednoduchou, nikoliv viak Gplnou kontrolu spravnosti
radkovych vektorli matice B.

V absolutni hodnot& nejvétsi koeficient b, k-tého exponencialniho mnohoclenu
¢,(at) ma index

. k 1 \?*
(224) o =[5 (e LY,
J2 8k? 4

kde hranata zavorka znamena celou &ast. Prvky matice B, s timto indexem jsou
v tabulce T podtrZeny.

Vztah (2.24) odvodime jako nejvétsi celo&iselné feSeni nerovnosti [by,/by -1l Z
Dosadime z(2.16) a po jednoduché tipravé fesime nerovnost 2> — 3u + 1 — k* £ 0.
Vysledek je (2.24), priCemZ v praxi dobfe poslouZi i vztah

k 3
(2.25) RCIPON BRI BRI
J2 o4
Prvni Elenové posloupnosti ortogonélnich funkei ¢,(«t) jsou tedy
(pl(at) = e*ﬂ!t Ll
(pz(al) = —De¢”% 4 32,
@s(at) = 3e™ — 12727 4 10e 3, ...
atd.
Tabulka I.

Matice By - [by,]. Koeficienty ortogonalnich exponencidlnich mnohotlenit (1) jsou fadkoveé
vektory této matice, k = 1, 2,3, ..., 10.

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-2 3 0 0 0 0 0 0 0 0
3 -2 10 0 0 0 0 0 0 0
-4 30 -60 35 0 0 0 0 0 0
5 -60 210 ~280 126 0 0 0 0 0
-6 105 -560 1260  ~1260 462 0 0 0 0
7 -168 1260 4200 6930 5544 1716 0 0 0
-8 252 -2520 11550 27720 36036  -24024 6435 o of
9 360 4620 -27720 90090 -168168 180180 102960 24310 0
-10 495 -7920 60060 -252252 630630 -960960 875160 ~437580 92378
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3. ORTOGONALNI ROZVOIJE

Funkei f(1), v intervalu <0, +o0) s kvadratem integrovatelné, Ize pfifadit orto-
gonalni fadu

(3.1) ) ~z e onlatt) |

jejiz koeficienty ¢, uréime znamym zptisobem

(32) = oyl 2 j 1) o)
0
k o0
(3.3) ¢ = 2ak bkuj f() e ™=t dt,
p=1 0
neboli
k
(3.4) = ZakZb,m F(/mc), k=1,23,...,
u=1

ozna¢ime-li
F(p) =f (i) e dt
0

Laplacetv obraz funkee (), F(ua) = [F(p)],=pa-
Rozvoj podle ortonormalnich funkei () piSeme

(3.5) 50 ~ 3 )
kde
(39 & = 20, by Fluo)
a tedy o
(3.7) = J2uk ., k=1,2,3,...
Oznacéme
< nekonecné rozmérny sloupcovy vektor koeficienti rozvojc(3.l) {e,h, k=1,2,3,..

F nekonetn& rozmérny sloupcovy vektor funk&nich hodnot {F(ua)}, p = 1,2,3, ...,
Laplaccova obrazu F(p) = Z{f(1)} v ekvidistantnich bodech kladné poloosy
realnych &isel.

OznaCme déle ¢, a F, n-rozmérné sloupcové vektory prvnich n koeficientli rozvoje
(3.1) respektive prvnich n funkénich hodnot F(ua), p = 1,2,3,..., n.

Koeficienty ¢, rozvoje (3.1) jsou podle (3.4) urdeny jako soufadnice maticového
soudinu -

{3.8) c=0C.F,
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v némz € = [C,]. Ci, = 2k. by, je nekonedna trojahelnikova matice, jejiz k-ty
fadkovy vektor je vZidy 2k-nasobkem prislusného fadkového vektoru diive definované
matice B.

Ackoliv je v rovnici (3.8) vyznafeno nasobeni nekoneénou matici €, potitame
soufadnice vektoru koeficienti ¢ = {¢,} kone¢nym poctem operaci, vzhledem k tomu,
Ze matice C je trojuhelnikova.

Ctvercovou diagonalni submatici n-tého ¥adu této matice oznadme

(3.9) ¢, =[C,l, kpu=12..n.

Tabulka 1I udava &iselné hodnoty prvkit matice C,,.
Podle (2.23) a (3.4) plati pro kazdy fadek matice

k
(3.10) Y Gy = 2k .
=1
Tabulka II.
Matice C,( = [C,m] pro vypocet koeficienttt ¢, k = 1,2, ..., 10, ortogonalnich rozvojii podle
funkci ¢ (x1).
2 0 0 0 0 0 9 0 0 0
-8 12 0 0 0 0 0 0 0 0
18 -2 60 0 0 0 0 0 0 0
32 240 480 280 0 0 0 0 0 0
50 -600 2100 2800 1260 0 0 0 0 0
721260 —6720 15120 —15120 5544 0 0 0 0
98 2352 17640 58800 97020 -77616 24024 0 0 0
~128 4032 40320 184800 -443520 576576 384384 102960 0 0
162 -6480 83160 —498960 1621620 -3027024 3243240 -1853280 437580 0
200 9900 -158400 1201200 5045040 12612600 19219200 17503200 -8751600 1847560

Aproximace. Funkce f(t), v intervalu <0, +cx3) se Ctvercem integrovatelnd, je
v tomto intervalu aproximovana v smyslu nejmensi kvadratické odchylky n-tym
¢asteénym souctem ortogonalni fady (3.1),

n
(3.11) f,,(t) =3¢ (pk(act) .
k=1

Pro vypocet koeficientl ¢, k = 1,2,3,..., n, n-tého &asteCného souctu (3.[1)
sta¢i znat funkéni hodnoty Laplaccova obrazu aproximované funkce v bodech
p=rka, x>0, k=1,2,...,n kladn¢ poloosy realnych &isel a dale matici C,,
ktera nezavisi ani na f(f) ani na volb& o. Podle (3.8) plati

(3.12) ¢, =oC,. F,.

Casteené soudty (3.11) konverguji k aproximované funkci f(1) podle stiedu, tj. tak,
7e lim &2 = 0, &2 podle (1.2).

n—+oo
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4, EXPONENCIALN] APROXIMACE

Dosadime-li v n-tém &asteEném souctu ortogonalni fady (3.1)

(3.11) 1740 =k'=i1 ¢, onlat)

za ortogonalni exponencidlni mnohoglen ¢,(at) podle (2.3),

k
oat) = Y be™",
u=1

by, podle (2.16), lze n-ty astecny soudet (3.11) upravit na tvar

n

(4.1 £(t) =Y aMemv .

v=1

ProtoZe podle zavéru odst. 3. funkce f,(f) z rovnice (3.11), (4.1) aproximuje danou
funkei f(1) v smyslu nejmensi kvadratické odchylky na intervalu <0, + o), je tato
funkce (nejlepsi) n-tou exponencialni aproximaci v smyslu poznamky 2 tvodniho
odstavce.

Vypoéteme
al’ = 2 b s
K=1
coZ lze podle (2.17) psat
(4.2) a,="TB, .c

kde a, oznaduje sloupcovy vektor koeficientti {a®}, v = 1,2,3,...,n,2 TB, je trans-
ponovana matice B,. V rovnici (4.2) dosadime za ¢, z (3.12), takZe koeficienty {a"}
n-té exponencialni aproximace nakonec obdrZime jako soutadnice maticového souéinu

(4.3) a, = oA,F, .

n

Matice A, = [A)] jsou soumérné matice ¥adu n, které nezavist ani na x ani na
£(1) respektive F(p),

(44) Aftnv) =2 Z kbkubkv ) A(") = A(")
k=1

v vy oo
myv=1,23 ...,n.
Nekolik prvnich ¢lent posloupnosti matic {A,}, n = 1,2, 3, ..., 6, je v tabulce I11.

Kontrola sprdvnosti matic A,. Funkce e™' je sama sobé nejlepSi exponencialni
aproximaci pro libovolné n = 1,2,3, ..., « = 1. Této funkci odpovida sloupcovy
vektor funkénich hodnot Laplaceova obrazu F, = {;, ;, - l/(n + 1)} Vynasobime
timto vektorem matici A, zprava a jako vysledek obdrzime n-rozmérny vektor
koeficientl pFisluiné n-1é aproximace, totiz a, = {1,0,0,...,0}.
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Postup lze zkratit tak, Ze seCteme vzdy prvky téhoZ sloupce a vytvofime fadkovy
vektor

n=1 n=

n n n
— n) (n) n)
Sy = [ Z ALI!’ Z AMZ:' AERE] Z A;.Ul
1 n=1

Skalarni soudin vektoru s, a vektoru F, = {3, %, ..., 1/(n + 1)} je podle pfedchoziho
s . F = 1.

n n

Poznamka, Pro usporu mista piSeme soufadnice sloupcového vektoru ve sloZené zdvorce { }
a souiadnice fddkového vektoru v hranaté zavorce [ ] — oznaceni zavedl TurNBULL [11}.

Tabulka III.

Matice A; az A, pro vypocet koeficientl prvni az Sesté exponencidlni aproximace podle (4.1)

18 24 72 -240 180
Ay =21, A, - [ ] , Ay =] -240 900 -720
24 36 180 -720 600

200 1200 2100 -1120
1200 8100 -15120 8400

47| 2100 —15120 29400 -16800 |’
~1120 8400 —~16800 9800

450 4200 12600 -15120 6300

-4200 44100 -141120 176400 -75600

Ag = | 12600 141120 470400 -604800 264600
-15120 176400 -604800 793800 -352800

6300 -75600 264600 -352800 158760

882 11760 52920 -105840 97020 -33264
~11760 176400 —846720 1764000 -1663200 582120
52920 -846720 4233600 -9072000 8731800 —3104640
-105840 1764000 ~9072000 19845000 19404000 6985440
97020 -1663200 8731800 ~19404000 19209960 6985440
~33264 582120 -3104640 6985440 -6985440 2561328

A -

Interkalarni aproximace. Konvergence exponencialnich aproximaci k aproxi-
mované funkci podle stfedu vibec nezaruduje konvergenci v obvyklém smyslu
a uchylujeme se proto zpravidla k sumaci v smyslu Cesarové. JestliZze v nékterém
bod& ;, 0 < t; < +oo jsou dvé sukcesivni exponencialni aproximace [, (1;) a
£.(1;) jedna horni a druha dolni aproximaci funkéni hodnoty f(t;), aniz by viak pro
n— +o k této funkéni hodnoté konvergovaly, je f(1;) nezfidka aproximovéna
s podstatné mensi absolutni chybou, 6 = |f(ti) ffﬂ(t,-)f. aritmetickym primérem
dvou sousednich exponencialnich aproximaci.

Bud f,(1), n = 1,2,3,... nejiepdi exponencialni aproximace funkce f(t) v smyslu
nejmensi kvadratické odchylky. Funkci

(4.5) foo8) = 5 fus(0) + fil0)]

nazveme interkaldrni, tj. vlozenou, n-tou aproximaci funkce f().



Podle (3.11) je f,(1) = f.-(t) + ¢, @,(21) a pro interkalarni apro ximaci tedy podle

(4.5)
(4.6) Fu i) = fuci (1) + S, (o)

Interkalarni aproximace zpravidla nejsou aproximace v smyslu nejmensi kvadra-
tické odchvlky. Pro kvadratickou odchylku interkalarni aproximace

@ R
viak plati
(4.8) b S 5y

kde &7, ¢, podle (1.2).

AN
&
(8

)

Tento vztah dokazZeme piimym vypoctem za pomoci Parsevalovy roviosti

o0 ¢4}

(4.9) J Sy dt =Y Hlg,? .

Znamym zpisobem vypocéteme

(410) d=| Uoppa= 3 e,
k=nt1
(4.11) En 1 “‘j‘ (f = fumy)? dt = chllo,|? + &
a konegng, pouzijeme-li (4.6),
@) Ay [ g Ldtod? 4 2
o

Odtud jiz zfejm& plyne (4.8).

Koeficienty {a{"~*'} interkalarni aproximace f,. (1) lze potitat obdobnym zpii-
sobem jako koeficienty {af™

Oznaéme A, m, n pfirozené, m = n, &tvercovou matici m-tého fadu, ktera
vznikne vroubenim matice A, m — n nulovymi sloupci zprava a m — n nulovymi
fadky zdola. A, je tedy diagonalni submatici matice &A™ a ziejm& A" = A

Prvky matice A(™ oznagime A%}, stejné jako prvky matice A,, ptigemz doplnime

A = 0 pro p > n nebo v > n, srv. (4.4).
Prvky A, matice A" a A matice A™, r.s=1,2,3, ..

vy r vy

., M nazveme stejno-
lehlymi prvky obou matic, jestlize u; = u,, v, = v,.

Stejnolehlé prvky matic z posloupnosti {A,}, n = 1,2,3,... jsou podle (4.4)

a (2.16) téhoZz znaménka. Posloupnost {4V}, n = 1,2, 3, ... stejnolehlych prvkii

matic A" m > n je podle pfedchoziho monotonni a neohranidena.
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Koeficienty {a{"~ ¥} interkalarni aproximace f,_,(f) pocitime jako soufadnice
maticového soucinu

(413) a,_y = oA, _,F,
kde
(4‘14) ' An—% = ;( Af."_)I + An) .

Matice A, _, jsou &tvercové soumérné matice n-tého fadu a jejich prvky jsou cela
¢isla. ProtoZe, jak vySe uvedeno, je posloupnost stejnolehlych prvkd matic A,
{Aﬁf;’}, n=1,2,3,... neomezena a monotonné rostouci pro r + s sudé respektive
monotonné klesajici pro r + s liché, jsou stejnolehlé prvky matice A, _, v absolutni
hodnoté nejvyse rovny stejnolehlym prvkim matice A, A" 2| < 4™,

Prvni Clenové posloupnosti matic {A,_,}, n = 1,2, ..., 6 jsou v tabulce IV.

Kontrolu spravnosti matic A,_, provedeme tymz zpisobem jako kontrolu sprav-
nosti matic A

n*

Tabulka LV.

Matice A 5 aZ A; 5 pro vypocet koeficientd druhé az Sesté interkalarni exponencialni aproximace
podle (4.13).

45 132 90
- [Jg *:z] Ay =| 132 468 360 |,
90 -360 300

136 720 1140 -560
-720 4500 -7920 4200
1140 —7920 15000 --8400
-560 4200 -8400 4900

Ay s =

325 -2700 7350 8120 3150

-2700 26100 -78120 92400 -37800

Ay s = | 7350 78120 249900 -310800 132300
~8120 92400 -310800 401800 176400

3150 -37800 132300 176400 79380

666  ~7980 32760  —60480 51660  -16632"

~7980 110250 -493920 970200 -869400 291060

Ag s = 32760 493920 2352000 -4838400 4498200 --1552320
60480 970200 4838400 10319400 --9878400 3492720

51660 869400 4498200 -9878400 9684360 -3492720

-16632 291060 ~1552320 3492720 -3492720 1280664

Piikiady. Ptiklad 1. Funkce f(r) = ¢” 7', { = 0 ma Laplacetiv obraz F(p) =
= (p + 7). Pfislusi ji tedy vektor F, = {1, §. 15 1} Ctvrta exponencialni aproxi-
mace této funkee je tedy podle vzorce (4.3) (potfebnou matici A, najdeme v ta-
bulce 111)

e —0,152e7" + 1,636e7 % — 4,773¢7 3 + 42427 120,
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Chybu aproximace ukazuje tato tabulka:

r=-00 f,=20955 e~ 7t = 1000 A= —0,045
4

0,1 0,511 0,497 40,014
0,2 0,260 0,247 40,013
0,3 0,123 0,122 +4-0,001
0,4 0,053 0,061 -—0,008
0,5 0,019 0,030 —0,011
0,6 0,006 0,015 0,009

Priklad 2. Ze Sesté interkalarni aproximace funkce
f 0 pro t <0,
f() = -ll — singnt pro 0 <t < 1,

0 prot =1,
lze odvodit
sin inr & 1 — 0,0356e  — 0,5618¢7% + 9,9116e %" — 34,6322¢ ™4 4
+ 37,5095¢7% — 13,1821 %", 0<t=s 1.
Chybu aproximace ukazuje tabulka (& = t.90°):
£= 0 f55 = 0009 sin&=0000 A= 0,009

18° 0,301 0,309 - 0,008
36° 0,597 0,588 0,010
54° 0,815 0,809 +0,006
72° 0,937 0,951 —0,015
90° 0,990 1,000 0,010

Piiklad 3. Stfedni korelaéni funkce telegrafniho signalu pifi pfenosu Morseova
kodu je podle Charkévice [10] v podstaté popsana funkci
’ 0, < -1,
L+, -1 =21t<0,
f(f)“'ll—r, 0o<t<1,

{ 0, Tz,

(srv. obr. 2).

Prislugna Sest4 interkalarni aproximace je

fs,5(t) = 0383777 — 54771e 2" 4 17,0295¢7 31 — 4,8208¢ 47 —
— 17,7504¢°1" + 11,6683e~°I" |

kde o = 1 a zfejmé 1 = || 2 0. Chyba této aproximace je

[t] = 0,0 f55 = 1,033 f=1000 A~ +0,033

0,2 0,807 1,800 40,007
0,4 0,608 0,600 +0,008
0,6 0,374 0,400 ~ 0,026 .
0,8 0,186 0,200 0,014
1,0 0,069 0,000 10,069
1,2 0,009 0,000 40,009
1,4 0,014 0,000 —0,014
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Ortogondlni rozvoje téze funkce jsou (opét pro « = 1)

(1) ~ 0,7358¢, + 0,4630¢, — 0,1490p; — 0,1535¢, +
+ 0,1117¢p5 + 0,0505¢0, + ...

f(1) ~ 0,5203%, + 0,2315¢, — 0,0608¢, — 0,0543¢, +

10,0353 5 + 0,016 + ... .

Priklad 4. Ortogonalni rozvoje a exponencialni aproximace funkce

JO, t <0,
[, 0<1<05,
FO=1"2 os5<i1<1.
0, 1 ¢
7 1-
T et
-1 0 1 0 y

Obr. 2. Aproximace fs 5(7) korela¢ni funkce
(priklad 3).

pro riizna « jsou
S(t) = 1,0454¢, + 0,4232¢, — 0,5311¢p; — 0,2374¢, +
+ 0,3666¢5 + ..., a=1;

1) = 0,646le™" — 8,4871e 2" + 16,6532¢ 73" 4 44,8844 % —
6

— 109,6452¢ 5% + 57.1390e™ %, o =1

fo(t) = —0,7255¢7 %" + 12,9074¢™" — 64,4401e™ %" + 120,8694¢ 2" —

— 84.1743¢ 752 4 163549073 @ =1

folt) = —1,9880e2 + 27,8647¢™* — 38,8723¢ %' — 42,7413¢"% +

+ 111,5064¢1%" — 54,9139¢7 1%, o= 2.

Aproximace f¢(r) pro « = 2 je zakreslena na obr. 3.

5. ZAVER

Vypodet koeficienti b, ortogonalnich funkei ¢, (af) v 2. odstavci této prace byl
proveden zptsobem, ktery naznatuje N. K. Krug [1]. Laning a Battin odvozuji
funkce q),‘(oct) Schmidtovym ortogonalisaénim procesem, tyto funkce pro k = 1, 2, 3,

2
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Obr. 3. Exponencidlni aproximace f¢(r),
v o= 2 (priklad. 4).



4, 5 sice tabeluji, avsak k obecnym zakonitostem nedospivaji. Matice B, a nékteré
vlastnosti jejich prvkd, tj. rovnice (2.20) aZz (2.25), v citované literatufe uvedeny
nejsou.

Vychozi vztahy a rozvoje z odstavee 3 a 4 uvadi N. K. Krug [1]; maticovy poet
vsak, pokud je nam znamo, pro dalsi zjednoduseni vypoctu koeficientti exponencial-
nich aproximaci v literatufe dosud pouZit nebyl.

Koeficienty a{™ exponencialni aproximace

(4.1) flt) = ae™™ + alle ¥ 4 L g™
funkce f(7) v intervalu <0, +c0) se Etvercem integrovatelné vypodteme pro dané
o > 0 a n podle metody uvedené v tomto ¢lanku takto:

I. Najdeme Laplaceiv obraz F(p) = Z{f(1)} aproximované funkce.

2. Vypocteme funkéni hodnoty Laplaceova obrazu F(p) pro p = o, 20, 3a, ..., no.
Je-li aproximovana funkce zadina graficky nebo tabelarné, vypedteme nékterou
z grafickych nebo numerickych metod integral

Fluo) = J‘ f(r) e ™ dr pro p=1,2,...,n.
0

3. Néasobime sloupcovym vektorem F, = {F(«), F(2«), ..., F(na)} zprava matici

n

A kterou pro n = 1,2, ..., 6 najdeme v tabulce HI. Podle vzorce
(43) a, = ‘*%An Fn
{ ()

jsou soufadnice sloupcového vektoru a, = {a{”, a$”, ..., a{”} hledané koeficienty

exponencialni aproximace (4.1).

V tomto ¢lanku se nezabyvame otdzkou optimalni volby parametru o, 0 némz
Laning a Battin ([2], dodatek D) fikaji: ,,Volime vhodnou hodnotu « tak, aby funkce
e 7" se bliZjla k nule pfiblizng stejné rychle jako f(#)*.

Tato prace vznikla pii studiu syntézy Krugovych tvarovacich Styipold [ 1] na Elek-
trotechnické fakulté CVUT v Praze v seminéfi o linearnich dynamickych soustavach
prof. Pirka, jemuZ je autor zavazdn dikem za podnét a Gc¢innou podporu pfi feseni
poloZené otazky.
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Pe3rome
ATINPOKCUMALIMA TTOKA3SATENbHBIMU GYHKUNUAMMK
OTAKAP SPOX (Otakar Jaroch)

B cTtarThe OMUCHIBACTCS HOBBIH METO/L BBIMUCIACHUS KOIDDULHEHTOB nokasarTeib-
Holl annpokcumaunu QyHkunil B untepsane {0, +00). MeToa xapakTepusyercs
TCM, YTO MCXOJIHBIMHM SABJSIOTCS 3HAYEHUS W300PAKEHUS alNPOKCUMNDPYEMOii (yHk-
M no Jlannacy, u 3HaucHus K0IQQUUHCHTOB annpoKCHMAaLMH NOJYYa0TCs NyTeM
YMHOXEHUST MaTpHilbl Ha cTosOuesoit BexTop. HekoTopble MeTOIbl CHHTC32 JH-
HEHBIX JNEKTPUYECKUX Uereldl OCHOBaHbL Ha 3TOW anmpoKCUMaUUH, HanmpuMmep,
Janunr-Barrun [2] u H. K. Kpyr [1].

OcHOBHBIC CBOMCTBA NMOKA3ATEAbHBIX NOAMROMOB (0 {xt) TIOABITOXUBAKOTCH B yac-
TH 2. QOpMYIIBI JUIs BbIYHCIIEHUA KOIPPULKHEHTOB COOTBETCTBYIOIEr O OPTOrOHAJb-
HOI'O psi/la BbIBEIEHBI B 4acTu 3.

MeTon BbiucieHust KodPPUUACHTOB OKA3ATEALHON anmpoxcumMaLn (CM. ypas-
wenve 1.1) nanaraercs B wactu 4. JIns Bolaucncaust kodappuumMeHToB n-0if anupoxkcu-
Maluun TpebyeTcst BBIYMCIHTE cHavala 3HadeHust u3obpaxenus no Jlamiacy anmpo-
KCUMUPYEMOH (DYHKIUM B 1 PaBHOOTCTOSILMX TOYKAX MONOXUTEIBLHON NOIYOCH
JENCTBUTEIIBHBIX UYMCEI. DTH 3HAUSHUs SIBISIOTCS KOOPAMHATAMHM CTOJNOLEBOTO
Bektopa F,. KoapduuuenTsl nokazarembHON anmpoKCHMALWK BLIMHCISIOTCS 1O
bopmyne (4.3). MaTpuubl, HyXHbIE [UIs BbIYHCICHHSA ITHX KOIP(PUUMEHTOB, HAXO-
aatest B tabmuue I, Beoautes moHsirMe uuTepkanapHoi anmpoKCHMAaIKy, oripele-
JIEHHOH Kak apud)MeTHUCCKOE Cpe/iHee NBYX IOCJICAYIOUIMX armpoKCUMalui. —
B KOHLE 4-00f yacTtu HaxXoOsTcsl TOXC MPUMEPLI MPUMCHCHUS HM3JTOKECHHOTO METOda
ANMmpOKCUMALINH,



Summary
APPROXIMATION BY EXPONENTIAL FUNCTIONS
OTAKAR JAROCH

A new method for computing the coefficients of the leastsquares exponential
approximation of a given function is described. There are two characteristical features
of the method. 1. Certain values of the Laplace transform of the approximated
function are the starting-point of the procedure. 2. The coefficients are computed
by multiplying a matrix by a column vector. — Several methods of linear networks
synthesis are based on this type of approximation (see Laning-Battin [2], N. K.
Krug [‘])

Basic properties of the orthogonal exponential polynomials ¢ (ar) are stated
in Part 2. Formulae for the computation of the coefficients of the corresponding
orthogonal expansion of a given function are derived in Part. 3.

The calculation of the coefficients of the exponential approximation (cf. eq. 1.1)
is described in Part 4. When computing the coefficients of the n-th approximation, it
is necessary first to calculate the values of the Laplace transform of the approximated
function at n equidistant points of the positive real axis. These values are the coordin-
ates of the column vector F,. The coefficients of the exponential approximation are
computed by means of eq. 4.3. The matrices necessary for this calculation are given
in Table I11. The concept of intercalary approximation is introduced as the arithmet-
ical mean of two successive approximations. Part. 4 contains illustrative examples.

Adresa autora: Dr. Otakar Jaroch, CVUT, Praha 2, Na bojiti 3.
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