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SVAZEK 6 (1961) APLIKACE MATEMATIKY CISLO 4

STANOVENIE GEOMETRICKYCH PARAMETROV
PRE KONSTRUKCIU MECHANIZMOV NA RIESENIE ROVNIC
PARABOLY n-TEHO STUPNA

ANDREJ MEDVEC
(Doslo dne 1. zafi 1960.)

V tomto ¢ldnku je ukdzand analytickd metéda stanovenia geometrickych
parametrov pre kon$trukciu rovinnych mechanizmov na rieSenie rovnic
paraboly n-tého stupiia. Analytickym spdésobom sa stanovia geometrické
vzfahy medzi premennymi a kon§tantami danej funkcie, na zéklade ¢oho sa
navrhne kinematickd schéma hladaného mechanizmu na rieSenie tejto
funkcie.

1. UVOD

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberaf stanovenim geometrickych parametrov pre
konstrukciu mechanizmov s jednym a viacerymi stupfiami volnosti, na rieSenie
rovnic paraboly n-tého stupna.

Pri rieSeni tychto uloh budeme vZdy vychadzaf z analytického tvaru danej funkcie.
Po uréitom Stiepeni tejto funkcie, ako to uvidime v dal§om, na systém viacerych
rovnic, navrhneme geometrick konstrukciu, ktora je bezprostrednym geometrickym
vyjadrenim vztahov medzi premennymi analytického vyrazu.

Podla tejto geometrickej kon§trukcie navrhneme kinematickd schému hfadaného
mechanizmu.

Pri uvedenom postupe budeme povaZovat premenné veli¢iny x a y za pravouhlé
stradnice stradnicového systému (x, y), v ktorom ma hladany mechanizmus pra-
covat.

2. STANOVENIE GEOMETRICKYCH PARAMETROV
PRE KONSTRUKCIU MECHANIZMU NA RIESENIE ROVNICE PARABOLY
DRUHEHO STUPNA

Nech je dana rovnica paraboly druhého stupiia s premennymi koeficientami
dg, d;, ds

(1) y=a;x* + a,x + as,
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pri¢om kaZda z premennych x, y, dy, 4,, a; mézu nadobudnif Tubovolnych redlnych
hodnot istého intervalu, tj.

(2) o £x £ By,
(ngy éﬂl,
aiéaiéﬁia i:3!455'

Zavedenim novych premennych (parametrov) rozitiepime danu funkciu (1) na
viacero rovnic a to takym spdsobom, aby sme po eliminacii tychto premennych
obdrZali pdvodnu rovnicu (1) takto:

Upravou rovanice (1) je

(1a) y = x(a;x + a,) + a;.
Zvolme teraz nové funkcie pomocou premennych &,, n, takto:
(3) Szl =X H

(4) Hy = ax + a,.

Po dosadeni (3) do (4) dostaneme rovnicu tvaru

(5) Ny = a; &y, + a,

a po dosadeni (3), (4) do (1a) je

(6) y =& + a;s.

Eliminaciou premennych &, a #; z rovnic (3), (5) a (6) zrejme dostavame opéf funk-
ciu (1).

Dalej pokratujeme tak, Ze nakreslime dva rovinné pravouhlé stradnicové systémy
(x, ») a (&, n,), ktorych poéiatok nech je bod O, obr. 1. Rovnica (5) je vzhladom
k stradnicovému systému (£, n,) rovnicou priamky, ktord je na obr. | oznafena
pismenom (b). Zako6tujme tieZ na obrazku hodnoty veli¢in a, a

(N o = arctga; .
Potom podla (3) zvolme so zretelom na (2) hodnotu sdradnice &, = x, ktorii zakétu-

jeme tieZ v obrazku, na zaklade &oho mdZeme vySetrif i polohu bodu B(&,,n,).
Upravme dalej rovnicu (6) do tvaru

) Yy —as M
6a — =
(6) &1
a z iimery rovnice (6a) mdZeme graficky vySetrit polohu bodu A(x, y) funkcie (1) tak,
ako je to vidno na obr. 1.

Venujme teraz pozornost navrhnutiu kinematickej schémy mechanizmu pre riesenie
rovnice (1) podla geometr. konstr. zndzornenej na obr. 1. Zvolme na obr. 2 tie isté
suradnicové systémy (x, ) a (&, ;). Podla obr. 1 pri postupnom nadobudani roéz-
nych hodnét pre premenné veliiny jasne vidime, ako body O, A4, B, C, D, E, F menia
svoje polohy, po akych trajektdériach sa pohybuju, na zaklade ¢oho lahko urCime
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pocet Elenov a kinematickych dvojic pre mechanizmus znazorneny na obr. 2. (Porov-
naj obr. | z obr. 2.) Mechanizmus zrejme musi vyhovovat podmienke

(8) i=k—-1=5-1=4,

kde je: i — pocet stupnov volnosti mechanizmu,
k — pofet premennych veli¢in v rovnici (1).

i Axy)
a3
\ ¢
F
I‘ y
(b)
o BIE)
DN
0 e\ g,
el D
4
| = ]
Obr. 1.

V pripade, Ze¢ v rovnici (1) budeme povazovaf koeficienty ay, a,, a; za konstantné,
potom podla (8) je
) i=k—-1=2-1=1.

Podmienku (9) moZeme splnil uberanim stupfiov volnosti pomocou zaistovacich
skrutiek, oznadenych na obr. 2 &islicami 1, 2, 3, potom zrejme bod A(x, y) opise
graf paraboly druhého stupna.

Je potrebné eSte urobit na jednotlivé ¢leny mechanizmu stupnice pre velidiny
X, J, dy, d, a3 v rozsahu podla (2) a mechanizmus méZeme pouZit pre poditaci stroj
na rieSenie funkcie (]) TotiZ po nastaveni Tubovolnych Styroch velic¢in z x, y, a,, a,,
a3 piatu mézeme odcitat na uvedenom mechanizme.

V pripade, Ze v rovnici (1) budu premenné veli¢iny a,, a,, a; lubovolnymi funkcia-
mi dalsich premennych z,, z,, z5, t.

(10) ai :fl(zl)s oy £z = Py
Ay :f2(22)1 u, =z, £ 6,
A3 =f3(33)s uy £ z3 £ f5,



dostavame podla (1) a (10) funkciu tvaru

(”) y =f1(21) x* +f2(22) X +f3(23)7
ktort mdZzeme riesit tieZ uvedenym mechanizmom za predpokladu, Ze prislusné stup-
nice na tomto mechanizme budu znzornené podla funkcii (10).

Rovnice (3), (5) a (6a) mdZeme nazvaf zobrazovacimi rovnicami mechanizmu
schematicky znazorneného na obr. 2.
Vil

Alxy]

-~
.

4N
uQ

(b)

o ]

% &

Obr. 2.

PovaZzujme v rovnici (1) koeficienty ay, a,, a5 za konstantné. Potom podfa (9)
mechanizmus znazorneny na obr. 2 mé jeden stupeil volnosti a bod A(x, y) opise graf
paraboly druh¢ho stupiia. Ked zvolime hodnotu

y=20,
podla (1) je
(1b) a;x* + ax +a; =0,
tj. tam, kde os x pretina Ciaru (l), st body, ktoré geometricky zobrazuja redlne hod-
noty korefiov algebraickej rovnice (1b). Dizka abcis tychto priese¢ikov numericky
vyjadrena dava hodnoty koreitov.
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3. STANOVENIE GEOMETRICKYCH PARAMETROV
PRE KONSTRUKCIU MECHANIZMU NA RIESENIE ROVNICE PARABOLY
TRETIEHO STUPNA

Nech je dana rovnica paraboly tretieho stupfia s premennymi koeficientami
ay, A, A3, g
(12) y = a;x® + a,x* + asx + a,,
pricom kazdd z premennych x, y, ay, a,, a;, a, mdZe nadobudnut [ubovolnych
realnych hodnét istého intervalu, tj.

[y

(13) o,

5]

Q= ®

i=34,56.

A NIAHIA
IACNIA TIA

= ™™
BN

i

-

Zavedenim novych premennych (parametrov) rozstiepime dant funkciu (12) na
viacero rovnic a to takym spdsobom, aby sme po eliminécii tychto premennych
obdrzali pdvodnu rovnicu (12) takto:

Upravou tovnice (12) je

(14) = x(a;x* + a,x + a3) + a,.
Zvolme teraz nové funkcie pomocou premennych £, n, takto:
(15) & =x,
(16) n = a;x* + ax + ay.
Po dosadeni (15) do (16) dostavame rovnicu tvaru
(17) mo= @i+ axdy +ay
a po dosadeni (15), (17) do (14) je
(18) y=24&m + as
a Gpravou rovnice (18) je
y—a M

(19) 71—1 =T

Dalej pokragujme tpravou rovnice (17) do tvaru
(20) m = 51(%51 + az) + a;
a zvolme dalsie funkcie pomocou premennych &, a 7, takto:
(21) & =2¢&,
(22) Ny =a,& +a,.
Po dosadeni (21) do (22) dostavame rovnicu tvaru
(23) Ny = a;¢, + a,
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a po dosadeni (21), (22) do (20) je po uprave

i — 4z N2

(24) 3 .

Podla uvedeného je zrejme, Ze eliminaciou premennych &, ny a &, 11, z rovnic
(15), (17), (18), (21), (23) a (24) obdrzime povodni funkciu (12).

Dalej pokradujeme tak, 7e nakreslime tri rovinné pravouhlé saradnicové systémy
(x, ), (£, my) a (&, n,), ktorych po&iatok nech je bod O, znazornené na obr. 3
a podla zobrazovacich rovnic (15), (17). (19), (21), (23) a (24) zostrojime konstrukciu
pre grafické rieSenie rovnice (12) takto:

Ax,Y)

140,

T

©) /

/ BN
AN

a, £
v n,
m
SN

Y
e
G
Yl
[ A

x=£=8,

Obr. 3.

Rovnica (23) je rovnicou priamky, ktord je znazornena na obr. 3 a oznaleni

pismenom (¢). Sticasne zakdtujeme na obr. hodnoty veliin a, a
(25) o == arctg a, .

Potom podla (15) a (21) zvolme so zretelom na (13) hodnotu stradnice x = &; = &,,
ktord zakétujeme tieZ v obrazku, na zidklade ¢oho mdZeme vySetrit 1 polohu bodu
C(&,, 7). Z amery rovnice (24) mdzeme graficky tieZ vySetrit polohu bodu B(&,, 1)
funkcie (16) tak, ako je to vidno na obr. 3. Podobne z tmery rovnice (19) vySetrime
graficky polohu bodu A(x, y) funkcie (12) tak, ako je to vidno na obr. 3.
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Venujme teraz pozornost navrhnutiu kinematickej schémy mechanizmu pre rieSenie
rovnice (12) podla geometrickej kon§trukcie zndzornenej na obr. 3.

Zvolme na obr. 4 tie isté siradnicové systémy (x, y), (¢, 1,) a (€5, 1,). Podla obr. 3
pri postupnom nadobidani réznych hodndt pre premenné veli¢iny vidime, ako body
0, A. B, C, D, E, F, G, H menia svoje polohy, po akych trajektériach sa pohybujt,

/ g

Obr. 4.

na zaklade ¢oho Tahko uréime pocet ¢lenov a kinematickych dvojic pre mechanizmus
znazorneny na obr. 4. (Porovnaj obr. 3 s obr. 4.) Tento mechanizmus zrejme musi
vyhovovaf podmienke (8), ktora v tomto pripade je

i=k—-1=6-1=5.

V pripade, Ze v rovnici (12) budeme povazovat koeficienty ay, a,, as, a, za kon-
§tantné, potom podla (8) je

(26) i=k—1=2-1=1.

Podmienku (26) méZeme splnif uberanim stupfiov volnosti pomocou zaistovacich
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skrutick oznaCenych na obr. 4 {islicami 1, 2, 3, 4, potom zrejme bod A(x, y) opile
graf paraboly treticho stupfia (12).

Je potrebné eSte urobit na jednotlivé Eleny mechanizmu stupnice pre premenné
veliginy v rozsahu podia (13) a mechanizmus mdZeme pouzif pre poditaci stroj na
rieSenie funkcie (12). Totiz po nastaveni Iubovolnych piatich premennych veli&in
Siestu moézeme od¢itat na uvedenom mechanizme.

V pripade, 7e v rovnici (12) buda premenné velidiny a,, a,, a3, a, Tubovolnymi
funkciami dalSich premennych z,, z,, z,, z4, tj.

(27) ay :fl(zl) , oy 2z 2By,
a; :fz(zz)s o £z, £ B,,
as :fB(Zj), oy £ z3 £ By,
a4=f4(::4), oy £ 24 = fa,

dostavame podla (12) a (27) funkciu tvaru
(28) v = fi(z0) x> + f2(22) x* + fa(z3) x + fulza),

ktort mozeme riesit uvedenym mechanizmom za predpokladu, Ze prislu§né stupnice
na tomto mechanizme budu znazornené podla funkeif (27).

Rovnice (15), (17), (18), (21), (23) a (24) mdZeme nazvaf zobrazovacimi rovnicami
mechanizmu, znazorneného na obr. 4.

PovaZujme v rovnici (12) koeficienty ay, a,, as, a, za konstantné. Potom podla (26)
mechanizmus znazorneny na obr. 4 mé jeden stupeii volnosti a bod A(x, y) opise graf
paraboly treticho stupnia. Ked zvolime hodnotu

y=0,
podla (12) je

(12a) a;x* + ayx® + ax +a, =0,

tj. tam, kde os x pretina Giaru (12), st body, ktoré geometricky zobrazuji redlne hod-
noty koreiiov algebraickej rovnice (12a). Dizka abcis tychto priesedikov, numericky
vyjadrenda, dava hodnoty koretiov.

4. STANOVENIE GEOMETRICKYCH PARAMETROV
PRE KONSTRUKCIU MECHANIZMU NA RIESENIE ROVNICE PARABOLY
n-TEHO STUPNA
Nech je dané rovnica paraboly n-tého stupfia

(29) y=apx"+ ax""" + a,x""? + .+ a, ,x° + a,_x + a,

s premennymi koeficientami

(30) Ay, ay, Ay veny an—la a,,

pricom kaZda z premennych

(3]) X, ¥, Ao, Ay, gy ey dy—1, Qg
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mdZe nadobudnit fubovolnych realnych hodnot istého intervalu

(32‘) ‘ wp £x =By,
O(Zé—y 5325
ai§a1§ﬂi’ i=394’5"-~

Zavedenim novych premennych (parametrov)
(33) ST ST STUUIE SHIPY P
Nis M2y H3seees Hn—25 Hn—1

rozitiepime danu funkeiu (29) na viacero rovnic a to takym spdsobom, aby sme po
elimindcii tychto premennych obdrzali povodnu rovnicu (29) takto:

Upravou rovnice (29) je
(34) yo=x(apX" "+ a X" 4 o+ 4, ,X o+ a,y) +oa,.

Zavedenim novych premennych &, a n; mdZeme rovnicu (34) rozitiepit takto:
Nech

(35) Ei=x
a
(36) M= aoX" L4 ax" P A ot a, X+ a, .

Po dosadeni (35) do (36) je

(37) no=aol" 4 @&+ a8+ a,
a po dosadeni (35), (37) do (34) je
(38) . V= Eymy + a,.

Podobne pouitim dalsich premennych &z, 12 mdZeme rozstiepit funkciu (37). Teda
upravou rovnice (37) je

(39> 0y = 51(0051_2 + 6115"1—3 + .- ta, 58+ an—Z) + a,_y .
Nech

(40) =4

a

(a1 Mo = ol 4 a8y 0 g A,

Po dosadeni (40) do (41) je

(42) Hy = apéh 4 0152/3 *ovta, 38 +a,,
a po dosadeni (40), 42) do (39) je

(43a) N o= & Tl
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Teda podla (35), (40) a doteraz uvedeného musi platit, Ze

(43) él =X,
Ez = Lf] 5
Cv3 - éz,
fn-l = éu*l

Podobne podla rovnic (37), (42) je

(44) Hy = aoé'i” + 5‘1‘5'11_2 + o a0l oA,
My = aply >+ a &5 + a8+ a,,,
ny = aofy P+ @ &7 + L+ a,als +oa, s,
-3 = Aol + @&l 3 + ay5,_5 + a3,
Np—2 = aoéf—z + a6z +az,
Ma1 = Aobu—1 + a;

a podobne podla rovnic (38), (43a) je

(45) 1My -y ta =0,
Eama ~1n ta=0,
VR - n; +d-p =0,

5"“2’1"-2 — Hp-3 + 5 = 0’

i.:n—lr]u~1 ~ Np—p ay =0.
Z uvedeného je vidno podla (43), (44) a (45), Ze dand funkciu (29) sme rozstiepili na
3(n — 1) rovnic, zavederim parametrov (33). Teda climinovanim parametrov (33)

z rovnic (43), (44) a (45) musime obdrZat povodnu funkciu (29).

Grafick kon§trukeiu pre rieSenic rovnice (29) ako aj konStrukciu kinematickej
schémy mechanizmu pre rieSenie rovnice (29) urobime aj v tomto pripade podobne,
ako sme to uZ videli v ods. 2a 3, &o je vidno z rovnic (43), (44) a (45). Ticto konstrukcie
v ¢lanku nic st prevedené,

V pripade, Z¢ v rovnici (29) premenné veliginy (30) budd [ubovolnymi funkciami
dalSich premennych

(46) Z05 245 Za5 oo Zp—15 Zy»
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1j.

(47) ag = fo(zo) 5 oy =Zzo =B,
ay _fl(Zl)9 o =2z, =B,
a; = fz(zz) s o, =2z, =B,
Ap—y = fnf‘l(zn—l) s Oy § Zn—1 é ﬁn—l b
ay = f‘n(zn) ’ Oy g Zn _g_ ﬁn ’

dostavame podla (29) a (47) funkciu tvaru
(48) y = [f()(zo)] x" + [fl(zl)] X” ! + o+ [fn—l(znvl)] x + fn(zn) 5

ktori moZeme riesif ticZ pomocou mechanizmu, za predpokladu, Ze prislu§né stup-
na tomto mechanizme budii znazornené podla funkcii (47).

Rovnice (43), (44) a (45) mdZeme nazvaf zobrazovacimi rovnicami mechanizmu
pre rieSenie paraboly n-té¢ho stupna.

Povazujme v rovnici (29) koeficienty (30) za konstantné. Ked zvolime hodnotu

y=0,
podla (29) je

(29a) agx" + ax" '+ ax" P+ . +a,_x+a,=0.

Realne hodnoty korefiov algebraickej rovnice (29a) vypocitame podobne ako v ods.
2a3.

5. ZAVER

V predloZenej praci je uvedeny spdsob stanovenia geometrickych parametrov pre
konstrukciu mechanizmov na rie§enie rovnic paraboly n-tého stupna. Po vySetreni
tychto geometrickych parametrov je v ¢lanku poukazané na konstrukciu kinematickej
schémy hladaného mechanizmu.

Na zéaklade uvedeného modZeme rieSenie rovnic paraboly n-tého stupia prevadzat
aj graficky, Comu sme v tomto ¢lanku nevenovali zvlastnu pozornost.

Po realizacii mechanizmov podla uvedenych kinematickych schém méZeme tieZ na
nich poéitat realne hodnoty korefiov algebraickych rovnic druhého, treticho a n-tého
stupna.
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Pezrome

OIIPENEJNEHWE TEOMETPUUYECKHWX ITAPAMETPOB
IUUIS1 KOHCTPYHUPOBAHMSA MEXAHW3MOB JIJIs1 PEIEHU A
YPABHEHUNM ITAPABOJIbl n-OM CTENEHU

AHIIPEVI MEJ]BELL (Andrej Medvec)

'

B paGoTe npuBOIUTCS ONPEASIEHUE FCOMETPHICCKUX NAPAMETPOB ISt KOHCTPYHPO-
BAHUsL [IJIOCKOCTHBIX MEXaHU3MOB IS PEUICHH S YPaBHEHHIT napadoibl #-0H CTCIICHU.
Ilpy peleHMH 9THX 3aJa4 HCXoIHOH dopmoil sBaseTca anamuTHyeckas Qopma
nanHoit ¢ynxuuu. Tlocie ompenesieHHOro pasOuTHs 3TOH (PYHKIMM HA CHCTCMY
HECKOJIBKXH YPaBHCHHI IpejiaraeM reoMeTpPHIeCKyrd KOHCTPYKLUHIO, SBASIOUIYIOCT
TIPSIMBIM [€OMETPUIECKUM BBIPAXKEHHEM OTHOIICHUH MEXAY TepeMEHHLIMH U MOo-
CTOAHHBLIMH aHAJIMTHYECKOIO Bpra)KCH]/ISL Ha ocHoBe IPUBEACHHBIX TECOMCTpHU-
YECKUX OTHOLUCHUH npeaIoXumM KI/IHCMaTM‘ICCKym CXEMY MCKOMOI'O MEXaHU3MaA.

Zusammenfassung

DIE FESTSTELLUNG DER GEOMETRISCHEN PARAMETER
FUR DIE KONSTRUKTION DER MECHANISMEN ZUR LOSUNG
VON PARABELGLEICHUNGEN n-TEN GRADES

ANDREJ MEDVEC

In der angefiihrten Arbeit wird auf eine Feststellung der geometrischen Parameter
fiir die Konstruktion der Flichenmechanismen zur Losung von Parabelgleichungen
n-ten Grades hingewiesen. Bei der Losung dieser Aufgaben gehen wir aus der
analytischen Form einer gegebener Funktion aus. Nach bestimmter Spaltung dicser
Funktion auf ein System von mehreren Gleichungen, schlagen wir eine geometrische
Konstruktion vor, die unmittelbar eine geometrische Darstellung der Beziehungen
zwischen der Variablen und Konstanten zer analytischen Funktion ausdriickt,
Auf Grund dieser geometrischen Beziehungen schlagen wir ein kinematisches
Schema des gesuchten Mechanismus vor.

299



		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T21:59:37+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




